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Resumen

El modelo lineal general mixto engloba una clase amplia de modelos que permiten tratar
situaciones con datos de estructura jerarquica. Es de vital importancia para realizar
procesos de inferencia usando estos modelos contar con resultados de estimacion y
prueba de lupdtesis para los efectos fijos v aleatorios. Aunque en la literatura se conocen
suficientes resultados acerca de la teoria del algebra lineal relacionada con la teoria de
estimacion v de prueba de hipdtesis en el modelo lineal general (MLG), hace falta
material que muestre 1a relacion existente del dlgebra lineal v la teoria de 1a prediccion en
el modelo lineal general muxto (MLGM) ¥ = X7+ Zu + ¢ . En este trabajo se considera
la representacion del Mejor Predictor Lineal Insesgado (BLUF) de un efecto mixto en
términos del operador el provector orthogonal P, = Z(Z*Z) ™1 2% sobre el espacio 5(2) v
del operador proyector oblicuo Py,pp-t = X(X'V1X)" XV, sobre el espacio S(X).
Se presenta la condicion que debe cumplir la matniz de disefio Z bajo la cual el BLUP de
un efecto mixto se puede expresar en términos de los operadores mencionados. Se
consideran casos particulares del modelo lineal general mixto con dos componentes de la
varianza, con lo cual estos resultados se pueden aplicar a modelos particulares.

Palabras Clave: Componentes de la varianza, efecto mixto, modelacion multinivel,
modelo lineal jerarquico. operador provector.

1. Intraduccion

Los modelos lineales jerarquicos forman una clase general que permite abordar
sifuacionss con datos que presentan una estructura jerarquica, en diversas areas de
aplicacion como: mvestigacion educativa (efectividad de escuela. logro escolar),
biologia (curvas de crecimiento, estudios genéticos), investigacion social (analisis
de encuestas, estudios de mercado), psicologia (analisis de conducta), medicina
(ajuste de datos de medidas repetidas v estudios de centros hospitalarios), entre
otras. Recientes desarrollos en computo han permitido que se incremente el uso
de estos modelos, que son también conocidos como modelos multinivel (De
Leeuw, 2008), modelos de componentes de la varianza v covarianza (Seartle ef al,
2006). o como modelos de efectos mixtos (West af al. 2007). Un tratamiento v
abundantes referencias acerca de estos modelos se pueden encontrar en (De

Leeuw, 2008, Gelman and Hill, 2007; West et al, 2007).

La teoria de espacios vectoriales de dimension finita proporciona un marco para
trabajar conceptos de inferencia en el MLG ¥ = Xf + e, E(e) = 0, Cov(e) =
ol donde Ye R™, X es una matriz de constantes de ordenn X p. e RF es un
vector de parametros desconocidos, v e € R™ es un vector de errores aleatorios no
observables. Conceptos como subespacio columna, operador proyector ortogonal
u oblicuo, matriz inversa generalizada, entre otros, juegan un papel de suma
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importancia en el estudio del MLG. Los provectores asociados con un estunador
en particular en el MLG juegan un papel importante en la caracterizacion de las
propiedades estadisticas del estimador. En el criterio de minimos cuadrados para
definir el mejor ajuste, el estimador de minimos cuadrados ordinanios del vector
de coeficientes en el MLG se puede expresar en términos del operador proyector
orthogonal P, = X(X*X)™'X" sobre el espacio 5(X): asi mismo el estimador de
minimos cuadrados generalizados se puede expresar en términos del operador
proyector oblicuo Py -t = X(X*V7IX)" XV~ Para una revision de la aplicacion
del operador provector en modelos lineales ver Christensen (2002). Kala v
Pordzik, (2006) presentan propiedades de operadores lineales v su relacion con el
Mejor Estimador Lineal Insesgado (BLUE). Peng et al. (2003) presentan algunas

propiedades del operador oblicuo.

Considérese el modelo ¥ = X + e, E(e) = 0, Cov(e) = oI donde Ye R", X es
una matriz de constantes de orden n X p, f e R¥ es un vector de parametros
desconocidos, v e e R™ es un vector de errores aleatorios no observables. Es
conocido que ,SH es un estimador minimos cuadrados de f§ s1, v solo s1. X ,é = P, Y.
Si se considera el modelo ¥ = X8 + e, E(e) = 0, Cov(e) = o°I. donde V es una
matriz definida positiva, entonces ,é es un estimador minimos cuadrados de f s1, v
sélo si. Xf§ = P, yp-1¥: en este caso £ se denomina el estimador minimos
cuadrados generalizado de f (ver Christensen (2002) para demostraciones).

2. Mejor Predictor Lineal Insesgado vy Estimacionde Efectos Mixtos

Considérese el MLGM
Y=X+7Zu+e (1)

donde VeR"™ . X v Z son matrices de constantes de orden nxXp v nX g
respectivaments, § € RY es un vector de parametros fijos desconocidos, u e RY es
un vector de efectos aleatorios, u~N(0, &:1,,). v e € R™ es un vector de errores
aleatorios no observables, e~N(0, o-1,). La matriz de varianzas y covarianzas
de ¥ esta dada por:

V=CoWY)=0.2Z'+0.1. 2

En una serie de trabajos Henderson desarrolla el método del mejor predictor lineal
imnsesgado para modelos mixtos. Concretamente Henderson et al. (1939)
desarrollaron un conjunto de ecuaciones que simultaneamente proporcionan el
BELUE de XB v el BLUP de u . Estas ecuaciones son derivadas por la
maximizacion de la densidad conjunta de ¥y u, la cual esta dada para, Var(e)= R

v Varlu)=G por:

expl|¥ - xp-zu) R (¥ - x5 - Zu) 0 2}
.l ’

N +g

f¥u)=
(27) |R|%|G|fl'€

3)

Igualando a cero las derivadas parciales de (3) con respecto a los elementos de £
v de u, se obtienen las ecuaciones del MLGM
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X'R'YX X'RZ }[ﬁ}z[z"ﬁ*r}

o F o - e 4
Z'R°X Z'R'Z+G|u| |Z'RTY @
Las estimaciones pueden ser escritas como:

G=(xvx xVY, u=GZ'V|1-x 3| )

En este contexto es necesana la estimacion de funciones de la forma &°f 4+ m™u.
para vectores especificos de constantes xk v m. Henderson (1973) obtiene el BLUP
de k*f + m*u que esta dado por:

BLUP\E' g +m'u)=k' ,E?+m’;. ©)

A continuacién se presenta la condicion que debe cumplir 1a matniz de disefio £
bajo la cual el BLUF del efecto nuxto Xf + Zu se puede expresar en términos de
los operadores Py -1. v Pz, sobre los subespacios S(X) v 5(Z) respectivamente.

Teorema 1. Bajo el modelo (1), si existe una constante d tal que ZZ° = dP;.
entonces la imversa V™! de V7 se puede expresar en términos del operador
proyector ortogonal P. v de su complemento @_ por medio de V™1 =_ ,;,F s ke 8

A=megTtal B
Demostracion: Se tiene que bajo el modelo (1), si existe una constante 4 tal que
ZZ' = dP. . entonces

V =0.ZZ'+c. I =do.P,+0.|\P, +0, )
=do,P, +0,P, +0,0Q; =|do, + 0, |, + 5.0,

de lo cual la inversa F~' se puede expresar por medio de V™! = I:d—agi??%j-

wTrve &
Teorema 2. Bajo el modelo (1), s1 existe una constante & tal que ZZ° = dE.,
entonces el BLUP del efecto mixto X + Zu se puede expresar en términos de los
operadores Py -1 v P, por medio de Py, -1Y + cPY — cP; Py, -1V, donde

iod
C= —tr
(@og+sl)

Demostracion: Por la teoria de Henderson el BLUP de X + Zu esta dado por
medio de X + Zii donde 2 es el estimador de minimos cuadrados generalizados
de f viies el BLUP de u. Se sabe que el estimador minimos cuadrados
generalizado se relaciona con el operader proyector Py.,-! por medio de
XB = Pyyy-1¥Y. v que ii = GZ:V_l(F—Xé)_ Asi el BLUP de XfB + Zu se
puede expresar como:
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s . el + Ay
XB+Zu = P__.Y+ZGZ'l 1} —XﬁJ
{ P 0.\
= P Y+5'ZZ'| — 2 —+=2|lvy-xp!
e T lldat 16t ot )l ’8_.-
_ - 2 r Py 0; I )
= R’I:i'—l’"} +JJHPZKW_ G‘j J||I\Y—Xﬁ;|
- I:Jr"-‘:'-lf.‘“P‘Z [ -
= PypypTH (do? + 0?2 ']ll.Y_Er:::r"} )
= P Y +ePY-cFF T

-7
agg

donde ¢ = et
3. Aplicaciones a Algunos Madelos Particulares

Casos particulares del MLGM que satisfacen la condicion ZZ° = dP; son: (a)

Modelo solo intercepto sin variables explicatorias. Este es el caso mas simple de
un modelo lineal jerarquico; el modelo para la /i -ésima unidad de nivel 1 enla j-

esima unidad de nivel 2 esta dado por:

vy =Mtu +e, i=l..d, j=1.k (7)

L

donde p es un parametro fijo w : es el efecto aleatorio. u; v e; son
independientes, con u~N(0, ¢5) v e~N(0, o). El modelo para la j-ésima
unidad de nivel 2 es

y,=liut+lu e, j=1_ K (8)

tomando f=u. X =1,®1,, Z=1,®1, y u=Iu,, .u, | el modelo (8) es de

la forma y = X7+ Zu + e . En este caso se tiene que:

ZZ' =(I, @1, 1, @1, f
=(1, @1, I ®1,]
_(r,1l ®1,1)
= [:Ik @1,1; I'.
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asi:
B, =z(z'z] z' = (1, ®1, (1, ®1,) (1, ®1,)] (1, ®1, ]
= (1, @1, I @15 )1, @1,)[ (1, @1, = (1, @1, (L2, @11, (1, @1,
=(1, @1, I, @yd I, @1, f =1, ®1,/d )| I, @1, f

_rele Ll o1y )-lzz,
Fhs d

1

d
cumpliéndose la condicion dP, = ZZ".

(b) Modelo solo intercepto con variables explicatorias. Considérese el modelo:

Vi =0+ Bxyy + Goxy s e, 1=1..d, =1k, (<)

7

donde 3, G, v B, son parametros fijos: » es el efecto aleatorio: . v e, son
independientes, con 4; ~ Nl::(}, a ; }' y e ~ Nﬁlﬁl, Jj |' El modelo para la j-ésima

unidad de nivel 2 tiene la forma

Vv, =16+ X, B+ X, B +1,u, +e,, j=1. K, (10)

tomando £ =(6,,8.6./. X =0, x, X, ). Z, =1,. el modelo (10) toma la
forma y, =X f+Zu +e, j=1.k Defintendo a X; v a X, como las
matrices de las variables explicatorias, v X =(1, @1, X, X,] Z=1®1, vy
w=lu, . .u, }'1 el modelo (10) es de la forma y=XF+Zu+e. v se cumple la
condicion ZZ' =dPF;.

(c) Modelo de dos vias. Este modelo es de la forma

vy =p+a+fite, i=1l..d j=1..k (11)

donde i y f; son parametros fijos; &, es el efecto aleatorio: &; v ¢, son
independientes, con o, ~ N{D, a .; ] Voo~ N[:{]; a : | . Definiendo
b= I:;Iiﬁ],..-.ﬁd f X, =0;:1;). Z,=1; y u;, = o, el modelo para la j-ésima
unidad de nivel 2 esta dado por medio de y, =X f+Z u +e,. j=1. k.
Tomando [ = {;a’;ﬁ._,...,ﬁa. :lr . H =[:afl,...;r:rk~_] . A= [:15 @1, 1, Efdt] v
Z=1,31; el modelo (11) esta dado por medio de y=XF+Zu+e. En este

caso también se cumple la condicion ZZ' = dP; .
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4. Aplicacion a datos reales

La representacion del BLUP obtenida en términos de los operadores se aplico a
datos relacionados con las calificaciones de estudiantes. se obtuvo el BLUFP del
efecto mixto en términos del operador provector, v se comparo con el BLUP
obtenido en base al resultado de Henderson. Los datos GPA son un conjunto de
datos longitudinales, donde 100 estudiantes de una escuela han tenido
seguimiento durante los 6 semestres de su escolanndad. El modelo usado fue el
modelo solo mtercepto sin variables explicatorias:

Vy = U+u; +e;, conli; ~ N0 )y €; ~ Nl0,a; ).

Se realizo la prediccion del efecto mixto X§ + Zu obtenida en base a la teoria de
Henderson del BLUP X é + Zii v a la basada en provectores P, -1¥ +cRY —
cP.Py.y-1Y . encontrandose que no existe diferencia entre las predicciones
obtenidas.

5. Conclusiones

Se hace la representacion del mejor predictor lineal insesgado del efecto
mixto X + Zu, basado en el MLGM. en términos de los operadores Py -1 ¥
Pz, sobre los subespacios S(Y) v 5{Z). respectivamente. La prediccion obtemida se
compara con la prediccidn obtenida basada en la teoria de Henderson, haciendo
uso del modelo solo intercepto sin variables explicatorias, encontrandose que no
existe diferencia entre las predicciones obtenidas. Esta representacion permitira
poder estudiar desde el punto de vista del algebra lineal la teoria de prediccion en
el MLGM v las propiedades distribucionales de los predictores.
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