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Légica de Primer Orden Introduccién

» A la programacion légica le concierne el uso de la Légica de Primer
Orden para representar y resolver problemas.

» Usamos una Légica de Primer Orden restringida a clausulas de Horn
como lenguaje de representacion y resolucion-SLD como algoritmo de
razonamiento [4, 2].
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Légica de Primer Orden | Introduccién

Representacién

» Cuando describimos situaciones de nuestro interés, usamos enunciados
declarativos.

> Ej. Los martes hay clase de programacion légica y funcional.

> Son expresiones del lenguaje natural que son o no el caso (a diferencia
de las interrogativas, admirativas, imperativas, etc.).

> Si bien las proposiciones representan este tipo de expresiones, los
predicados de la Légica de Primer Orden tienen un compromiso

ontolégico mas fuerte [5], donde la realidad implica objetos y

relaciones entre ellos.
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Légica de Primer Orden Introduccién

Razonamiento

» Consideren los siguientes enunciados declarativos:

1. Julia es madre y Luis es hijo de Julia.
2. Toda madre ama a sus hijos.

» Conociéndolas es posible inferir:
3. Julia ama a Luis.
> Para ello asumimos un conjunto de reglas de inferencia.

» Ejemplo: Modus Ponens

PP=Q (mp)

Q
b
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Légica de Primer Orden Introduccién

Componentes de un Sistema Formal

Alfabeto
( . ya .
Sintaxis Reglas sintacticas
Axiomas
Teoria de Prueba
Reglas de Inferencia
Sistema Formal
Universo de Discurso
Semantica Teoria del Modelo

Intepretacion
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Légica de Primer Orden Lenguaje (informal)

El mundo de los bloques [1]

Brazo robdético

» Necesitaremos simbolos para:

» Objetos

» Relaciones
» Funciones
» Variables

8 |

Mesa

DOk
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Légica de Primer Orden Lenguaje (informal)

Universo de discurso

» Se denota como I/ y es el
Brazo robético conjunto de todos objetos sobre
los cuales queremos expresarnos.

» Para el mundo de los bloques:
U ={a,b,c,d,e, brazo, mesa}

» Seguiré la notacién usada por
Prolog, las constantes son
cadenas que inician

con mindscula. v
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Légica de Primer Orden Lenguaje (informal)

Funciones

)>Brazo robdtico

» Son relaciones especiales entre
los miembros de /. Mapean un
conjunto de objetos de entrada a
un objeto Gnico de salida.

» La funcién parcial sombrero =

{(b, a),(c,d),(d,e)}:
sombrero(b) — a

» Base funcional es el conjunto
de todas las funciones ‘
consideradas. M

Universidad Veracruzana
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Légica de Primer Orden Lenguaje (informal)

Predicados

» Denotan relaciones entre los
miembros de U. Mapean a falso

o verdadero.
» El predicado )>Brazo robdtico

sobre = {(a, b),(d,c),(e,d)}:
sobre(a, b) — true

» El predicado libre = {a, e}:

libre(d) — false

Mesa
> Base relacional es el conjunto de *

todos los predicados
considerados.
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Légica de Primer Orden Lenguaje (informal)

Predicados y Funciones

» sobre = base = {(a,b),...}

Brazo robdtico » Los predicados pueden verse
como funciones booleanas:

sobre(a, b) — true

8 |

Mesa

» Las funciones en este contexto,
tienen su codomino en algin
subconjunto de /:

base(a) — b *
\/
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Légica de Primer Orden Lenguaje (informal)

Variables y cuantificadores

» Toman valores de U.

» El cuantificador universal (V)
expresa hechos acerca de todos A>Braz° robotico

los objetos en U, sin necesidad
de enumerarlos:

VX libre(X)

» El cuantificador existencial (3)
expresa la existencia de al menos
un objeto en U con cierta

Mesa
propiedad en particular: *
W

VX 3Y ocupado(X) <« sobre(Y, X)
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Alfabeto de la Logica de Primer Orden

Const
Var
Pred

Func

Z <« <

El conjunto de simbolos que denotan constantes;

El conjunto de simbolos que denotan variables;

El conjunto de simbolos que denotan predicados;

El conjunto de simbolos funcionales (Const C Func);
El operador unario de negacion;

El operador binario de disyuncién;

El simbolo de cuantificacién universal;

Los paréntesis.

b
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Reglas sintacticas (términos)

1. Si « € Const entonces o € Term;
» Ejs. a, b, c, mesa, ...

2. Si o € Var, entonces o € Term;
> Ejs. X, Y, Z, Cubol, Cubo2, ...

3. Si a/n € Func, entonces a(¢1,...,¢,) € Term si y sélo si
P1<i<n € Term.
» Ejs. base(b), sombrero(X), sombrero(base(b)), ...

4. Ninguna otra expresién es un término. ‘
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Reglas sintacticas (férmulas bien formadas) |

1. Si « € Pred es de arirad n, entonces a(¢o, ..., ¢n) € Lror si y s6lo si
¢i € Tebrm | i=0...n;
> Ejs. sobre(a, b), libre(X), libre(sombrero(X)), ...

2. Si o € Lror, entonces ~« € Loy
> Ejs. libre(a), ~libre(Y), ...

3. Sia€ LroLy B € Lrow, entonces (a V () € LrorL
» Ejs. sobre(X,Y) Vv —libre(X), ...

¥

Universidad Veracruzana

Dr. Alejandro Guerra-Hernandez (UV) Programacién para la IA MIA 2025



Légica de Primer Orden Sintaxis

Reglas sintacticas (férmulas bien formadas) Il

4. Si o € Lror y X € Vars es una variable que ocurre
en «, entonces VX a € Lror

> Ejs. VX libre(X),. ..

5. Nada mas es una férmula bien formada (fbf).

¥
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Definiciones auxiliares

Conjuncién. (a A B) =ger (- V —5);
Implicacion material. (a — B) =gef (ma V B);
Equivalencia material. (o ¢ ) =ger (v = B) A (8 — «));
Falso. f =ger 7 A o
Verdadero. t =ger —f
Cuantificador existencial. 3X a =g4er =(¥X —)

¥
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Términos BNF

» Un término se define como:
tu=x|c|f(t,...,t)

donde x € Var; ¢ € Func tal que |c| =0; y f € Func tal que |f| > 0.

¥
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Formulas bien formadas BNF

> Las fbf del lenguaje de la Légica de Primer Orden se construye a partir
de las variables Var, los functores Func y los predicados Pred como

sigue:
¢ =Pt t0) | (0) [ (@A) | (9V P) | (6= 0) | (Vx ¢) | (3x ¢)

donde P € Pred es un simbolo de predicado de aridad n > 1; t;

denota términos; y x € Var.
V]
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Notacién extra

» En una fbf de la forma VX «, se dice que la fbf o esta bajo el alcance
del cuantificador V.X.

» En tal caso, se dice que la ocurrencia de X en « esta acotada, en caso
contrario se dice que la ocurrencia de la variable es libre.

» Ejemplo: En 3X sobre(X, Y) la variable X esta acotada, mientras que
Y esta libre.

» Un término o fbf sin variables se conoce como basico/a (ground).

b
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Légica de Primer Orden Interpretaciones y Modelos

Interpretacion

> Para expresar que al menos hay un bloque que no tiene nada encima,

escribimos:
3IX bloque(X) A libre(X)

» Cuando usamos cuantificadores siempre tenemos en mente al U, en
este caso {a, b, ¢, d, e, brazo, mesa}.

» Una interpretacion de esta expresion es un subconjunto de U tal que
los miembros de ese subconjunto satisfacen el significado esperado de

la expresion. En la escena usada {a, e}.
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Légica de Primer Orden Interpretaciones y Modelos

Teoria del modelo

» Para obtener un modelo para el lenguaje Lro; definimos la tupla
M = (D, V), donde D es el universo de discurso y V es una
interpretacion Con respecto a D.

> V satisface las siguientes propiedades:

> Si a € Const, entonces V(a) = o
» Sia/n € Pred, tal que n > 1, entonces V(a) C D".

» Algunas veces la expresion V(a) se abrevia oV
» Ejemplos:
> libreV C D = {a,b,c,d,e}.
> sobreV C D x D = {(a, b),(e,d),(d,c)}. *
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Légica de Primer Orden Interpretaciones y Modelos

Interpretacién para el mundo de bloques

¥ = a
bV — b Brazo robdtico
vV = ¢
dV — d E
&/ = e B
sobre¥V = {(a,b),(e,d),(d, )} n
enlLaMesa’ = ,C
LaMesaV b
Iibrev — {a, e} Mesa
porEncima¥ = {(a, b), (e, d), (e, c),(d,c)} v
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Légica de Primer Orden Semantica

Asignacion de variables y términos

» Decimos que U es una asignacion de variables basada en el modelo
M = (D, V) si para todo a € Var, U(a) € D.
» La asignacion de términos T, dadas la interpretacion V' y la

asignacién de variables U, es un mapeo de términos a objetos del
universo de discurso que se define como sigue:

> Si a € Const, entonces Tyy(a) = V(a).

» Si « € Var, entonces Tyy(a) = U(a).

> Sia € Termy es de la forma a(é1,...,6,);y V(o) =g;y
Tvu(oi) = x;, entonces Tvy(a(éi,- .., ¢n)) = g(x1,- -, Xn).

P
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Légica de Primer Orden Semantica

Satisfaccién

» El hecho de que el enunciado « se satisfaga bajo una interpretaciéon V
y una asignacién U, se escribe:

Fv alU]

» Entonces podemos escribir M |= Vy(«) para expresar que « es
verdadera en el modelo M = (D, V) cuando las variables en o toman
valores de acuerdo a la asignacién U.

M = Vy(sobre(X, b)) | U= {X\a} *
\/

Universidad Veracruzana
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Légica de Primer Orden | Semantica

Satisfaccién

» Dado un modelo M = (D, V) y una asignacién de términos Tyy:

':\/ (d) = ’Qb)[U] si Yy sélo si Tvu(¢) = Tvu('(ﬁ)

'=\/ ¢(T1, c. ,T,,)[U] siy sélo si (Tvu(Tl), RN Tvu(T,,)) S ¢V.

= (O[] si y s6lo si [y 4[U].

Fv (¢ A Y)[U] siysslosi =y o[U]y v ¢[U].

Fv (¢ Vv P)[U] siy sélosi =y ¢[U] o [=v ¢[U].

Ev (¢ — ¢)[U] siysolosi ey ¢[U] o Ev »[U].

Ev (Vv ¢)[U] siy sélo si para todo d € D es el caso que =y ¢[W],
donde vW =dy u" = pY para p # v.

8. v (v ¢)[U] si y sélo si para algiin d € D es el caso que =y ¢[W],

donde vW =dy " = puY para p # v. ‘
W

Universidad Veracruzana
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Légica de Primer Orden | Semantica

Definiciones complementarias

» Si una interpretacién V satisface a un enunciado « para toda
asignacién de variables, se dice que V es un modelo de a.

» Un enunciado se dice satisfacible si existe alguna interpretacion y
asignacion de variables que lo satisfaga.

» De otra forma, se dice que el enunciado es insatisfacible.

> Se dice que una fbf « es valida, si y sélo si se satisface en toda
interpretacién y asignacion de variables.

P Las fbf validas lo son en virtud de su estructura légica, por lo que no
proveen informacién acerca del dominio descrito.

» Ejemplo: p(X) V —=p(X) es una fbf valida. *
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Légica de Primer Orden Inferencia

Mi mama me ama

» Retomemos el ejemplo de la introduccién:

1. Toda madre ama a sus hijos.
2. Julia es madre y Luis es hijo de Julia.
3. Julia ama a Luis.

» Se puede formalizar como:
1. VX VY madre(X) A hijo_de(Y,X) — ama(X,Y)
2. madre(julia) N\ hijo_de(luis, julia)
3. ama(julia, luis)

¥
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Légica de Primer Orden Inferencia

Reglas de inferencia

» La inferencia puede verse como un proceso de manipulacién de fbf,
donde a partir las premisas, se producen las conclusiones.

» Ejs. Las reglas de inferencia incluyen:

Modus Ponens:

a a— f
- — (= E
5 ( )
Eliminacion de cuantificador universal:
VX a(X) (VE )

a(t)
I duccién d juncion: ‘
ntroduccion € conjuncion N B
(A1) M

Universidad Veracruzana
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Légica de Primer Orden Inferencia

Ejemplo de derivacién

> Inicio:
1. VX VY madre(X) A hijo_de(Y,X) — ama(X,Y)
2. madre(julia) N\ hijo_de(luis, julia)
» Al aplicar la eliminacién de cuantificador universal (VE ) a (1)
obtenemos:
3. VY (madre(julia) A hijo_de(Y,julia) — ama(julia,Y')
» Al aplicar nuevamente (VE ) a (3) obtenemos:
4. madre(julia) A hijo__de(luis, julia) — ama(julia, luis)
» Finalmente, al aplicar Modus Ponens a (2) y (4):

5. ama(julia, luis) (""
W
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Légica de Primer Orden Inferencia

Correctez y completitud

» Un conjunto de reglas de inferencia se dice correcto (sound), si para
todo conjunto de fbf cerradas (sin ocurrencia de variables libres) Ay
cada fbf cerrada «, siempre que A I « se tiene que A | «.

» Un conjunto de reglas de inferencia se dicen completo si siempre que
A | « entonces A - .

¥
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Programas definitivos Lenguaje

Enunciados declarativos

» Describen relaciones positivas entre elementos de U/:

» Incondicionadas (hechos) y
> Condicionadas (reglas).

1. Antonio es hijo de Juan. L hijo_de(antonio, juan)
2. Ana es hija de Antonio. 2. hijo_de(ana, antonio)
3. Juan es hijo de Marcos. 3. hijo_de(juan, marcos)
4. Alicia es hija de Juan. 4 hijo_de(alicia, juan)
5 El nieto d | 5. VX VY (nieto_de(X,Y) «
. h"mj c|>hf: uga persona es e 37 (hijo_de(Z.Y) A
ijo del hijo de esa persona. hijo_de(X, 2))) M

Universidad Veracruzana
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Programas definitivos Lenguaje

Formas alternativas para una regla

> La férmula:
VX VY (nieto_de(X,Y) <« 3Z (hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X, Z)))
> Se puede escribir como:

> VX VY (nieto_de(X,Y) Vv —3Z (hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X, Z)))

> VX VY (nieto_de(X,Y) Vv VZ=(hijo _de(Z,Y) A hijo_de(X, 2)))

> VX VY VZ (nieto_de(X,Y) V —(hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X, Z)))

> VX VY VZ (nieto_de(X,Y) < (hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X, Z)))
» Con equivalencias como:

> a—>B=-aVpo ‘
> VXa = -dX-a. M

Universidad Veracruzana
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Programas definitivos Lenguaje

Literales

» Un atomo o férmula atémica es un predicado de aridad n aplicado a n
términos.

Una literal es un atomo o la negacién de un atomo.
Una literal positiva es un atomo.

Una literal negativa es la negacién de un atomo.

>
>
>
» Ejemplo. Asumiendo que hijo de es un predicado de aridad 2:

» hijo _de(juan, marcos).
» —hijo_de(juan, alicia).

> Las literales son los bloques de construccién «a; en:

ag+— a1 N~ Na, (n>0) v

Universidad Veracruzana
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Programas definitivos Lenguaje

Clausulas

v

Una clausula es una disyuncion finita de cero o mas literales.

» Una clausula se dice definitiva, si tiene exactamente una literal
positiva.
ag Va1 V-V oo, (I‘IZO)

» Lo cual es equivalente a la forma general de fbf que nos interesaba:
ag— a1 N~ Na, (n>0)

» La clausula vacia (sin literales) se denota como [J y es equivalente a

O <— M (en otra notacién alternativa L < T). ‘
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Programas definitivos Lenguaje

Hechos y reglas revisitados

» Para ag + a1 A...A «, (n>0), tenemos que:

> Sin=0, la literal ag sera positiva, por lo que la clausula definitiva sera
un hecho, si ag es de base.

» Si n> 0 la clausula definitiva toma la forma de una regla, donde ag es
la cabeza de la regla; y la conjuncién ay A...A a, su cuerpo.

» Las reglas tienen una forma restringida de cuantificacion:

VXVY (nieto_de(X,Y)V —3Z(hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X, Z))).

¥
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Programas definitivos Lenguaje

Programa y Meta Definitivos

» Un programa definitivo es un conjunto finito de clausulas definitivas.

» Una clausula sin literales positivas es una meta definitiva.

— a1 N...ANa, (n>1)

¥
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Programas definitivos Lenguaje

» Considere las siguientes consultas:

Consulta Meta definitiva
iEs Ana hija de Antonio? < hijo(ana, antonio)
iQuién es nieto de Ana? + nieto(X, ana)

iDe quién es nieto Antonio? < nieto(antonio, X)
i Quién es nieto de quién? <« nieto(X,Y)

¥
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Programas definitivos Lenguaje

Respuestas obtenidas

Programa: @

1. hijo_de(antonio, juan)

hijo__de(ana, antonio) @

2.
3. hijo_de(juan, marcos)
4. hijo_de(alicia, juan) @ @
5. nieto_de(X,Y) <« @
hijo_de(Z,Y) A hijo_de(X, Z))
Metas: Respuestas:
a. < hijo_de(ana, antonio) true.
b. <« nieto_de(X, ana) false.

c. < nieto_de(antonio, X) X = marcos.

d. < nieto_de(X,Y) . X =anaY = juan,
X = antonio Y = marcos, M

X = alicia Y = marcos.

o0 T
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Programas definitivos Lenguaje

Clausulas de Horn

» Una clausula de Horn es una clausula 6 una meta definitivas.

» La clausula vacia [J, que evalta siempre a false, es una clausula de
Horn.

» Las clausulas de Horn implican restricciones expresivas: No podemos
expresar p(a) V p(b)
» Debido a su estructura restringida, las clausulas de Horn son mas

faciles de manipular que las clausulas generales.

Universidad Veracruzana
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Programas definitivos Lenguaje

Significado l6gico de las metas

> El significado l6gico de las metas puede explicarse recordando que las
variables que ocurren en una meta, estan cuantificadas
existencialmente:

—3X1 ... Xnm (al VAVSRWAN a,,)

» Prolog tratara de encontrar términos t;. .. t,, tales que al remplazar X;

por tj (1 < i< m)enlafbf(asA---Aapy), ésta se satisface.

Universidad Veracruzana
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Programas definitivos | Modelo de Herbrand

Conocimiento positivo

> Los programas definitivos solo pueden expresar conocimiento positivo.

» Hechos y reglas nos dicen que objetos del universo de discurso estan
en una relacién, pero no nos dicen cuales no.

> Al usar programas definitivos, no es posible construir descripciones
contradictorias, i.e., conjuntos de fbf no satisfacibles.

» Todo programa definitivo tiene un modelo.

» ;Cual es ese modelo?

b
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Programas definitivos | Modelo de Herbrand

Modelos e interpretaciones (recordatorio)

» Sea o una fbf y V una intepretacién. V es un modelo de a si =y a.

» Ej. Dada la interpretacién V del mundo de los cubos:
=\ sobre(a, b)

por lo que V' es un modelo de sobre(a, b).

» Sea A un conjunto finito de fbf y V una interpretacién. V es un
modelo de A si =y « para toda a € A.

» Una clase interesante de interpretaciones para los programas
definitivos se conoce como interpretaciones de Herbrand. ‘

\/
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Universo y Base de Herbrand

» Sea L un alfabeto extraido de un programa definitivo A, donde
|Const| > 1.

» El Universo de Herbrand (UL) es el conjunto de todos los términos
formados con las constantes y functores de L.

> La Base de Herbrand (By) es el conjunto de todos los dtomos que

pueden formarse con los predicados y los términos en Uj .
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Ejemplo: impar

» Sea A = {impar(s(0)), impar(s(s(X))) « impar(X)}. Entonces:

> Ui = {0,5(0),5(s(0)), s(s(s(0))), ... }
» B, = {impar(0), impar(s(0)), impar(s(s(0))),...}

¥
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Interpretacién de Herbrand

» Sea A un programa definitivo y L el alfabeto compuesto por los
simbolos de A.
> V es una interpretacion de Herbrand de A, si y sélo si:

» El dominio de V es U,.

» Para cada constante c€ L, ¢V = c.

» Para cada functor f/ne L, fV: Up — U,.
> Para cada predicado p/n€ L, p¥ C U

¥

Universidad Veracruzana

Dr. Alejandro Guerra-Hernandez (UV) Programacién para la IA MIA 2025



Programas definitivos | Modelo de Herbrand

Modelo de Herbrand

» Sea A un programa definitivo; L el alfabeto compuesto por los
simbolos en A; y V una interpretacién de Herbrand de A.

» Si V es un modelo de toda fbf en A, se dice que es un modelo de
Herbrand de A.

¥
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Ejemplo: impar

» Sea A = {impar(s(0)), impar(s(s(X))) < impar(X)}.

» Una posible modelo de este programa es

impar¥ = {s(0),s(s(s(0)))}

¥
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Programas definitivos | Propiedades

Resultados de interés

» Una interpretacion de Herbrand V es un modelo de Vo, si « se
satisface para todas las posibles asignaciones de las variables en a.

» Para las clausulas definitivas, A |= « si y s6lo si todo modelo de
Herbrand de A es también un modelo de « (donde «v es una literal
positiva).

¥
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Programa extendido con meta

» Sea A un programa definitivo y 7 una meta definitiva.

» Sea L un alfabeto compuesto por los simbolos en el programa y la
meta definitivos.

» Si V' es un modelo de A U {+}, entonces V ={a € B, | Ev a}es
un modelo de Herbrand de A U {~}.

¥
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Consistencia

» Sea A un programa definitivo y « una clausula definitiva.
> Sea A’ = AU {-a}.
» Entonces A = « siy sélo si A’ no tiene modelo de Herbrand.

> Esto es, si /A’ es no satisfacible, lo cual es cierto sélo si A’ no tiene
modelos y por lo tanto, no tiene modelo de Herbrand.

¥
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Intersecciéon de modelos de Herbrand

» Sea M una familia no vacia de modelos de Herbrand de un programa
definitivo A.

» Entonces la interseccion V' = (| M es un modelo de Herbrand de A.

> Al tomar la interseccion de los modelos de Herbrand de un programa
definitivo (todos tienen al menos un modelo, e.g., Ba), obtenemos el

modelo minimo de Herbrand.
V/
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» Sea A el programa definitivo {masculino(adan), femenino(eva)} con
su interpretacién obvia.

> A tiene los siguientes modelos de Herbrand:

1. {masculino(adan), femenino(eva)}
2. {masculino(adan), femenino(eva), masculino(eva)}
3. {masculino(adan), femenino(eva), femenino(adan)}
4. {masculino(adan), femenino(eva), masculino(eva), femenino(adan)}
» El modelo minimo es el Gnico que corresponde con el modelo
pretendido del programa, pero esto no siempre es el caso.

» ;jCuando lo es? ‘
V]

Universidad Veracruzana

Dr. Alejandro Guerra-Hernandez (UV) Programacién para la IA MIA 2025



Programas definitivos | Propiedades

Consecuencia Logica

» El modelo minimo de Herbrand de un programa definitivo A, Ma, es
el conjunto de todas las consecuencias légicas atémicas de base del

programa:
MA:{OZGBA|A'ZOA}

» La prueba (Ver Nilsson y Maluszynski [3], pag. 29) pasa por demostrar

que Ma 2 {a € Bi|A = a} y Ma € {a € Ba|A = a}.
(]
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Operador de consecuencia inmediata

» Sea base(A) el conjunto de todos los casos posibles de clausulas de
base en A.

> Ta es una funcién sobre las interpretaciones de Herbrand de A
definida como sigue:

Ta(V)={ao | ap < aa,...,a, € base(A) A{aq,...,an} C V}

» Se puede demostrar que existe un punto fijo Ta(V) =V y que V es

idéntica al modelo minimo de Herbrand de A.
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Programas definitivos | Modelo minimo de Herbrand

Notacidn

> Existe una notacién estandar para denotar a los miembros de esta
secuencia de interpretaciones construidas a partir de A:

TAT0 = 0
TaAT(i+1) = Ta(Ta1i)

Tatn = [JTati
i=0

minimo de Herbrand de A.

> el conjunto construido de esta manera es idéntico al modelo '
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» Tomando A como el programa de impar/1 tenemos:

TAT0 = 0
Tat1l = {impar(s(0))}
Tat2 = {impar(s(0)),impar(s(s(s(0))))}

TatTm = {impar(s"(0)) | ne€{1,3,5,...}}

¥
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Resolucién-SLD Una estrategia de razonamiento

Programas y metas definitivos

» Consideren el siguiente programa definitivo A:

papa(juan, marta).
recien _nacido(marta).
orgulloso(X) <« padre(X,Y), recien _nacido(Y).
padre(X,Y) <« papa(X,Y).
padre(X,Y) < mama(X,Y).

» ;Cémo interpretamos la siguiente meta definitiva?

<« orgulloso(Z). *
\Y
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Resolucién-SLD Una estrategia de razonamiento

v

La meta < orgulloso(Z). es una abreviatura de VZ—-orgulloso(Z)

v

Que a su vez es equivalente a =37 orgulloso(Z).

» Si ese enunciado es contradictorio en A, entonces sabemos que
A | 3Z orgulloso(Z). Eso responderia true, a la meta.

» La otra parte de la respuesta es encontrar una substitucion 6
(asignacion de variables) t.q. el conjunto A U {—orgulloso(Z)8} sea

insatisfacible, i.e., A = orgulloso(Z)6.

» Ejemplo: A U —orgulloso(Z){Z/juan}
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Resolucién-SLD Una estrategia de razonamiento

Razonamiento

» Asumimos la meta Gg — Para todo Z, Z no esta orgulloso.

» La inspeccion del programa A revela que una regla describe una
condicién para que alguien esté orgulloso:

orgulloso(X) < padre(X,Y), recien _nacido(Y).
» Lo cual es l6gicamente equivalente a:
V(—orgulloso(X) — —(padre(X, Y) A recien _nacido(Y)))

b
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Resolucién-SLD Una estrategia de razonamiento

Estrategia

» Partiendo de:
V(—orgulloso(X) — —(padre(X, Y) A recien _nacido(Y)))

» Al renombrar X por Z, eliminar el cuantificador universal y usar
modus ponens con respecto a Gp, obtenemos Gy:

—(padre(Z,Y') N recien _nacido(Y'))
> o su equivalente:
+ padre(Z,Y), recien _nacido(Y).
» G que es verdadera en todo modelo A U {Gp}. v
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Resolucién-SLD Una estrategia de razonamiento

Resolucién

» Ahora solo queda probar que A U {G;} es no satisfacible. Observen
que G es equivalente a la fbf:

VZNVY (—padre(Z,Y) \V —recien _nacido(Y'))

> (i no es satisfacible en A, si en todo modelo de A hay una persona
que es padre de un recién nacido.

» Revisemos la primer condicién:

padre(X,Y) < papa(X,Y).

» Por lo que G; se reduce a Gp:
< papa(Z,Y), recien _nacido(Y). I\vll I
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Estrategia recursiva

» El programa declara que juan es padre de marta:
papa(juan, marta).

» Asi que sélo resta probar que “marta no es una recién nacida” no se
puede satisfacer junto con A:

< recien _nacido(marta).
> pero el programa contiene el hecho:

recien _nacido(marta).

> equivalente a —recien _nacido(marta) — O v

» lo que conduce a una refutacién .
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Resolucién-SLD Una estrategia de razonamiento

Resumiendo

» Para probar la existencia de algo:

» Suponer lo opuesto

» vy usar modus ponens y la regla de eliminacion del cuantificador
universal,

> para encontrar un contra ejemplo al supuesto.

¥
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Resolucién-SLD Formalizacién

Regla de inferencia

» La resolucién puede resumirse con la siguiente regla de inferencia:

V—'(Ozl/\'-'/\Oé,'_l/\(Jé,'/\Oé;_;,_l/\"'/\Ozm) V(ﬁo(—ﬂl/\"'/\ﬂn)
V—\(Oél/\"'/\a,'_]_/\51/\"-/\/3,,/\04,'_;,_1/\"-/\@"7)9

» donde;

1. a1,...,an son fbf atémicas.
2. Bo  B1,...,[n es una clausula definitiva en el programa A (n > 0).

3. MGU(ay, Bo) = 0.
Vll
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Observaciones

> La regla tiene dos premisas: una meta y una clausula definitivas.

» Solo hay un cuantificador universal para la conclusién. Por lo tanto, se
requiere que el conjunto de variables en las premisas sea disjunto.

> Puesto que todas las variables en las premisas estan cuantificadas, es
siempre posible renombrar las variables de la clausula definitiva para

cumplir con esta condicién.
V]
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S de seleccion

» Una meta definitiva puede incluir varias fbf atémicas que unifican con
la cabeza de alguna clausula en el programa.

» En este caso, es deseable contar con un mecanismo determinista para
seleccionar un atomo «; a unificar.

» Se asume una funcién de seleccién para las sub-metas de la meta

definitivas.

Universidad Veracruzana
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Usando la resolucién-SLD

| 2

El punto de partida es una meta definitiva Gg:
—ai,...,am (m>0)

> La sub-meta oy sera seleccionada.

» Una nueva meta Gy se construye con una clausula del programa
Bo < B1,...,0n (n > 0) tal que 6, = MGU(CMl,,Bo).
> Gj tiene la forma:

%(51,...,,8,,,&2,...,04,”)91

obtener Gy, y asi sucesivamente.

» Ahora es posible aplicar el principio de resolucién a Gy para *
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Terminacién

» El proceso puede terminar o no.
» Hay dos situaciones donde no es posible obtener G;;1 a partir de G;:

1. Cuando la sub-meta seleccionada no puede ser resuelta (no unifica con
la cabeza de alguna clausula del programa).
2. Cuando G; = .

» En cualquier otro caso la resolucién-SLD se sigue aplicando.

¥
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Derivacion-SLD

> Sea Gp una meta definitiva, A un programa definitivo y R una funcién
de seleccion. Una derivacion SLD de Gy (usando A y R) es una
secuencia finita o infinita de metas:

Qn—1

Go B Gy...Ghq 5 G,

> «; € A. Las variables en «a; se renombran con subindices i.

¥
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Substitucién computada

» Cada derivacién SLD nos lleva a una secuencias de MGUs 64, ...,0,.
La composicién
016>...0, sin>0

€ sin=20

H =

de MGUs se conoce como la substitucion computada de la derivacidn.

¥
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» Consideren la meta definida < orgulloso(Z) y el programa del inicio
de esta clase. Entonces

Go = <« orgulloso(Z).

ag = orgulloso(Xy) < padre(Xo, Yo), recien _nacido( Yp).

» La unificacién de orgulloso(Z) y orgulloso(Xy) nos da el MGU
01 = {Xo/Z}. Asumamos que nuestra funcién de seleccién es tomar la

submeta mas a la izquierda:

Gy = < padre(Z,Yy), recien _nacido(Yp).

a1 = padre(Xl, Yl) — papa(Xl, Yl). *
\/

con 92 = {Xl/Z, Yl/Yo}.
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» La derivacién continua como sigue:

Gy = < papa(Z,Yy), recien _nacido(Yp).
ap = papa(juan, marta).

Gz = < recien_nacido(marta).

a3 = recien _nacido(marta).

G, = 0O

> la substitucion computada para esta derivacion es:

01020304 = {Xo/Z}{X1/Z,Y1/Yo{Z/juan, Yo/marta}e
= {Xo/juan, X1/juan, Y1/marta,

Z /juan, Yo/ marta} M

Universidad Veracruzana

Dr. Alejandro Guerra-Hernandez (UV) Programacién para la IA MIA 2025



Resolucién-SLD Formalizacién

Refutacién-SLD y derivacién fallida

» Una derivacién SLD finita:

Qp—1

Go R Gy...Gpq =G,

donde G,, = [, se llama refutacion SLD de Gy.

» Una derivacién de la metaGy cuyo Gltimo elemento no es la meta
vacia y no puede resolverse con ninguna clausula del programa, es

llamada derivacion fallida.
V/
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Arbol-SLD

» Sea A un programa definitivo, Gy una meta definitiva, y R una
funcién de seleccion.

» El arbol-SLD de Gy (usando Ay R) es un arbol etiquetado,
posiblemente infinito, que cumple con:

» La raiz del arbol esta etiquetada por Gg.

> Si el arbol contiene un nodo etiquetado como G; y existe una clausula
renombrada «; € A tal que Giy1 es dervidada de G; y «; via R,
entonces el nodo etiquetado como G; tiene un hijo etiquetado G;;; El

arco entre ambos es ;.
W
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+ orgulloso(Z)

+ padre(Z,Yy), recien _nacido(Yp)

T

<+ papa(Z, Yy), recien _nacido(Yp) + mama(Z, Yy), recien __nacido(Yp)

< recien__nacido(marta)

\
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Resolucién-SLD | Formalizacién

Observaciones

> Esta computacién no necesariamente es determinista si R es justa,
i.e., cualquier 4tomo de la meta y clausula del programa pueden ser
seleccionados.

» Pueden existir unificadores alternativos para dos atomos.

» Por otra parte, es posible también que el atomo seleccionado no
unifique con ninguna clausula en el programa.

» La computacién puede caer en un ciclo y de esta manera no producir

solucién alguna.
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Propiedades de la resolucion-SLD

Correctez. Sea A un programa definitivo, R una funcién de seleccién, y
0 una substitucién de respuesta computada a partirde Ay R
para una meta < ai,...,am. Entonces V((a1 A -+ A am)b)
es consecuencia légica del programa A.

Completez. Sea A un programa definitivo, R una funcién de seleccion y

+— ai,...,a, una meta definitiva. Si
A EY((ar A+ Aam)o), entonces existe una refutacion de
< Q1,...,Qm via R con una substitucién de respuesta

computada 6, tal que (g A--- A am)o es un caso de

(1 A ANam)b.
]
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Substitucién

» Una substitucion @ es un conjunto finito de la forma:
{Xl/tl,...,X,,/t,,}, (I‘IZO)

donde las X; son variables, distintas entre si, y los t; son términos.
Decimos que t; substituye a X;. La forma X;/t; se conoce como
ligadura de X;. La substitucion 6 se dice se dice de base (grounded) si
cada término t; es un término base.

» La substitucién vacia se conoce como substitucion de identidad y se

denota por e.
|
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Caso (expresiones)

» Sea 0 = {Xi/t1,...,Xn/tn} una substitucién y o una expresion.
Entonces af), el caso (instance) de « bajo 6, es la expresion obtenida
al substituir simultaneamente X; por t; para 1 </ < n.

> Si af es una expresion de base, se dice que es un caso base y se dice
que 6 es una substitucién de base para a.

» Si Y ={ai,...,an} es un conjunto finito de expresiones, entonces X6

denota {16, ..., ay0}.
s
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» Sea « la expresion p(Y, f(X))y
» la substitucion 0 = {X/a, Y/g(g(X))}.
» El caso de a bajo 0 es af = p(g(g(X)), f(a)).

» Observen que X e Y son remplazados simultaneamente por sus
respectivos términos, i.e., X en g(g(X)) no es afectada por X/a.

¥
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Composicion de substituciones

» Sean 0 = {Xi/s1,..., Xm/sm} y o ={Y1/t1,... Yn/tn} dos
substituciones. Consideren la secuencia:

Xl/(sla),. ..,Xm/(SmU), Yl/tl,.. .,Yn/tn

» Si se borran de esta secuencia las ligaduras X;/s;o cuando X; = sjo y
cualquier ligadura Yj/t; donde Y; € {X1,..., Xn}, obtenemos la

composicion de 6 y o denotada por fo.
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» Sea 0 ={X/f(Y),Z/U}yo={Y/b,U/Z}.

» Construimos la secuencia de ligaduras
X/(f(Y)o),Z/(U)o,Y/b,U/Z lo cual es X/f(b),Z/Z,Y /b,U/Z.

» Al borrar la ligadura Z/Z obtenemos la secuencia
X/f(b),Y/b,U/Z = bo.

¥
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Propiedades de las substituciones

» Sea « una expresion, y sean 6, o y -y substituciones.
> Las siguientes relaciones se cumplen:

1. 6 =0e=¢l

2. (af)o = a(bo)

3. (6o)y =6(o7)

¥
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Unificacién

» Uno de los pasos principales en el cémputo de una meta, es que dos
fbf atémicas se vuelvan sintacticamente equivalentes.

> Este proceso se conoce como unificacion y posee una solucién
algoritmica.

» Sean vy [ términos. Una substitucion 6 tal que af = 36 es llamada
unificador de v y 3.

» unifica(conoce(juan, X), conoce(Y,Z)) = {Y /juan,X/Z}

b

Universidad Veracruzana

Dr. Alejandro Guerra-Hernandez (UV) Programacién para la IA MIA 2025



Resolucién-SLD Unificacién

Unificador mas general (MGU)

» Una substitucion 6 se dice mas general que una substitucién o, ssi
existe una substitucion ~y tal que o = 6.

» Un unificador 6 se dice el unificador mas general (MGU: Most General
Unifier) de dos términos, ssi § es mas general que cualquier otro
unificador entre esos términos.

¥
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Forma resuelta y MGU

» Un conjunto de ecuaciones {X; = t1,..., X, = t,} esta en forma
resuelta, si y sélo si Xi,...,X, son variables distintas que no ocurren
en ty,..., t,.

» Para computar el MGU de dos términos « y (3, primero intente
transformar la ecuacién {o = B} en una forma resuelta equivalente.

v

Si esto falla, entonces mgu(a, 8) = fallo.

» Si una forma resuelta {X; = t1,..., X, = t,} existe, entonces
mgu(oz, 5) = {Xl/tlv s vXn/tn}-

b
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Algoritmo de unificacién

1: function Unirica(E) > E es un conjunto de ecuaciones
2 repeat

3 (s = t) « seleccionar(E)

4: if f(s1,...,8n) = f(t1,...,tn) (n>0) then

5: remplazar (s = t) por s; = t1,...,5, = tn

6: else if f(s1,...,sm) = g(t1,...,ta) (f/m # g/n) then

7 return(fallo)

8 else if X = X then

9: remover la X = X

10: else if t = X then

11: remplazar t = X por X =t
12: else if X =t then

13: if subtermino(X,t) then

14: return(fallo)

15: else remplazar todo X por t

16: end if

17: end if
18: until No hay accién posible para E
19: end function M
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Ejemplo 1

» El conjunto {f(X, g(Y)) =f(g(Z),Z)} tiene una forma resuelta,
pues:

{f(X.g(Y)) =1f(eg(2),2)} — {X=g(2),8(Y)=2}
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Ejemplo 2

» El conjunto {f(X, g(X),b) = f(a,g(Z),Z)} no tiene forma resuelta,

puesto que:
- {X=a,8X)=g(2),b=2}
- {X=a¢g(a) =g(2),b= 2}
— {X=aa=2Zb=17}
— {X=aZ=ab="7}
— {X=a,Z=ab=a}
— fallo

¥

Universidad Veracruzana

Dr. Alejandro Guerra-Hernandez (UV) Programacién para la IA MIA 2025 89 /91



Resolucién-SLD | Unificacién

Consideraciones

> Este algoritmo termina y regresa una forma resuelta equivalente al
conjunto de ecuaciones de su entrada, o bien regresa fallo si la forma
resuelta no existe.

» Sin embargo, el computar subtermino(X, t) (verificacion de
ocurrencia) hace que el algoritmo sea altamente ineficiente.

» El estandar ISO Prolog (1995) declara que el resultado de la
unificacion es no decidible.

» Al eliminar la verificacién de ocurrencia es posible que al intentar

resolver X = f(X) obtengamos X = f(f(X))--- = f(f(f. ))$
\Y
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