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Sintaxis Metavariables

Metavariables y fórmulas

▶ Las reglas de derivación que se han introducido en el capítulo
precedente, son válidas para cualquier fórmula que podamos formar
con el lenguaje de la lógica proposicional.

▶ A partir de los átomos proposicionales podemos usar conectivos
lógicos para crear fórmulas lógicas más complejas.

▶ El objetivo del capítulo anterior era entender la mecánica de las reglas
de la deducción natural.
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Sintaxis Metavariables

Ejemplo

▶ Consideren este caso, una aplicación de la regla de prueba ( =⇒ e):

1. p =⇒ q premisa

2. p premisa

3. q ( =⇒ e) 1,2
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Sintaxis Metavariables

Continuación del ejemplo

▶ Su aplicación es válida aún si substituimos p ∨ ¬r por p y q con
r =⇒ p:

1. p ∨ ¬r =⇒ (r =⇒ p) premisa

2. p ∨ ¬r premisa

3. r =⇒ p

▶ Escribimos las reglas de prueba como esquemas de razonamiento que
usan símbolos griegos que pueden ser substituidos por fórmulas
genéricas.
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Sintaxis Fórmulas bien formadas (fbfs)

Atomos proposicionales

▶ Lo primero que necesitamos es una fuente no acotada de átomos
proposicionales: p, q, r , . . . o p1, p2, p3, . . .

▶ La cuestión del si tal conjunto es infinito no debería preocuparnos.
▶ El carácter no acotado de la fuente es una forma de confrontar que si

bien, normalmente necesitaremos una gran cantidad finita de
proposiciones para describir un programa de computadora, no sabemos
de antemano cuantos vamos a necesitar.
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Sintaxis Fórmulas bien formadas (fbfs)

Primer aproximación

▶ Que las fórmulas de nuestra lógica proposicional deben ser cadenas de
caracteres formadas a partir del alfabeto

{p, q, r , . . . } ∪ {p1, p2, p3, . . . } ∪ {¬,∧,∨, =⇒ , (, )}

es una observación trivial, que no provee la información necesaria.
▶ Ejemplo: (¬) y pq =⇒ son cadenas construidas a partir de este

alfabeto, aunque no tienen sentido en la lógica proposicional.
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Sintaxis Fórmulas bien formadas (fbfs)

Fórmulas bien formadas (definición inductiva)

1. Todo átomo proposicional p, q, r , . . . es una fórmula bien formada
(fbf).

2. Si ϕ es una fórmula bien formada, también lo es (¬ϕ).
3. Si ϕ y ψ son fbf, también lo es (ϕ ∧ ψ).
4. Si ϕ y ψ son fbf, también lo es (ϕ ∨ ψ).
5. Si ϕ y ψ son fbf, también lo es (ϕ =⇒ ψ).
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Sintaxis Fórmulas bien formadas (fbfs)

Fórmula bien formada (Backus-Naur Form)

▶ BNF, adaptada de Huth y Ryan [3]:

ϕ ::= p | (¬ϕ) | (ϕ ∧ ϕ) | (ϕ ∨ ϕ) | (ϕ =⇒ ϕ) (1)

donde p denota cualquier átomo proposicional y cada ocurrencia de ϕ
a la derecha del símbolo ::= denota una fórmula bien formada
previamente construida.
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Sintaxis Fórmulas bien formadas (fbfs)

Principio de inversión

▶ Solo una regla se aplica a la vez.
▶ Ejemplo: ¿Es (((¬p) ∧ q) =⇒ (p ∧ (q ∨ (¬r)))) una fbf?

▶ La última regla aplicada fue (5) dado que la fbf es una implicación con
((¬p) ∧ q) como antecedente y (p ∧ (q ∨ (¬r))) como conclusión.

▶ El antecedente es una conjunción (3) entre (¬p) y q, donde el primer
operando es una negación (2) de p que es un átomo (1); igual que q.

▶ De igual forma podemos proceder con la conclusión de la expresión
original y demostrar que ésta es una fbf.
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Sintaxis Arboles sintácticos

Arbol sintáctico

▶ Las fórmulas tienen una estructura de árbol:34 1 Propositional logic

→

∧

¬

p

q

∧

p ∨

q ¬

r

Figure 1.3. A parse tree representing a well-formed formula.

principle to the conclusion (p ∧ (q ∨ (¬r))), inferring that it is indeed well-

formed. In summary, the formula in (1.4) is well-formed.

For us humans, dealing with brackets is a tedious task. The reason

we need them is that formulas really have a tree-like structure, although

we prefer to represent them in a linear way. In Figure 1.3 you can see the

parse tree7 of the well-formed formula φ in (1.4). Note how brackets become

unnecessary in this parse tree since the paths and the branching structure

of this tree remove any possible ambiguity in interpreting φ. In representing

φ as a linear string, the branching structure of the tree is retained by the

insertion of brackets as done in the definition of well-formed formulas.

So how would you go about showing that a string of symbols ψ is not well-

formed? At first sight, this is a bit trickier since we somehow have to make

sure that ψ could not have been obtained by any sequence of construction

rules. Let us look at the formula (¬)() ∨ pq → from above. We can decide

this matter by being very observant. The string (¬)() ∨ pq → contains ¬)

and ¬ cannot be the rightmost symbol of a well-formed formula (check all

the rules to verify this claim!); but the only time we can put a ‘)’ to the right

of something is if that something is a well-formed formula (again, check all

the rules to see that this is so). Thus, (¬)() ∨ pq → is not well-formed.

Probably the easiest way to verify whether some formula φ is well-formed

is by trying to draw its parse tree. In this way, you can verify that the

7 We will use this name without explaining it any further and are confident that you will under-
stand its meaning through the examples.
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Sintaxis Arboles sintácticos

Sintaxis y árboles sintácticos

▶ La raíz del árbol es una implicación, de manera que la expresión en
cuestión es, a su nivel más alto una implicación.

▶ Ahora basta probar recursivamente que los sub-árboles izquierdo y
derecho son también fórmulas bien formadas.

▶ Observen que las fórmulas bien formadas en el árbol o bien tienen
como raíz un átomo proposicional; o un operador con el número
adecuado de operandos.

▶ Otro ejemplo de definición inductiva.
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Sintaxis Arboles sintácticos

Sub-fórmulas y Sub-árboles

▶ Las sub-fórmulas se corresponden a los sub-árboles de un árbol
sintáctico.

▶ Siguiendo el ejemplo, esto incluye las hojas p y q que ocurren dos
veces; así como r .

▶ Luego (¬p) y ((¬p) ∧ q) en el sub-árbol izquierdo de la implicación.
▶ Así como (¬r), (p ∨ (¬r)) y ((p ∧ (q ∨ (¬p)))) en el sub-árbol

derecho de la implicación.
▶ El árbol entero es un sub-árbol de si mismo.
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Sintaxis Arboles sintácticos

Ejemplo: sub-fórmulas

▶ p

▶ q

▶ r

▶ (¬p)
▶ ((¬p) ∧ q)

▶ (¬r)
▶ (p ∨ (¬r))
▶ ((p ∧ (q ∨ (¬p))))
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Sintaxis Arboles sintácticos

Ejemplo: validación sintáctica

▶ ¿Porqué representa una fbf?36 1 Propositional logic

∧

r¬

∨

p →

q ¬

p

Figure 1.4. Given: a tree; wanted: its linear representation as a logical
formula.

The tree in Figure 1.21 on page 82, however, does not represent a well-

formed formula for two reasons. First, the leaf ∧ (and a similar argument

applies to the leaf ¬), the left subtree of the node →, is not a propositional

atom. This could be fixed by saying that we decided to leave the left and

right subtree of that node unspecified and that we are willing to provide

those now. However, the second reason is fatal. The p node is not a leaf

since it has a subtree, the node ¬. This cannot make sense if we think of

the entire tree as some logical formula. So this tree does not represent a

well-formed logical formula.

1.4 Semantics of propositional logic

1.4.1 The meaning of logical connectives

In the second section of this chapter, we developed a calculus of reasoning

which could verify that sequents of the form φ1,φ2, . . . ,φn # ψ are valid,

which means: from the premises φ1, φ2, . . . , φn, we may conclude ψ.

In this section we give another account of this relationship between the

premises φ1, φ2, . . . , φn and the conclusion ψ. To contrast with the sequent
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Sintaxis Arboles sintácticos

Continuación del ejemplo

▶ Todas sus hojas son átomos proposicionales: p dos veces; q y r una.
▶ Todos sus nodos internos son operadores lógicos (¬ dos veces, ∧, ∨ y

=⇒ ) y
▶ El número de sus sub-árboles es el correcto en todos los casos (un

sub-árbol para la negación, dos para los demás operadores).
▶ La expresión linearizada del árbol puede obtenerse recorriendo el árbol

de manera en orden: ((¬(p ∨ (q =⇒ (¬p)))) ∨ r).
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Sintaxis Arboles sintácticos

Ejemplo de fórmula no bien formada

▶ ¿Cómo sabemos que el árbol de la figura no representa una fbf?
82 1 Propositional logic

∧

→ ¬

∧ p ¬

¬

Figure 1.21. A tree that represents an ill-formed formula.

5.* For the parse tree in Figure 1.22 find the logical formula it represents.

6. For the trees below, find their linear representations and check whether they

correspond to well-formed formulas:

(a) the tree in Figure 1.10 on page 44

(b) the tree in Figure 1.23.

7.* Draw a parse tree that represents an ill-formed formula such that

(a) one can extend it by adding one or several subtrees to obtain a tree that

represents a well-formed formula;

(b) it is inherently ill-formed; i.e. any extension of it could not correspond to a

well-formed formula.

8. Determine, by trying to draw parse trees, which of the following formulas are

well-formed:

(a) p ∧ ¬(p ∨ ¬q) → (r → s)

(b) p ∧ ¬(p ∨ q ∧ s) → (r → s)

(c) p ∧ ¬(p ∨ ∧s) → (r → s).

Among the ill-formed formulas above which ones, and in how many ways, could

you ‘fix’ by the insertion of brackets only?

Exercises 1.4

1.* Construct the truth table for ¬p ∨ q and verify that it coincides with the one for

p → q. (By ‘coincide’ we mean that the respective columns of T and F values are

the same.)

2. Compute the complete truth table of the formula

(a)* ((p → q) → p) → p

(b) represented by the parse tree in Figure 1.3 on page 34
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Sintaxis Arboles sintácticos

Continuación del ejemplo

▶ Hay dos razones para ello: primero, las hojas ∧ y ¬, lo cual puede
arreglarse diciendo que el árbol está parcialmente construido;

▶ Segundo, y definitivo, el nodo para el átomo proposicional p no es una
hoja, es un nodo interno.
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Validez y Consecuencia Lógica

▶ Desarrollamos un cálculo del razonamiento que nos permite verificar si
las inferencias de la forma ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ son válidas, lo cual
quiere decir que a partir de las premisas ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn podemos
demostrar ψ usando las reglas de prueba.

▶ Desarrollaremos una nueva relación de consecuencia lógica entre las
premisas y la consecuencia de las inferencias.

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Consecuencia Lógica y Valores de Verdad

▶ Esta relación se basa en los valores de verdad de las proposiciones
atómicas que ocurren en las premisas y la conclusión;

▶ así como la forma en que los operadores lógicos manipulan estos
valores de verdad.

▶ ¿Qué es un valor de verdad? Los enunciados declarativos que
representan las proposiciones atómicas se corresponden con la realidad
(verdaderos); o no (falsos).
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Ejemplo: Conjunción

▶ El valor de verdad de p ∧ q está determinado por tres aspectos: el
valor de verdad de p, el valor de verdad de q y el significado de ∧.

▶ El significado de la conjunción captura la observación de que p ∧ q es
verdadera si y solo si (ssi) p y q son ambas verdaderas; de otra forma
p ∧ q es falsa.

▶ De forma que, desde la perspectiva de ∧ todo lo que debemos saber
es si p y q son verdaderos.

▶ Lo mismo para los demás operadores!
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Modelos y Valores de Verdad

▶ El conjunto de valores de verdad contiene dos elementos T y F donde
T representa verdadero, y F falso.

▶ Un modelo de una fórmula ϕ es una asignación de valores de verdad a
las proposiciones atómicas que ocurren en ϕ.

▶ Ejemplo: La función que asigna q 7→ T y p 7→ F es un modelo de la
fórmula p ∨ ¬q.
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Tabla de verdad: Conjunción

ϕ ψ ϕ ∧ ψ
T T T
T F F
F T F
F F F
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Observaciones

▶ Como cada argumento puede tener dos valores de verdad, el número
de combinaciones posibles es 2n donde n es el número de argumentos
del operador.

▶ Ejemplo: ϕ ∧ ψ tiene 22 = 4 casos a considerar, los que se listan en la
tabla de verdad anterior.

▶ Pero ϕ ∧ ψ ∧ χ tendría 23 = 8 casos a considerar.
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Tabla de verdad: Disyunción

ϕ ψ ϕ ∨ ψ
T T T
T F T
F T T
F F F
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Tabla de verdad: Implicación

ϕ ψ ϕ =⇒ ψ

T T T
T F F
F T T
F F T
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Semántica de la implicación

▶ Se puede pensar en ella como una relación que preserva la verdad.
▶ Es evidente que T =⇒ F no preserva la verdad, por lo que la

entrada correspondiente en la tabla de verdad da como salida falso.
▶ También es evidente que T =⇒ T preserva la verdad.
▶ Pero los casos donde el primer argumento tiene valor de verdad F

también lo hacen, porque no tienen verdad a preservar dado que el
supuesto de la implicación es falso.
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

La implicación como abreviatura

▶ La expresión ϕ =⇒ ψ puede verse como una abreviatura de ¬ϕ ∨ ψ.
▶ Las tablas de verdad pueden usarse para probar que cuando la primer

expresión mapea a verdadero, también lo hace la segunda.
▶ Esto quiere decir que ambas expresiones son semánticamente

equivalentes.
▶ Aunque claro, las reglas de la deducción natural tratan a ambas

fórmulas de manera muy diferente, dado que su sintaxis es bien
diferente.
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Tabla de verdad: Negación y Contradicción

▶ Observen que en este caso tenemos 21 = 2 casos que considerar.

ϕ ¬ϕ
T F
F T

▶ También pueden definirse tablas de verdad para la contradicción y su
negación: ⊥ 7→ F y ¬⊥ 7→ T .
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Valor de verdad de una expresión

▶ Ejemplo: ¿Cual es el valor de verdad de la expresión

¬p ∧ q =⇒ p ∧ (q ∨ ¬r)

si el modelo es q 7→ F , p 7→ T y r 7→ T?
▶ Nuestra semántica es composicional: Si sabemos los valores de verdad

de ¬p ∧ q y p ∧ (q ∨ ¬r), entonces podemos usar la tabla de verdad
de la implicación para saber el valor de verdad de toda la expresión.

▶ De forma que podemos ascender el árbol sintáctico de la expresión
propagando los valores de verdad.
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Arboles sintácticos y evaluación de una expresión
40 1 Propositional logic

p

q p

r T

TF

T

FF

F
F

¬ F

∧

∨

qT

F

∧

¬

→

Figure 1.7. The evaluation of a logical formula under a given valuation.

p q ¬p ¬q p → ¬q q ∨ ¬p (p → ¬q) → (q ∨ ¬p)

T T F F F T T

T F F T T F F

F T T F T T T

F F T T T T T

Figure 1.8. An example of a truth table for a more complex logical formula.

Finally, column 7 results from applying the truth table of → to columns 5

and 6.

1.4.2 Mathematical induction

Here is a little anecdote about the German mathematician Gauss who, as a

pupil at age 8, did not pay attention in class (can you imagine?), with the

result that his teacher made him sum up all natural numbers from 1 to 100.

The story has it that Gauss came up with the correct answer 5050 within

seconds, which infuriated his teacher. How did Gauss do it? Well, possibly

he knew that

1 + 2 + 3 + 4 + · · · + n =
n · (n + 1)

2
(1.5)
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Semántica Validez vs Consecuencia lógica

Tabla de verdad y evaluación de una expresión

▶ Para la expresión (p =⇒ ¬q) =⇒ (q ∨ ¬p):
p q ¬p ¬q p =⇒ ¬q q ∨ ¬p (p =⇒ ¬q) =⇒ (q ∨ ¬p)
T T F F F T T
T F F T T F F
F T T F T T T
F F T T T T T
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Inducción matemática La anécdota

El castigo de Gauss

▶ ¿Cual es la suma de los números del 1 al 100? El rumor dice que
Gauss respondió 5050 a los pocos segundos de haber sido castigado,
para sorpresa de su profesor

▶ ¿Cómo logró Gauss librarse tan fácilmente del castigo? Quizá sabía
que:

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
(2)

de forma que:

1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ 100 =
100(101)

2
= 5050

Dr. Alejandro Guerra-Hernández (UV) Representación del Conocimiento MIA 2024 33 / 111



Inducción matemática El principio

La inducción matemática

▶ Nos permite probar que todo número natural satisface cierta
propiedad.

▶ Supongamos que tenemos una propiedad M que creemos es verdadera
para todo número natural.

▶ Supongamos ahora que sabemos lo siguiente de M:

1. Caso base: El número natural 1 tiene la propiedad M, es decir, tenemos
una prueba de que M(1).

2. Paso inductivo: Si n es un número natural con la propiedad M(n),
entonces podemos probar que n + 1 tiene la propiedad M(n + 1); es
decir, tenemos una prueba de que M(n) =⇒ M(n + 1).
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Inducción matemática La formalización

Formalmente

▶ El principio de inducción matemática dice que, basados en estas dos
piezas de información, todo número natural n tiene la propiedad M(n).

▶ Al hecho de suponer M(n) en el paso inductivo, se le conoce como
hipótesis de la inducción.
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Inducción matemática La formalización

Ejemplo: El castigo de Gauss

▶ La suma de 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n es igual a n(n + 1)/2 para todo
número natural n.

▶ Denotamos por LIEn a 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n; y por LDEn a
n(n + 1)/2 para todo n ≥ 1.

▶ Caso base: Si n = 1 entonces LIE1 = 1 (solo hay un sumando), que es
igual a LDE1 = 1(1 + 1)/2 = 1.
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Inducción matemática La formalización

Continuación del ejemplo: Paso inductivo

▶ Asumamos que LIEn = LDEn (hipótesis inductiva).
▶ Necesitamos probar que LIEn+1 = LDEn+1, esto es, que

1 + 2 + 3 + 4 · · ·+ n + (n + 1) es igual que (n + 1)(((n + 1) + 1)/2).
▶ De forma que...
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Inducción matemática La formalización

Continuación...

LIEn+1 = 1 + 2 + 3 + 4 + · · ·+ n + (n + 1)
= LIEn + (n + 1) reagrupando la suma
= LDEn + (n + 1) por la hipótesis inductiva

=
n(n + 1)

2
+ (n + 1)

=
n(n + 1)

2
+

2(n + 1)
2

=
(n + 2)(n + 1)

2

=
(n + 1)(n + 2)

2

=
(n + 1)((n + 1) + 1)

2
= LDEn+1
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Inducción matemática La formalización

Final

▶ De forma que, como hemos probado el caso base y el paso inductivo,
podemos inferir matemáticamente que todo número natural n
satisface la propiedad anterior.
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Inducción matemática La formalización

Curso de valores

▶ Existe una variante de inducción matemática en la que la hipótesis
inductiva para probar M(n + 1) no es solo M(n), sino la conjunción
M(1) ∧M(2) ∧ · · · ∧M(n).

▶ En esta variante, llamada curso de valores, no es necesario tener un
caso base explícito, todo puede hacerse en el paso inductivo.
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Inducción matemática La formalización

Altura de un árbol sintáctico

▶ Dada una fbf ϕ, definimos su altura como 1 más la longitud de la
rama más larga del árbol.44 1 Propositional logic

¬

∧

→ →

q ¬ p ∨

r qp

Figure 1.10. A parse tree with height 5.

In computer science, we often deal with finite structures of some kind, data

structures, programs, files etc. Often we need to show that every instance of

such a structure has a certain property. For example, the well-formed for-

mulas of Definition 1.27 have the property that the number of ‘(’ brackets

in a particular formula equals its number of ‘)’ brackets. We can use mathe-

matical induction on the domain of natural numbers to prove this. In order

to succeed, we somehow need to connect well-formed formulas to natural

numbers.

Definition 1.32 Given a well-formed formula φ, we define its height to be

1 plus the length of the longest path of its parse tree.

For example, consider the well-formed formulas in Figures 1.3, 1.4

and 1.10. Their heights are 5, 6 and 5, respectively. In Figure 1.3, the

longest path goes from → to ∧ to ∨ to ¬ to r, a path of length 4, so

the height is 4 + 1 = 5. Note that the height of atoms is 1 + 0 = 1. Since

every well-formed formula has finite height, we can show statements about

all well-formed formulas by mathematical induction on their height. This

trick is most often called structural induction, an important reasoning tech-

nique in computer science. Using the notion of the height of a parse tree,

we realise that structural induction is just a special case of course-of-values

induction.
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Inducción matemática La formalización

Inducción estructural

▶ Observen que la altura de un átomo proposicional es 1 + 0 = 1.
▶ Puesto que toda fbf tiene una altura finita, podemos demostrar

enunciados sobre las fbf haciendo inducción matemática sobre su
altura.

▶ Este truco suele conocerse como inducción estructural, una importante
técnica de razonamiento de Ciencias de la Computación.

▶ Es un caso especial de la inducción por curso de valores.
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Inducción matemática La formalización

Ejemplo

▶ Toda fbf proposicional tiene sus paréntesis balanceados.
▶ Procederemos por inducción por curso de valores sobre la altura del

árbol sintáctico de la fbf ϕ.
▶ Denotemos por M(n) que “todas las fórmulas de altura n tienen el

mismo número de paréntesis que abren y cierran.” Asumimos M(k)
para cada k < n y tratamos de probar M(n). Tomemos una fórmula ϕ
de altura n.
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Inducción matemática La formalización

Continuación

▶ Caso base: Cuando n = 1, ϕ es un átomo proposicional por lo que no
hay paréntesis en la expresión y M(1) se satisface: 0 = 0.

▶ Paso inductivo por curso de valores: Para n > 1 la raíz del árbol
sintáctico de ϕ debe ser ¬, =⇒ ,∨ o ∧. Supongamos que es =⇒ , ϕ
tiene la forma (ϕ1 =⇒ ϕ2). Usando la hipótesis de inducción
asumimos que ϕ1, cuya altura es menor que n, tiene el mismo número
de paréntesis que abren y cierran; lo mismo que ϕ2. Como en
(ϕ1 =⇒ ϕ2) agregamos un paréntesis que abre y uno que cierra, ϕ
está balanceada.

▶ Eventualmente ϕ tendrá la forma del caso base.
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Robustez Demostración

Planteamiento

▶ Las reglas de la deducción natural permiten desarrollar rigurosos hilos
de argumentación a través de los cuales probamos que ψ es el caso,
asumiendo otras proposiciones como ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn.

▶ En ese caso decimos que el consecuente ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ es válido.
▶ ¿Tenemos evidencia de que las reglas de prueba son todas correctas en

el sentido de que preserven la verdad computada con nuestras
semántica basada en tablas de verdad?

▶ Si ese es el caso la lógica proposicional es robusta (sound).
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Robustez Demostración

Consecuencia Lógica

▶ Si, para todas las evaluaciones donde ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn son verdaderas, ψ
también lo es, entonces decimos que:

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ

▶ El símbolo |= se llama relación de consecuencia lógica (logical
entailment).
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Robustez Demostración

Ejemplos I

▶ ¿Es el caso que p ∧ q |= p? Para responder debemos inspeccionar
todas las asignaciones de verdad para p y q. Cuando la asignación de
valores compute T para p ∧ q debemos asegurarnos de que ese
también es el caso para p. Pero p ∧ q solo computa T cuando p y q
son verdaderas, por lo que p es consecuencia lógica de p ∧ q.

▶ ¿Qué hay acerca de p ∨ q |= p? Hay tres asignaciones de verdad donde
p ∨ q es T , de forma que p debería ser T en todas ellas. Sin embargo,
si asignamos T a q y F a p la disyunción computa T pero p es falsa.
De forma que la relación p ∨ q |= p no se sostiene.
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Robustez Demostración

Ejemplos II

▶ ¿Qué sucede si modificamos la inferencia anterior para que sea
¬q, p ∨ q |= p. Observe que esto obliga a focalizar en evaluaciones
donde q es falsa, lo cual obliga a que p sea verdadera si queremos que
la disyunción lo sea. Por tanto, es el caso que ¬q, p ∨ q |= p

▶ Observen que p |= q ∨¬q se da, aún cuando no existen ocurrencias de
q en las premisas.
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Robustez Demostración

Robustez, definición formal

▶ Sean ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn y ψ fórmulas lógicas proposicionales.
▶ Si la inferencia ϕ1, ϕ2, . . . ϕn ⊢ ψ es válida, entonces es el caso que
ϕ1, ϕ2, . . . ϕn |= ψ.
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Robustez Demostración

Prueba

▶ Puesto que ϕ1, ϕ2, . . . ϕn ⊢ ψ es válida, conocemos una prueba de ψ a
partir de las premisas ϕ1, ϕ2, . . . ϕn.

▶ Razonaremos por inducción matemática sobre la longitud de esta
prueba, i.e., su número de líneas.

▶ Demostrar que para todo consecuente ϕ1, ϕ2, . . . ϕn ⊢ ψ (n ≥ 0) que
tiene una prueba de longitud k ≥ 1, es el caso que ϕ1, ϕ2, . . . ϕn |= ψ.

▶ Denotaremos esta propiedad como M(k).
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Robustez Demostración

Ejemplo

▶ La inferencia p ∧ q =⇒ r ⊢ p =⇒ (q =⇒ r) tiene una prueba:
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Robustez Demostración

Prueba

1. p ∧ q =⇒ r premisa

2. p supuesto

3. q supuesto

4. p ∧ q (∧i) 2,3

5. r ( =⇒ e) 1,4

6. q =⇒ r ( =⇒ i) 3-5

7. p =⇒ (q =⇒ r) ( =⇒ i) 2-6
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Robustez Demostración

Continuación...

▶ Si eliminamos las última línea, ya no tenemos una prueba.
▶ Sin embargo, podemos obtener una prueba re-escribiendo el supuesto

de la caja más externa como una premisa:

1. p ∧ q =⇒ r premisa

2. p premisa

3. q supuesto

4. p ∧ q (∧i) 2,3

5. r ( =⇒ e) 1,4

6. q =⇒ r ( =⇒ i) 3-5
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Robustez Demostración

Continuación....

▶ Lo anterior es una prueba de que p ∧ q =⇒ r , p ⊢ q =⇒ r .
▶ La hipótesis inductiva nos dice que entonces

p ∧ q =⇒ r , p |= q =⇒ r .
▶ Pero entonces podemos razonar que

p ∧ q =⇒ r |= p =⇒ (q =⇒ r)
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Robustez Demostración

Prueba por inducción

▶ Asumamos que M(k ′) para cada k ′ < k y tratemos de probar M(k).
▶ Caso base: Pruebas de longitud 1. Si k = 1 entonces la prueba debe

ser de la forma:

1. ϕ premisa
puesto que todas las demas reglas involucran más de una linea.

▶ Este es el caso cuando en el consecuente n = 1 y ϕ1 y ψ son iguales a
ϕ, i.e., ϕ ⊢ ϕ.

▶ Evidentemente si ϕ evalua a T , es el caso que ϕ |= ϕ.

Dr. Alejandro Guerra-Hernández (UV) Representación del Conocimiento MIA 2024 55 / 111



Robustez Demostración

Continuación...

▶ Paso inductivo por curso-de-valores: Asumamos que la prueba
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ tiene una longitud k > 1.

▶ Nuestra prueba tiene la siguiente estructura:

1. ϕ1 premisa
2. ϕ2 premisa

...
n. ϕn premisa

...
k. ψ justificación

▶ ¿Cual fue la justificación de la última línea?

Dr. Alejandro Guerra-Hernández (UV) Representación del Conocimiento MIA 2024 56 / 111



Robustez Demostración

Casos: Introducción de la conjunción

▶ Supongamos que la última regla es (∧i), entonces ψ tiene la forma
ψ1 ∧ ψ2 y la justificación de la línea k hace referencia a dos líneas
precedentes que tienen a ψ1 y ψ2 respectivamente, como conclusiones.

▶ Supongamos que esas líneas son k1 y k2. Dado que k1, k2 < k existen
pruebas de ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ1 y ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ2 con una longitud
menor que k .

▶ Usando la hipótesis inductiva concluimos que ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ1 y
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ2.

▶ Estas dos relaciones implican que ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ1 ∧ ψ2.
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Robustez Demostración

Casos: Eliminación de la disyunción

▶ Supongamos que la última regla es (∨e), entonces η1 ∨ η2 es una
premisa o supuesto en alguna línea k ′ < k , referenciada en la línea k .

▶ Por lo tanto, tenemos una prueba más corta del consecuente
ϕ1, ϕ2, . . . ϕn ⊢ η1 ∨ η2, obtenido al convertir los supuestos de las cajas
que se abren en la linea k ′ en premisas.

▶ De forma similar obtenemos pruebas de los consecuentes
ϕ1, ϕ2, . . . ϕn, η1 ⊢ ψ y ϕ1, ϕ2, . . . ϕn, η2 ⊢ ψ.

▶ Por la hipótesis inductiva ϕ1, ϕ2, . . . ϕn |= η1 ∨ η2,
ϕ1, ϕ2, . . . ϕn, η1 |= ψ y ϕ1, ϕ2, . . . ϕn, η2 |= ψ.

▶ Por lo que ϕ1, ϕ2, . . . ϕn |= ψ.
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Robustez Demostración

Resto de los casos.

▶ La argumentación continua probando que todas las reglas de prueba se
comportan semánticamente en la misma forma que las tablas de
verdad correspondiente.
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Robustez Un uso de la robustez

No existencia de prueba

▶ Digamos que queremos probar que ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ es válida, pero
no lo conseguimos ¿Cómo podemos estar seguros de que no hay una
prueba para ese caso?

▶ Basta con encontrar un modelo en donde ϕi evalua a T mientras que
ψ evalua a F .

▶ Entonces ϕ1, ϕ2, . . . ϕn ̸|= ψ y, usando la robustez, esto significa que
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ no es válido

▶ Y por tanto, no tiene una prueba.
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Completitud Demostración

Planteamiento

▶ En esta sección probaremos que las reglas de la deducción natural de
la lógica proposicional son completas.

▶ Cuando es el caso que ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ, entonces existe una prueba
de deducción natural para el consecuente ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ.

▶ Combinando esto con el resultado anterior obtenemos que
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ es válida, si y sólo si ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ.

▶ Esto nos da libertad sobre qué método usar:
▶ Una búsqueda de prueba al estilo de la programación lógica; o
▶ La construcción de la tabla de verdad.
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Completitud Demostración

Pasos de la demostración

▶ El argumento que construiremos en esta sección se da en tres pasos,
asumiendo que ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ es el caso:

1. Mostraremos que |= ϕ1 =⇒ (ϕ2 =⇒ (. . . (ϕn =⇒ ψ))) es el caso.
2. Mostraremos que ⊢ ϕ1 =⇒ (ϕ2 =⇒ (. . . (ϕn =⇒ ψ))) es válida.
3. Finalmente, mostraremos que ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ es válida.
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Completitud Demostración

Paso 1

▶ Una fórmula de la lógica proposicional ϕ es llamada tautología ssi
evalua T bajo cualquier asignación de verdad, i.e., |= ϕ.

▶ Supongamos que ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ es el caso.
▶ Entonces ϕ1 =⇒ (ϕ2 =⇒ (. . . (ϕn =⇒ ψ))) es una tautología:

Solo puede evaluar F ssi todas las ϕi evalúan a T y ψ evalua a F .
▶ Pero esto contradice el hecho de que ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ; por lo tanto

|= ϕ1 =⇒ (ϕ2 =⇒ (. . . (ϕn =⇒ ψ))).
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Completitud Demostración

Paso 2

▶ Si |= η, entonces ⊢ η es válida. En otras palabras, si η es una
tautología, entonces η es un teorema.

▶ Asumamos que |= η.
▶ Dado que η contiene n distintos átomos proposicionales p1, p2, . . . , pn

sabemos que η es T para todas las 2n líneas de su tabla de verdad.
▶ La clave está en codificar cada línea de la tabla de verdad de η como

un consecuente.
▶ Entonces construimos pruebas para los 2n consecuentes y las

ensamblamos en la prueba de η.
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Completitud Demostración

Proposición

▶ Sea ϕ una fórmula tal que p1, p2, . . . , pn son sus únicos átomos
proposicionales.

▶ Sea l cualquier número de línea en la tabla de verdad de ϕ.
▶ Para todo 1 ≤ i ≤ n, p̂i es pi si la entrada de la línea l de pi es T ; en

cualquier otro caso p̂i es ¬pi .
▶ Entonces tenemos:

1. p̂1, p̂2, . . . , p̂n ⊢ ϕ es demostrable si la entrada para ϕ en la línea l es
verdadera.

2. p̂1, p̂2, . . . , p̂n ⊢ ¬ϕ es demostrable si la entrada para ϕ en la
línea l es falsa.
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Completitud Demostración

Prueba: Átomos proposicionales

▶ Esta prueba se lleva a cabo por inducción estructural sobre la fórmula
ϕ, i.e, una inducción matemática sobre la altura del árbol sintáctico de
ϕ.

▶ Si ϕ es un átomo proposicional p, debemos mostrar que p ⊢ p y que
¬p ⊢ ¬p.

▶ La prueba es trivial: de la premisa se deriva la premisa misma.
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Completitud Demostración

Prueba: Negación

▶ Si ϕ es de la forma ¬ϕ1, tenemos dos casos a considerar:

1. ϕ es verdadera. En ese caso ϕ1 es falsa. Observen que ϕ1 tiene las
mismas proposiciones atómicas que ϕ. Debemos usar la hipótesis de
inducción sobre ϕ1 para concluir que p̂1, p̂2, . . . , p̂n ⊢ ¬ϕ1, pero ¬ϕ1 es
ϕ . . . Hecho ;

2. ϕ es falsa. Entonces ϕ1 es verdadera y tenemos que, por inducción
p̂1, p̂2, . . . , p̂n ⊢ ϕ1. Usando (¬¬i) podemos extender esta prueba en
p̂1, p̂2, . . . , p̂n ⊢ ¬¬ϕ1. Pero ¬¬ϕ1 es ¬ϕ . . . Hecho.
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Completitud Demostración

Los demás casos

▶ ϕ tiene la forma ϕ1 ◦ ϕ2, donde ◦ ∈ { =⇒ ,∧,∨}.
▶ Sean {q1, . . . , ql} los átomos proposicionales de ϕ1 y {r1, . . . , rk} los

de ϕ2.
▶ Entonces {q1, . . . , ql} ∪ {r1, . . . , rk} = {p1, . . . , pn}.
▶ Entonces, cuando q1, . . . , ql ⊢ ψ1 y r1, . . . , rk ⊢ ψ2 son válidos,

también lo es p1, . . . , pn ⊢ ψ1 ∧ ψ2 por (∧i).
▶ Usaremos la hipótesis inductiva para que estas conjunciones nos

permitan saber si ϕ o ¬ϕ son el caso.
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Completitud Demostración

Prueba: Implicación falsa

▶ Sea ϕ de la forma ϕ1 =⇒ ϕ2.
▶ Si ϕ es falsa, entonces sabemos que ϕ1 es verdadera, mientras que ϕ2

es falsa.
▶ Usando nuestra hipótesis inductiva tenemos que q̂1, . . . , q̂l ⊢ ϕ1 y que

r̂1, . . . , r̂k ⊢ ¬ϕ2.
▶ De forma que p̂1, . . . , p̂n ⊢ ϕ1 ∧ ¬ϕ2.
▶ El resto consiste entonces en probar que el consecuente
ϕ1 ∧ ¬ϕ2 ⊢ ¬(ϕ1 =⇒ ϕ2)
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Completitud Demostración

Prueba: implicación verdadera (caso 1)

▶ Si ϕ1 y ϕ2 son falsos.
▶ Por hipótesis inductiva tenemos que: q̂1, . . . , q̂l ⊢ ¬ϕ1 y

r̂1, . . . , r̂k ⊢ ¬ϕ2.
▶ De forma que p̂1, . . . , p̂n ⊢ ¬ϕ1 ∧ ¬ϕ2.
▶ Solo queda probar que el consecuente ¬ϕ1 ∧ ¬ϕ2 ⊢ ϕ1 =⇒ ϕ2 es

válido.

Dr. Alejandro Guerra-Hernández (UV) Representación del Conocimiento MIA 2024 70 / 111



Completitud Demostración

Implicación verdadera (casos 2 y 3)

▶ Si ϕ1 es falso y ϕ2 es verdadero usamos la hipótesis inductiva para
llegar a p̂1, . . . , p̂n ⊢ ¬ϕ1 ∧ ϕ2 y tendríamos que probar que
¬ϕ1 ∧ ϕ2 ⊢ ϕ1 =⇒ ϕ2 es un consecuente válido.

▶ Si ϕ1 y ϕ2 son verdaderos, llegamos a p̂1, . . . , p̂n ⊢ ϕ1 ∧ ϕ2 y solo
resta probar que ϕ1 ∧ ϕ2 ⊢ ϕ1 =⇒ ϕ2.
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Completitud Demostración

Verificando tautologías

▶ Apliquemos la técnica a |= ϕ1 =⇒ (ϕ2 =⇒ (. . . (ϕn =⇒ ψ) . . . )).
▶ Como es una tautología, evalúa T en las 2n líneas de su tabla de

verdad.
▶ Obtendremos entonces 2n pruebas de p̂1, . . . , p̂n ⊢ η.
▶ Hay que ensamblar todas estas pruebas en una sola prueba de η sin

premisas.
▶ Existe una manera de hacerlo uniformemente.
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Completitud Demostración

Ejemplo

▶ Si queremos probar que p ∧ q =⇒ p es una tautología, tendremos
que considerar que las cuatro líneas (22) de su tabla de verdad
deberían ser verdaderas.

▶ Por ello tendríamos cuatro pruebas del tipo p̂1, p̂2 ⊢ η:

p, q ⊢ p ∧ q =⇒ p

¬p, q ⊢ p ∧ q =⇒ p

p,¬q ⊢ p ∧ q =⇒ p

¬p,¬q ⊢ p ∧ q =⇒ p
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Completitud Demostración

Estructura de la prueba (Gracias LEM)

1. p ∨ ¬p (LEM)

2. p supuesto

3. q ∨ ¬q (LEM)

4. q supuesto

5.
...

...

6. p ∧ q =⇒ p

7. ¬q supuesto

8.
...

...

9. p ∧ q =⇒ p

10. p ∧ q =⇒ p (∨e) 3,4-6,7-9

11. ¬p supuesto

12. q ∨ ¬q (LEM)

13. q supuesto

14.
...

...

15. p ∧ q =⇒ p

16. ¬q supuesto

17.
...

...

18. p ∧ q =⇒ p

19. p ∧ q =⇒ p (∨e) 12,13-15,16-18

20. p ∧ q =⇒ p (∨e) 1,2-10,11-19
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Completitud Demostración

Paso 3

▶ Finalmente, necesitamos encontrar una prueba de que
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ⊢ ψ es un consecuente válido.

▶ Tomamos la prueba de que ⊢ ϕ1 =⇒ (ϕ2 =⇒ (. . . (ϕn =⇒ ψ)))
obtenida en el paso 2 y aumentamos la prueba introduciendo
ϕ1, . . . , ϕn como premisas.

▶ Aplicamos ( =⇒ e) n veces sobre cada una de las premisas y
llegaremos a la conclusión que ψ lo cual nos da la prueba buscada.
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Completitud Demostración

Corolario (robustez y completitud)

▶ Sean ϕ1, . . . , ϕn y ψ fórmulas de la lógica proposicional.
▶ ϕ1, . . . ϕn |= ψ es el caso, si y sólo si el consecuente ϕ1, . . . ϕn ⊢ ψ es

válido.
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Formas Normales Ideas

De lo sintáctico a lo semántico

▶ La robustez implica que cualquier cosa que demostremos es un hecho
verdadero.

▶ La completitud implica que todo lo verdadero tiene una prueba en el
sistema de deducción natural.

▶ Esta conexión nos permite usar indistintamente las nociones de prueba
(⊢) y consecuencia lógica (|=).

▶ Ahora bien, la deducción natural es solo una forma de demostración de
muchas posibles.

▶ Exploraremos otras explotando la equivalencia semántica.
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Formas Normales Equivalencia, validez y satisfacción

Equivalencia semántica

▶ Decimos que dos fbf son semánticamente equivalentes si tienen el
mismo “significado”.

▶ Informalmente ese es el caso si las dos fbf tienen la misma tabla de
verdad, pero eso no siempre es el caso. Ej. p ∧ q =⇒ p y r ∨ ¬r .

▶ Def. Dos fbf ϕ y ψ son semánticamente equivalentes ssi ϕ |= ψ y
ψ |= ϕ, lo que solemos escribir ϕ ≡ ψ.

▶ Decimos que ϕ es válida si |= ϕ. Las tautologías son el conjunto de fbf
válidas.

▶ Pudimos definir ϕ ≡ ψ para denotar que |= (ϕ =⇒ ψ) ∧ (ψ =⇒ ϕ).
▶ Dadas la robustez y la completitud, la equivalencia semántica

y de prueba son idénticas.
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Formas Normales Equivalencia, validez y satisfacción

Ejemplos

▶ p =⇒ q ≡ ¬q =⇒ ¬p
▶ p =⇒ q ≡ ¬p ∨ q

▶ p ∧ q =⇒ p ≡ r ∨ ¬r
▶ p ∧ q =⇒ r ≡ p =⇒ (q =⇒ r)
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Formas Normales Equivalencia, validez y satisfacción

Lema

▶ El siguiente lema expresa que cualquier procedimiento de decisión para
tautologías, es también un procedimiento de decisión para la validez
de los argumentos.

▶ Lema. Sean ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn y ψ fbfs de la lógica proposicional, entonces
ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn |= ψ ssi |= ϕ1 =⇒ (ϕ2 =⇒ · · · =⇒ (ϕn =⇒ ψ)).

▶ Prueba: Supongamos que |= ϕ1 =⇒ (ϕ2 =⇒ . . . (ϕn =⇒ ψ)) es el
caso. Si las ϕi son verdaderas bajo una valuación, también lo debe ser
ψ. A la inversa, la demostración es el paso 1 de la prueba de
completitud.

Dr. Alejandro Guerra-Hernández (UV) Representación del Conocimiento MIA 2024 80 / 111



Formas Normales Forma Normal Conjuntiva

CNF

▶ Una literal L es un átomo p o su negación (3). Una fórmula C está en
Formal Normal Conjuntiva (CNF) si es una conjunción de cláusulas
(5), donde cada cláusula es una disyunción de literales (4).

L ::= p | ¬p (3)
D ::= L | L ∨ D (4)
C ::= D | D ∧ C (5)

▶ Ejemplos
▶ (¬q ∨ p ∨ r) ∧ (¬p ∨ r) ∧ q
▶ (p ∨ r) ∧ (¬p ∨ r) ∧ (p ∨ ¬r)
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Formas Normales Forma Normal Conjuntiva

Relevancia de la CNF

▶ Permite verificar validez fácilmente, proceso que de otra forma es
exponencial en el número de átomos de la fbf a verificar.

▶ Lema. Una disyunción de literales L1 ∨ ... ∨ Lm es válida ssi existe un
Li = ¬Lj para 1 ≤ i , j ≤ m.

▶ Ej. p ∨ q ∨ r ∨ ¬q no puede ser falso.
▶ ¿El costo? Convertir una fbf proposicional a su CNF.
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Formas Normales Forma Normal Conjuntiva

Satisfacción

▶ Sea ϕ una fbf proposicional, ϕ es satisfacible ssi ¬ϕ no es válida.
▶ Prueba: Asumimos que ϕ es satisfacible. Por definición, existe una

valuación donde ϕ es verdadera, pero eso implica que ¬ϕ sería falsa
para la misma valuación, por lo que ¬ϕ no pude ser válida; Asumimos
que ¬ϕ no es válida, debe haber una valuación donde ¬ϕ sea falsa, en
cuyo caso ϕ es verdadera y por tanto satisfacible.

▶ Solo necesitamos un procedimiento de decisión para ambos conceptos!
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Formas Normales Algoritmo CNF

Ideas

▶ Comenzaremos por un algoritmo determinista que siempre computa la
misma CNF para una fbf ϕ de entrada.

▶ Características:

1. CNF termina para toda fbf de la lógica proposicional.
2. Para toda fbf de la lógica proposicional, CNF computa una fbf

equivalente en forma normal conjuntiva.
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Formas Normales Algoritmo CNF

Estrategia

▶ Proceder por inducción estructural sobre la fbf ϕ.
▶ Ejemplo: Si ϕ es de la forma ϕ1 ∧ ϕ2 computar la CNF η1 para ϕi ,

i = 1, 2; de forma que η1 ∧ η2 es la CNF equivalente a ϕ.
▶ La inducción estructural garantiza las características deseables del

algoritmo.
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Formas Normales Algoritmo CNF

Preprocesamiento

free_impl. Convierte las implicaciones en disyunciones, usando
ϕ =⇒ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ.

nnf. Convierte las fbf en su equivalente bajo negación en forma
normal (solo los átomos están negados). Se usan las leyes de
Morgan.

cnf. Computa la forma conjuntiva normal de nnf (impl_free(ϕ)).
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Formas Normales Algoritmo CNF

CNF

▶ Se resuelve por casos:

1. Si ϕ es una literal, por definición está en CNF y la salida es ϕ.
2. Si ϕ es de la forma ϕ1 ∧ ϕ2 se llama a CNF recursivamente sobre cada

ϕi para obtener η1 y η2. La CNF es η1 ∧ η2.
3. Si ϕ tiene la forma ϕ1 ∨ ϕ2 se llama a CNF sobre cada ϕi , pero no

regresamos η1 ∨ η2 puesto que esta solo es una forma normal si ηi son
literales.

4. Se debe distribuir la disyunción sobre la conjunción, garantizando que
la disyunciones generadas sean de literales. Una función distr(η1, η2)
haría ese trabajo.
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Formas Normales Algoritmo CNF

CNF

1: function CNF(ϕ) ▷ ϕ es una fbf sin implicación en NNF
2: switch ϕ do
3: case literal(ϕ)
4: return ϕ
5: case ϕ1 ∧ ϕ2
6: return CNF (ϕ1) ∧ CNF (ϕ2)

7: case ϕ1 ∨ ϕ2
8: return DISTR(CNF (ϕ1),CNF (ϕ2))

9: end function
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Formas Normales Algoritmo CNF

DISTR

1: function DISTR(η1, η2) ▷ η1 y η2 están en CNF
2: if η1 = η11 ∧ η12 then
3: return DISTR(η11, η2) ∧ DISTR(η12, η2)
4: else if η2 = η21 ∧ η22 then
5: return DISTR(η1, η21) ∧ DISTR(η1, η22)
6: else ▷ No hay conjunciones
7: return η1 ∨ η2
8: end if
9: end function
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Formas Normales Algoritmo CNF

NNF

1: function NNF(ϕ) ▷ ϕ es libre de implicaciones
2: switch ϕ do
3: case literal(ϕ)
4: return ϕ
5: case ¬¬ϕ1
6: return ϕ1

7: case ϕ1 ∧ ϕ2
8: return NNF (ϕ1) ∧ NNF (ϕ2)

9: case ϕ1 ∨ ϕ2
10: return NNF (ϕ1) ∨ NNF (ϕ2)

11: case ¬(ϕ1 ∧ ϕ2)
12: return NNF (¬ϕ1) ∨ NNF (¬ϕ2)

13: case ¬(ϕ1 ∨ ϕ2)
14: return NNF (¬ϕ1) ∧ NNF (¬ϕ2)

15: end function
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Formas Normales Algoritmo CNF

Ejemplo

▶ ϕ = (¬p ∧ q =⇒ p ∧ (r =⇒ q))
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Formas Normales Algoritmo CNF

IMPL_FREE

1.5 Normal forms 63

equivalent CNF by calling CNF (NNF (IMPL FREE (φ))). In the exercises, you

are asked to show that

! all four algorithms terminate on input meeting their preconditions,! the result of CNF (NNF (IMPL FREE (φ))) is in CNF and! that result is semantically equivalent to φ.

We will return to the important issue of formally proving the correctness of

programs in Chapter 4.

Let us now illustrate the programs coded above on some concrete exam-

ples. We begin by computing CNF (NNF (IMPL FREE (¬p ∧ q → p ∧ (r → q)))).

We show almost all details of this computation and you should compare this

with how you would expect the code above to behave. First, we compute

IMPL FREE (φ):

IMPL FREE (φ) = ¬IMPL FREE (¬p ∧ q) ∨ IMPL FREE (p ∧ (r → q))

= ¬((IMPL FREE¬p) ∧ (IMPL FREE q)) ∨ IMPL FREE (p ∧ (r → q))

= ¬((¬p) ∧ IMPL FREE q) ∨ IMPL FREE (p ∧ (r → q))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ IMPL FREE (p ∧ (r → q))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ ((IMPL FREE p) ∧ IMPL FREE (r → q))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ (p ∧ IMPL FREE (r → q))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ (p ∧ (¬(IMPL FREE r) ∨ (IMPL FREE q)))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ (p ∧ (¬r ∨ (IMPL FREE q)))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ (p ∧ (¬r ∨ q)).

Second, we compute NNF (IMPL FREE φ):

NNF (IMPL FREE φ) = NNF (¬(¬p ∧ q)) ∨ NNF (p ∧ (¬r ∨ q))

= NNF (¬(¬p) ∨ ¬q) ∨ NNF (p ∧ (¬r ∨ q))

= (NNF (¬¬p)) ∨ (NNF (¬q)) ∨ NNF (p ∧ (¬r ∨ q))

= (p ∨ (NNF (¬q))) ∨ NNF (p ∧ (¬r ∨ q))

= (p ∨ ¬q) ∨ NNF (p ∧ (¬r ∨ q))

= (p ∨ ¬q) ∨ ((NNF p) ∧ (NNF (¬r ∨ q)))

= (p ∨ ¬q) ∨ (p ∧ (NNF (¬r ∨ q)))

= (p ∨ ¬q) ∨ (p ∧ ((NNF (¬r)) ∨ (NNF q)))

= (p ∨ ¬q) ∨ (p ∧ (¬r ∨ (NNF q)))

= (p ∨ ¬q) ∨ (p ∧ (¬r ∨ q)).
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Formas Normales Algoritmo CNF

NNF

1.5 Normal forms 63

equivalent CNF by calling CNF (NNF (IMPL FREE (φ))). In the exercises, you

are asked to show that

! all four algorithms terminate on input meeting their preconditions,! the result of CNF (NNF (IMPL FREE (φ))) is in CNF and! that result is semantically equivalent to φ.

We will return to the important issue of formally proving the correctness of

programs in Chapter 4.

Let us now illustrate the programs coded above on some concrete exam-

ples. We begin by computing CNF (NNF (IMPL FREE (¬p ∧ q → p ∧ (r → q)))).

We show almost all details of this computation and you should compare this

with how you would expect the code above to behave. First, we compute

IMPL FREE (φ):

IMPL FREE (φ) = ¬IMPL FREE (¬p ∧ q) ∨ IMPL FREE (p ∧ (r → q))

= ¬((IMPL FREE¬p) ∧ (IMPL FREE q)) ∨ IMPL FREE (p ∧ (r → q))

= ¬((¬p) ∧ IMPL FREE q) ∨ IMPL FREE (p ∧ (r → q))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ IMPL FREE (p ∧ (r → q))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ ((IMPL FREE p) ∧ IMPL FREE (r → q))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ (p ∧ IMPL FREE (r → q))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ (p ∧ (¬(IMPL FREE r) ∨ (IMPL FREE q)))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ (p ∧ (¬r ∨ (IMPL FREE q)))

= ¬(¬p ∧ q) ∨ (p ∧ (¬r ∨ q)).

Second, we compute NNF (IMPL FREE φ):

NNF (IMPL FREE φ) = NNF (¬(¬p ∧ q)) ∨ NNF (p ∧ (¬r ∨ q))

= NNF (¬(¬p) ∨ ¬q) ∨ NNF (p ∧ (¬r ∨ q))

= (NNF (¬¬p)) ∨ (NNF (¬q)) ∨ NNF (p ∧ (¬r ∨ q))

= (p ∨ (NNF (¬q))) ∨ NNF (p ∧ (¬r ∨ q))

= (p ∨ ¬q) ∨ NNF (p ∧ (¬r ∨ q))

= (p ∨ ¬q) ∨ ((NNF p) ∧ (NNF (¬r ∨ q)))

= (p ∨ ¬q) ∨ (p ∧ (NNF (¬r ∨ q)))

= (p ∨ ¬q) ∨ (p ∧ ((NNF (¬r)) ∨ (NNF q)))

= (p ∨ ¬q) ∨ (p ∧ (¬r ∨ (NNF q)))

= (p ∨ ¬q) ∨ (p ∧ (¬r ∨ q)).
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Formas Normales Algoritmo CNF

Corrida en Prolog

1 ?- impl_free(~p ^ q => p ^ (r => q), IMPLFREE).
2 IMPLFREE = (~ (~p^q)v p^(~r v q))
3
4 ?- impl_free(~p ^ q => p ^ (r => q), IMPLFREE), nnf(IMPLFREE,NNF).
5 IMPLFREE = (~ (~p^q)v p^(~r v q)),
6 NNF = ((p v ~q)v p^(~r v q))
7
8 ?- cnf(~p ^ q => p ^ (r => q), CNF).
9 CNF = ((p v ~q)v p)^((p v ~q)v~r v q)

10
11 ?- cnf(r => (s => (t ^ s => r)), CNF).
12 CNF = (~r v ~s v (~t v ~s)v r)
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Formas Normales Algoritmo CNF

SAT (Davis, Logemann y Loveland [1])

1: function DPLL(f ,θ) ▷ f es una fbf en CNF, θ es una asignación de verdad
2: θ1 ← θ ∪ unit-propagation(f , θ)
3: if is-satisfied(f , θ1) then
4: return θ1
5: else if is-conflicting(f , θ1) then
6: return ⊥
7: else
8: x ← choose-free-variable(f , θ1)
9: θ2 ← DPLL(f , θ1 ∪ {x 7→ true})

10: if θ2 ̸= ⊥ then
11: return θ2
12: else
13: return DPLL(f , θ1 ∪ {x 7→ false})
14: end if
15: end if
16: end function
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Formas Normales Algoritmo CNF

Propiedades

▶ Las entradas al algoritmo son:

f una fbf en CNF, y θ; donde Vars es el conjunto de variables que
ocurren en f . Y

θ una función de asignación de verdad, normalmente vacía, t.q.,
θ : Vars 7→ {true, false}.

▶ El algoritmo regresa ⊥ si la fbf f no puede satisfacerse (fallo).
▶ En cualquier otro caso, θ satisface f al terminar.
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Formas Normales Algoritmo CNF

Propagación unitaria

▶ Consiste en extender θ induciendo ligaduras que satisfacen f .
▶ Ejemplo: Sea f = (¬x ∨ z) ∧ (u ∨ ¬v ∨ w) ∧ (¬w ∨ y ∨ ¬z).

Vars = {u, v ,w , x , y , z}. Sea θ = {x 7→ true, y 7→ false}:
1. Al considerar (¬x ∨ z) necesariamente debe ser el caso que z 7→ true.
2. Para (¬w ∨ y ∨ ¬z) se sigue que w 7→ false.
3. Para (u ∨ ¬v ∨ w) no aporta información porque hay dos variables sin

asignación, u y v .

La función propagación unitaria debe regresar {w 7→ false, z 7→ true}
para extender θ en θ1.
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Formas Normales Algoritmo CNF

Literales observadas

▶ Solo podemos derivar información de una cláusula si ésta no contiene
dos incógnitas.

▶ Vigilar cada cláusula monitoreando dos de sus incógnitas para
implementar la propagación unitaria.

▶ Ejemplo Para (u ∨ ¬v ∨ w), u y v son monitores adecuados. Para
(¬w ∨ y ∨ ¬z), w y z lo son. Para (¬x ∨ z) necesariamente x y z son
sus monitores. Estos son todos los monitores necesarios.

▶ Cuando θ es extendida con x 7→ true, no hay otro monitor para
(¬x ∨ z), la propagación unitaria infiere que z 7→ true debe ser el caso.

▶ Esta asignación es detectada por los monitores de la cláusula
(¬w ∨ y ∨ ¬z), por lo que sus nuevos monitores serán w e y .
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Formas Normales Algoritmo CNF

Terminación

▶ is_satisfied(f , θ) regresa true si para toda cláusula de f al menos una
literal se satisface.

▶ En cambio, un conflicto se da si f no se puede satisfacer, i.e., una de
las disyunciones de la CNF no se satisface. En ese caso, is_satisfied/2
regresa ⊥.
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Formas Normales Algoritmo CNF

Búsqueda y casos recursivos

▶ Cuando no podemos establecer si f se satisface o no, una variable de
α ∈ Vars es seleccionada para etiquetarla.

▶ Se hace una llamada recursiva sobre f y θ1 extendida, primero con
α 7→ true y luego con α 7→ false.

▶ La terminación se garantiza porque Vars se reduce estrictamente en
cada llamada.

Dr. Alejandro Guerra-Hernández (UV) Representación del Conocimiento MIA 2024 100 / 111



Formas Normales Algoritmo CNF

Implementación en Prolog I

1 % Test:
2 % Clauses = [[false-X, true-Y],[false-X, false-Z]], sat(Clauses,[X,Y,Z]).
3
4 sat(Clauses, Vars) :-
5 problem_setup(Clauses), elim_var(Vars).
6
7 elim_var([]).
8 elim_var([Var | Vars]) :-
9 elim_var(Vars), assign(Var).

10
11 assign(true).
12 assign(false).
13
14 problem_setup([]).
15 problem_setup([Clause | Clauses]) :-
16 clause_setup(Clause),
17 problem_setup(Clauses).
18
19 clause_setup([Pol-Var | Pairs]) :-
20 set_watch(Pairs, Var, Pol).
21
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Formas Normales Algoritmo CNF

Implementación en Prolog II

22 set_watch([], Var, Pol) :-
23 Var = Pol.
24 set_watch([Pol2-Var2 | Pairs], Var1, Pol1) :-
25 when((nonvar(Var1); nonvar(Var2)),watch(Var1, Pol1, Var2, Pol2,

Pairs)).↪→
26
27 watch(Var1, Pol1, Var2, Pol2, Pairs) :-
28 nonvar(Var1) ->
29 update_watch(Var1, Pol1, Var2, Pol2, Pairs);
30 update_watch(Var2, Pol2, Var1, Pol1, Pairs).
31
32 update_watch(Var1, Pol1, Var2, Pol2, Pairs) :-
33 Var1 == Pol1 -> true; set_watch(Pairs, Var2, Pol2).
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Formas Normales Algoritmo CNF

Ideas principales

▶ Se basa en el artículo de Howe y King [2], explotando tres aspectos de
Prolog para ello:

1. El uso de variables lógicas.
2. La reconsideración.
3. La suspensión y continuación de metas.
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Formas Normales Algoritmo CNF

Representación

▶ f , la fbf en CNF, será representada como una lista de listas.
▶ Ejemplo (¬x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬z) se representará como [[false-X,

true-Y], [false-X, false-Z]].
▶ Cada lista interna representa una cláusula y la lista completa es la

conjunción de estas.
▶ Las literales se representan como pares Pol-Var, donde Var es una

variable lógica y Pol es true o false para indicar si la literal es
positiva o negativa.
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Formas Normales Algoritmo CNF

Literales observadas

▶ sat/2 se basa en lanzar una meta watch/5 para cada cláusula que
observa dos de sus literales.

▶ Como la polaridad de las literales se conoce, esto se reduce a bloquear
la ejecución de la meta hasta que una de las dos incógnitas observadas
sea instanciada, vía when/2.

▶ Si la variable instanciada tiene el mismo valor que su polaridad, no hay
que hacer nada más, y regresa true, en cualquier otro caso habrá que
explorar el resto de las variables vía set_watch/3.
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Formas Normales Algoritmo CNF

Propagación unitaria I

▶ El primer caso de set_watch se da cuando no hay más variables para
observar: Si la variable restante no está instanciada, ocurre la
propagación unitaria, asignando a la variable un valor que satisface la
cláusula donde ocurre.

▶ Si la polaridad de la variable es true, se le asigna true, en caso
contrario se le asigna false.

▶ Una sola unificación es suficiente para contender con ambos casos. Si
Var y Pol no puede unificar, entonces f no se puede satisfacer.

▶ Una vez que problem_setup lanzo procesos para cada una de las
cláusulas en f , elim_var liga las variables en Vars con un
valor de verdad vía assign.
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Formas Normales Algoritmo CNF

Propagación unitaria II

▶ El control de la ejecución regresa a watch en cuanto una de las
literales observadas es instanciada.
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Formas Normales Algoritmo CNF

Búsqueda

▶ Prolog permite deshacer ligaduras conflictivas por medio de la
reconsideración. Si Var = Pol falla, se puede hacer backtracking a
otra llamada a elim_var , i.e., otra asignación de valores de verdad es
intentada.

▶ Evidentemente, eso hace posible también que sat encuentre varias
soluciones vía reconsideración (cinco para el ejemplo).
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Formas Normales Algoritmo CNF

Corrida

▶ Probar que ¬x ∨ (y ∧ ¬z) es satisfacible.
▶ En CNF: (¬x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬z).
1 ?- Clauses = [[false-X, true-Y],[false-X, false-Z]], sat(Clauses,[X,Y,Z]).
2 Clauses = [[false-false, true-true], [false-false, false-true]],
3 X = false,
4 Y = Z, Z = true ;
5 Clauses = [[false-false, true-false], [false-false, false-true]],
6 X = Y, Y = false,
7 Z = true ;
8 Clauses = [[false-true, true-true], [false-true, false-false]],
9 X = Y, Y = true,

10 Z = false ;
11 Clauses = [[false-false, true-true], [false-false, false-false]],
12 X = Z, Z = false,
13 Y = true ;
14 Clauses = [[false-false, true-false], [false-false, false-false]],
15 X = Y, Y = Z, Z = false.
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Aplicaciones

▶ Marques-Silva [4] lista:
▶ Verificación de equivalencia combinatoria en el diseño de circuitos

electrónicos.
▶ Generación automática de patrones de prueba para circuitos

electrónicos.
▶ Verificación de modelos con lógicas temporales (BMC, bounded model

checking).
▶ Planeación sobre un sistema de transición entre estados definidos con

variables booleanas. La idea tras BMC.
▶ Inferencia de haplotipos en bioinformática.

▶ Scheduling y, en general, satisfacción de restricciones.
▶ Aprendizaje automático, ver este tutorial.
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