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Dimension finita

Cada transformacion lineal T4 : C" — C™ esta dada por
Ta(x) = Ax,

donde A es la matriz de T en la base canénica de C".

ayy a2 ... Qin X4 ai X1 + aeXe + -+ -+ a@inXn

dp1 & ... @aop Xo ao1Xq + 8o2Xo + - -+ + 82nXp
Ax=| | . . = .

am @an2 ... amn Xn ami X1 + a@neXo + - -+ + @mnXn

T4 es continua



Operadores acotados
Sean (X, | I|x),(Y,] ||y) dos espacios normados. Una
transformacion lineal 7 : X — Y se llama acotada si existe
C > 0tal que

I T(x)|ly< Clx]x, Vx € X.
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Operadores acotados
Sean (X, | I|x),(Y,] ||y) dos espacios normados. Una
transformacion lineal 7 : X — Y se llama acotada si existe
C > 0tal que

I T(x)|ly< Clx]x, Vx € X.

IT(x) = TW)lly< Cllx = ylix, vx,y € X.

—

. 1: X = X es acotada.
. SeaxgelablyT: Cla b] — Cdadapor T(f) = f(xp)-

N

Un operador lineal es acotado si y solo si
. Es continuo.
. Es continuo en el punto 0.
. Es continuo en algun punto.
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Dimension finita

Cada transformacién lineal T, : V — W esta dada por
Ta(x) = Ax,

donde A es la matrizde T en bases dadasde Vy W
respectivamente.

a1 a2 ... Qain X1 ay Xy + aeXe + -+ ainXn

a4 @&o2 ... @&op Xo o1 X1 + @ooXo + -+ - + AopnXp
Ax = | . : : = .

am damp2 ... amn Xn ami X1 + a@n2Xe + - - - + @mnXn

T, es acotada.



Si Dim V < oo entonces T es acotado

2, Y si Dim W < o0?



Conway

It is unfortunate for the world we live in that all of the operators
arise naturally are not bounded. But that is indeed the case.
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En algunos libros: Operador que no esta definido en todo el
espacio se llama no acotado.

En otros:

Un operador es acotado si es acotado en su dominio.

En el contexto de espacios de Hilbert H.:

Un operador acotado siempre se puede extender a #H de tal
forma que dicha extension sea acotada:

Se extiende continuamente a D(T) y se hace cero en D(T)*
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Ejemplos de operadores no acotados

1. Sean Xy Y espacios normados con bases (normalizadas)
{@n}er Yy {bg}ser respectivamente. Tomemos conjuntos
numerables de dichas bases {an}nen Y {bn}nen

T(an) = nbp.

2. 'P =polinomios como subespacio de C[0, 1] con la norma

[ loo
T(P)=P

IT(XMloe = n.
3. CO LIl = lflloo + 11l

(%)
1+n

C14+n




Dominios de operadores no acotados

Un operador puede estar definido solamente en un subespacio
de un espacio normado. Las propiedades del operador
dependen del dominio. Por ejemplo: P,=Polinomios de grado
menor o igual que n visto como subespacio de C|0, 1]

P P

es acotado. Pero si se extiende a todos los polinomios ya no lo
es.
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cuidado con los dominios
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Suma y composicidén de operadores no acotados:
cuidado con los dominios

D(S+T)=D(S)ND(T)

D(ST) =? D(ST) = T '(D(S))



Cosas que pasan

(Mi+T)Ts=T1T3+ T2T3

T1 T2+ T1 T3 C T1(T2—|— T3)



V=C[0,1],Ts =

Cosas que pasan

(Mi+T)Ts=T1T3+ T2T3

T1 T2+ T1 T3 C T1(T2—|— T3)

T2:_£7T3:£

9
ox’ ox



El operador de multiplicacion en ¢?

T: 0 ¢?

(a1,a2,...,an,...)— (a1,2as,...,nap,...).



El operador de multiplicacion en ¢?

T: 0 ¢?

(a1,a2,...,an,...)— (a1,2as,...,nap,...).

D(T) = {(an) : (nan) € (3}



El operador de multiplicacion en ¢?

T: 0 ¢?

(a1,a2,...,an,...)— (a1,2as,...,nap,...).

D(T) = {(an) : (nan) € (3}

y es un operador de multiplicacion por (1,2,3,4,....n,...).

a—= (an) — Ma . D(Ma) — £2



El operador de multiplicacion en ¢?

T: 0 ¢?

(a1,a2,...,an,...)— (a1,2as,...,nap,...).

D(T) = {(an) : (nan) € (3}

y es un operador de multiplicacion por (1,2,3,4,....n,...).

a—= (an) — Ma . D(Ma) — £2

Sucesion b = (by)

(31,32,...,3,7,...)'—)(a1b1,32b2,...,anbn,...).



El operador de multiplicacion en ¢?

T: 0 ¢?

(a1,a2,...,an,...)— (a1,2as,...,nap,...).

D(T) = {(an) : (nan) € (3}

y es un operador de multiplicacion por (1,2,3,4,....n,...).

a—= (an) — Ma . D(Ma) — £2

Sucesion b = (by)

(31,32,...,3,7,...)'—)(a1b1,32b2,...,anbn,...).

D(Mp) = {(an) : (anbn) € £2}.



El operador de multiplicacion en ¢?

T: 0 ¢?

(a1,a2,...,an,...)— (a1,2as,...,nap,...).

D(T) = {(an) : (nan) € (3}

y es un operador de multiplicacion por (1,2,3,4,....n,...).

a—= (an) — Ma . D(Ma) — 1€2

Sucesion b = (by)

(31,32,...,8,7,...)'—)(a1b1,32b2,...,anbn,... .

D(Mp) = {(an) : (anbn) € £2}.

¢, Qué se puede decir sobre D(M,)?



Operadores cerrados T : X — Y
Un operador T es cerrado si su gréafica es cerradaen X x Y.

G(T)={(x,T(x)): xe D(T)}

Equivalentemente T es cerrado si su dominio Dom(T) es
cerrado con respecto a la norma

IxIZ = lIxIZ + [ T ()12

Dom(T)

2
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Equivalencias: Kreysig, Cap. 10

Teorema
SeaT :D(T) C H— H conH un espacio de Hilbert. Entonces

1. T es cerrado si y solamente si
Xp— xconxn € D(T)y T(xp) =y

implican que x € D(T) y y = T(x).
2. Si T es cerrado y D(T) es cerrado entonces T es acotado.

3. Sea T acotado. Entonces T es cerrado si y solamente si
D(T) es cerrado.



Operadores cerrables, cerradura de operadores

Sea S: D(S) € H — H. El operador T se llama extension de S
si D(S) C D(T)y Tlpsy = S. Se denota

ScT

Un operador T se llama cerrable si tiene una extension lineal
cerrada. Si existe una extensién lineal cerrada minimal, ésta se
llama la Cerradura de T y se denota por T.

Ejemplo: Sea T : Cyy C ¢2 — ¢? dado por

T(an) = (nan).
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Operadores cerrables, cerradura de operadores

Sea S: D(S) € H — H. El operador T se llama extensién de S
si D(S) C D(T)y Tlpsy = S. Se denota

ScT

Un operador T se llama cerrable si tiene una extension lineal
cerrada. Si existe una extensién lineal cerrada minimal, ésta se
llama la Cerradura de T y se denota por T.

Ejemplo: Sea T : Cyy C ¢2 — ¢? dado por

T(an) = (nan).

1. ¢Es T cerrado?
2. Sino es cerrado ¢tiene alguna extensién cerrada?
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¢,Guando un conjunto G de H x K es la grafica de un
operador T de H en K?
1. Como la gréafica de un operador es espacio vectorial
entonces G debe de ser un espacio vectorial.
2. Si(0,k) e G(T) —» k=0.
Teorema

Si G cumple los dos puntos anteriores entonces G es la grafica
de un operador.

Dem: Sea
{h e H : existe k € K con (h,k) € G.

Si (h, k1) y (h, ko) pertenecen a
G — (0,ki — ko) € G— ki = kp. Esto es, paracada he D
existe un unico k € K tal que (h, k) € G. Definimos

A:H — K,Ah =k

G = G(A).
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Teorema
Un operador T es cerrable si y solamente si G(T) es la gréfica
de un operador.

Dem:Si G(T) es la gréafica de un operador A entonces A es
cerrado y es extensién de T por lo que T es cerrable.

Si T es cerrable entonces tiene una extension cerrada A. Si
(0,k) € G(T) entonces (0,k) € G(A) - k=0— G(T)esla
grafica de un operador.

Si T es cerrable, el operador que tiene como gréafica G(T) es la
cerradurade T.
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El operador de Multiplicaciéon
Sea Q un dominio en R" y a una funcién medible. Definimos

M, : Dom(My) — L3(Q)

f— af

Dom(M,) = {f € L3(Q) : af € L3(Q)}

Dom(M,) = { fe LZ(Q)}

1+ all

Dom(M,) = L3(Q)
Sea h | Dom(M,), entonces para toda f € L2(Q)

f h
o= (i) - ()
1+all 1+ all
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Propiedades del operador de multiplicacién

1. Si a es acotada entonces M, es acotado y || M| = ||a]|co-
2. Si aes acotado M} = Mx.

El operador de multiplicacién en L2(—oo, o) : My
D(My) = {f € L2(—o0,0) : xf(x) € L?(—o0,00)}.

f— xf(x)
Propiedades:
o D(My) # L2(~o00,0).

e D(My) es denso en L?(—oo, o).
o T es simétrico: (Mx(f),g9) = (f, Mx(9)),f,g € D(My).



El operador de multiplicacién no es acotado

1 n<x<n+1,
fa(x) =
0 enotro caso.

n+1

| T ()1 :/ t2dt > n?
n



Teorema de Hellinger-Toeplitz
T es autoadjunto si
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Teorema
Si un operador lineal T esta definido en todo H y cumple la
ecuacion anterior entonces T es acotado.
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Teorema de Hellinger-Toeplitz
T es autoadjunto si

(T(x),y)=(x,T(y)) paratodo x,y € H

Teorema
Si un operador lineal T esta definido en todo H y cumple la
ecuacion anterior entonces T es acotado.

Demostracién: Supongamos que T no es acotado y que
cumple la ecuacion anterior. Entonces existe una sucesion (yy)
enHcon|y,=1y

IT(Yn)ll = o0

Defina el funcional

fo(x) = (T(x), ¥n) = (X, T(¥n))
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()] < lIXIIIT(vn)l

entonces f, es acotado para todo n.
Si fijamos x:

()l = [(T(X), yn)
ITCAlyall = T

Entonces la sucesion (f,(x)) es acotada.

PAU: Si T, es una sucesion de operadores lineales acotados
Th : X — Y de un espacio de Banach X en un espacio
normado Y con (|| T,(x)||) acotada para todo x entonces (|| T5||)
es acotada.

IN
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h(x) = (T(0. )

(X, T(yn))

o
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fo(x) = (T(X), ¥n) = (x, T(¥n))
Entonces

|Ifa]] < K para alguna constante K.
(Ol < [Ifalll[x]] < K[ x]]

(T ()| < [l T(lyn)ll < KlIx]

IT(yn)l® < KIIT(yn)l



fo(x) = (T(X), ¥n) = (x, T(¥n))
Entonces

|Ifa]] < K para alguna constante K.
(Ol < [Ifalll[x]] < K[ x]]
(T () < fall T(lyn) | < K1Ix]]

IT(yn)l® < KIIT(yn)l

K= Tyl
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Propiedades:
o D(My) # L?(—00,00).
o D(My) es denso en L?(—oc, c0).



Teorema
Teorema de Hellinger Toeplitz: Si un operador lineal T esta
definido en todo H y es autoadjunto entonces T es acotado.

El operador de multiplicacién en L2(—oc, o) : My
D(My) = {f € L?(—o00,00) : xf(x) € L?(—00,0)}.

f — xf(x)

Propiedades:
o D(My) # L?(—00,00).
o D(My) es denso en L?(—oc, c0).
o T es simétrico: (Mx(f), g) = (f, Mx(9)),f,g € D(My).



