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Lagrangianos y Hamiltonianos

Consideremos el Lagrangiano para un sistema descrito por las
coordenadas g;, L(qi, §i).

a o, o,

_d(oLy, oL,
= dt\og )9t a9

_ d /oL
~ gt \ag?) -

Definimos el momento candénico

L
P:—adia

y entonces

d d
“pigi—L)=-"-H=0.
dt(pq ) p”
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Lagrangianos y Hamiltonianos

Consideremos las variaciones del Hamiltoniano

: . 0L
OH = pidgi+0pigi — 5—0qi —
dq;
. 0L
= 0piqi — 87(715%
OH OH

Asi, llegamos a las ecuaciones de Hamilton

oH oH

94;

8[3,‘ =4qi, aq’ = —Ppi-

L
0 dq;



Lagrangianos y Hamiltonianos

Consideremos las variaciones del Hamiltoniano

oL oL
H = pidq iqi — 5 0qi —
0 pidg; + opiq 8qidq 94,
. oL
= 0piqi — aiqidql
oH oOH
= Biq;éqi + 87;),-5[)" )

Asi, llegamos a las ecuaciones de Hamilton

OH . OH _
3Piiq” oqi

—Ppi-

También, definimos los Paréntesis de Poisson

0A0B 0AOB
{A,Blpp =

dq; dp;  Op;i 0q;

dq;
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Entonces, si una funcién F depende de q; y p;,

aF _ OF LOF . OF
da ot oql T op
OF
- F.H
8t+{7 }PP>

» Si F no depende explicitamente de t,

dF

& _(FH
™ {F,H}pp ,

» Si ademds {F,H}pp =0, F es una constante de movimiento.
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Lagrangianos y Hamiltonianos
En mecénica cuéntica, el cambio en el tiempo de un operador Fes
dt  ih

Entonces, el paso del mundo cldsico al cudntico puede visualizarse
mediante el reemplazo

{F.H}pp — — <[F A)),

o, en general
1 A~ A
{A¢ B}PP - %([A¢ B]>



Densidades Lagrangianas y Hamiltonianas
Consideremos (nuevamente) el Hamiltoniano

H = Z + Kq1+1 ),

cuyo Lagrangiano asociado es

2
L:Zﬂ_lK(q.H_q_y
—~2m 2 ‘Y /7

J



Densidades Lagrangianas y Hamiltonianas
Consideremos (nuevamente) el Hamiltoniano

H= Z + Kq,+1 ),

cuyo Lagrangiano asociado es
2
Pj

L 2
L:Z%—EK(QJH—%‘) ;

J

En el limite continuo,

Z%}/dx
J



Densidades Lagrangianas y Hamiltonianas
Consideremos (nuevamente) el Hamiltoniano

H= Z + Kq,+1 ),

cuyo Lagrangiano asociado es
2
_ Pj L 2
L= Z% — 5 K(g+1 - 9)",

J

En el limite continuo,

Z%}/dx
J
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Densidades Lagrangianas y Hamiltonianas
En 3 dimensiones espaciales,

H:/d3x7-L, L:/d3x£.

En general, H y L seran funciones de ¢, qS y ¢'.
Definimos el momento conjugado

oL oL
5o 9

Asi, _
H=mp—L.

Recordemos que las ecuaciones de movimiento (en el

espacio-tiempo) son
oL oL
— =0, | ==—= ) =0.
a9 (3(3u¢)>
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Densidades Lagrangianas y Hamiltonianas
» Resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange nos dara todos los
modos de oscilacién del sistema
» Nos dara los vectores de onda posibles

» Esto, en forma general, nos permitird escribir

» Los modos normales son “cuantizables” de ahi que podemos
tener fonones, fotones etc....
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Ecuacién de Schrodinger

Recordemos que, clasicamente, la energia cinética de una particula
es

Para realizar la primera cuantizacién, cambiamos las variables E y
p por los operadores

A 0
E—E=ih— p=—ih
— Iat, P—p A

Al hacer actuar estos operadores sobre una funcién de onda
¢(x, t), llegamos a la ecuacién de Schrodinger libre

2062

2
8t 2mv X
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Ecuacién de Schrodinger
Las soluciones son de la forma

B(x, t) = Ne /(Wt=kx) = pgipx

Notemos que
Po = hko , E¢ =hwo,

Decimos que una onda entrate tiene momentum y energia
positivos.
Ademas, la interpretacidn probabilistica de la funcién de onda nos
permite tener una ecuacién de continuidad

dp

donde "
p=16P.  §=—5-(¢'Vo— V).



Ecuacidon de Klein-Gordon

Si queremos extender esas ideas para el caso de una particula
relativista, partimos de

E = \/p?c? + m?c*,



Ecuacidon de Klein-Gordon

Si queremos extender esas ideas para el caso de una particula
relativista, partimos de

E = \/p?c? + m?c*,

y asi obtenemos

ihgt = (-n*V2 + m’ch) Py,



Ecuacidon de Klein-Gordon

Si queremos extender esas ideas para el caso de una particula
relativista, partimos de

E = \/p?c? + m?c*,

y asi obtenemos

ihgt = (—h2PV2 + m2ch)2¢

Dos grandes problemas:



Ecuacidon de Klein-Gordon

Si queremos extender esas ideas para el caso de una particula
relativista, partimos de

E = \/p?c? + m?c*,

y asi obtenemos

inl — (—R2?V2 + mPch)2¢
ot
Dos grandes problemas:

» No parece covariante



Ecuacidon de Klein-Gordon

Si queremos extender esas ideas para el caso de una particula
relativista, partimos de

E = \/p?c? + m?c*,

y asi obtenemos

0
ih— = (=h2c?V? + m?cM)Y?¢ |
ot
Dos grandes problemas:
> No parece covariante

» ;qué significa la raiz cuadrada de un operador diferencial?
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Ecuacién de Klein-Gordon
Consideremos la forma al cuadrado de la relacién de dispresidn,

E? = p2c® + m?c*,

En unidades naturales, la ecuacién resultante es

0%
e (~V2+m?)s,
o bien,
(D> +m*)p=0.

Las soluciones también pueden escribirse como ondas planas,

¢ = NePx |

pero esta vez, la energia puede tomar valores positivos y negativos,

E=+p%2+ m?,
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La ecuacién de continuidad para la densidad de probabilidad se
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donde
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Ecuacidon de Klein-Gordon

La ecuacién de continuidad para la densidad de probabilidad se
escribe covariantemente como

donde

= —ilo*Ve — 6V, pzi[ 08 _ 0¢ 4 .

ot ot
Esto es equivalente a
JH=1i(¢"0"¢ —[0"9"]9) .
Insertando la forma de una onda plana entrante,
j°=p=2NPE,

que no es positivo definido!!!
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Antiparticulas

Feynman y Stuckelberg encontraron una forma de reinterpretar las
soluciones de energia negativa: Estas son particulas retrocediendo
en el tiempo.
Consideremos las ecuaciones de movimiento clasicas para una
particula cargada en un campo electromagnético

d?x* dx”

X _ gpr
Mgz — v g

Observamos que:
» Cambiar el signo del tiempo propio 7 es equivalente a cambiar
el signo de la carga ¢
» Entonces, una particula retrocediendo en el tiempo se ve igual
que una antiparticula (de carga opuesta) avanzando en el
tiempo
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Antiparticulas

Esto es evidente si consideramos la corriente electromagnética
asociada a una particula descrita por una onda entrate,

S = (+q)* = 2IN]?p" = 2|N[*(E,p) ,

Una particula de energia negativa con carga negativa tiene

Jéj'm = (+q)2’N‘2(_E7 p) )

Como no queremos tratar con energias negativas, cambiamos el
signo global,

Sy = —(+@)2|N*(E, —p) = (—q)2|N[*(E, —p) -

La solucién de onda plana para la EKG es

¢ = Aefi(Etfp-x) + Bei(Ef*P'x) .
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Lagrangianos

» La fisica tedrica se basa en escribir modelos para describir el
comportamiento de diferentes sistemas en el Universo.

» Un buen punto de partida es escribir el Lagrangiano apropiado.

> Se debe elegir el modelo més simple que contenga las ideas
fisicas relevantes al sistema y la simetria correcta para el
problema

» Resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange nos otorga los
modos normales del sistema, soluciones tipo onda, que pueden
considerarse particulas a partir de la relacion de dispersion
apropiada.

Veamos algunos ejemplos:
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» El Lagrangiano es
1
L= E(au¢)2 )

> Las ecuaciones de Euler-Lagrange

arL _, oL
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=0l = 0,0 =0.
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Campo escalar masivo

> El Lagrangiano es

_E 2_1 2,2

» Las ecuaciones de Euler-Lagrange

oL oL

= —_ Ak 2 2 _
50 56.9) o = (2+mdp=0.

2,2
_m¢a

» Relacién de dispersién

E?=p>+m?.
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» Fuente externa,

1 1 )
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Interacciones

» Fuente externa,

1 1 .
L= 5(6;@)2 - §m2¢2 +Jo,

» Autointeracciones

_1 2 1 2,2 )\4

» Interacciones con otros campos

L= 30ur) — 5mPGh + 5(0,00)° — 303 — g(63 + 37
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» Sean ¢1 y ¢ dos campos escalares. Definimos

Y= \2[@51 +iga] , (0 i$2] .

s

= — 1 —
V2

» Un Lagrangiano con autointeracciones en este caso es
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electromagnéticas.



Campo escalar complejo

» Sean ¢1 y ¢ dos campos escalares. Definimos

W= \2[@ viga], = %[asl _igd].

» Un Lagrangiano con autointeracciones en este caso es

L= 0"YTo — m*yly — g(yi)?

» Esta teoria es un predmbulo para describir las interacciones
electromagnéticas.
» Una generalizacién es la teoria f1¢,

L = "Youp — m*ply
1 1
+ 5(0u0) = 510" — gvlve.



