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» La TCC explica por qué todos los electrones son idénticos

» Explica por qué sistemas de particulas idénticas se distinguen
en bosones y fermiones

» Las interacciones en la TCC se describen mediante productos
de operadores que crean y aniquilan particulas
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Cada particula y cada onda en el Universo es simplemente una
excitacion de un campo cudntico que esta definido sobre todo el
espacio y el tiempo

» Un campo toma las coordenadas de un punto en el espacio y
el tiempo para describir la amplitud de algo en dicho punto
(accién a distancia)

> En la Fisica de Particulas, el espacio y el tiempo se toman
como el espacio-tiempo de la teoria de la relatividad especial
= Campos escalares, vectoriales, espinoriales, tensoriales.
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En mecdnica, para saber cémo se mueve una particula de masa m
entre los puntos Ay B, usamos las leyes de Newton

F=mx,

» Clasicamente, integramos entre t = 0 y t = 7 para conocer la
trayectoria de la particula

» En Mecéanica Cudntica no seguimos trayectorias

Pero, si consideramos la energia cinética y potencial promedio,

7ol /OT %m[)'((t)]zdt, V= i/OT VIx(£)dt ,

T

podemos preguntarnos cémo cambian T y V si cambiamos la
trayectoria.
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1
Flf] = /0 f(x)dx ,

Entonces, si f(x) = x2,

1 1
F[f]:/ x%dx = =.
0 3

La derivada de un funcional

OF . FIF() + e8(x — X)) — FIFG)]

0f(x) =0 €

1= [Pty = o = PGP o0).

(x)



Minima accién
Entonces, para T y V tenemos*

SV V(1)
ox(t) T

S T[] B

dx(t)



Minima accién
Entonces, para T y V tenemos*

SVIx]  V[x(1)] STl mx

ox(t) 1 dx(t) T’

y de las Leyes de Newton

§V[x]  o0T[x]
Sx(t) — ox(t)




Minima accién
Entonces, para T y V tenemos*

SVIx]  V[x(1)] 5TIx]  mx

ox(t) 1 dx(t) T’

y de las Leyes de Newton

§V[x]  o0T[x]
Sx(t) — ox(t)

o bien




Minima accién
Entonces, para T y V tenemos*

SVIx]  V[x(1)] 5TIx]  mx

ox(t) 1 dx(t) T’

y de las Leyes de Newton

§V[x]  o0T[x]
Sx(t) — ox(t)

o bien

La diferencia entre la energia cinética promedio y la energia
potencial promedio es estacionaria alrededor de la trayectoria
cldsica.
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Definimos el Lagrangiano

L=T-V.

La integral sobre el tiempo de esta cantidad es la accién

5:/0 Ldt:/o (T — V)dt = 7(T[x] - V[x]),

Principio de minima accién de Hamilton

oS

ox(t)

Ecuaciones de Euler-Lagrange

oL d oL
ox(t)  dtox(t)
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Minima accién
Densidad Lagrangiana

L:/dx£:>S:/dtdx£.

Si L depende de una funcién del espacio-tiempo ¢(x) y su
derivada 0,,¢(x), entonces

5= [ d*xc(6.0,0).
Las ecuaciones de Euler-Lagrange en este caso se escriben como
oS oL P oL 0
ox(t)  0¢ P\oBu0))

Uno puede, por ejemplo, obtener la ecuacién de Klein-Gordon*
como la ecuaciéon de Euler-Lagrange para el Lagrangiano

1 1
L=3 (8,0)° — §m2gb2.
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Primera y Segunda cuantizacién

» Electrones, neutrones, etc. obedecen ecuaciones de onda
(Schrodinger)

» Primera cuantizacidn: Las particulas se comportan como
ondas

» Fotones, fonones, etc. se comportan como particulas

» Segunda cuantizacidén: Las ondas se comportan como
particulas

» Visién unificadora: Campos cudnticos.
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Consideremos una masa en un resorte de constante K.

2
E-T+v=F 1k
2m 2

El problema mecéanico-cudntico se traduce a resolver*
( 9% 1

oo Tk >¢:E¢.

Las soluciones son

_ 1 mw e€/2 _\/7 Y

Las energias correspondientes son
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Oscilador armdnico

Este problema también puede resolverse con un enfoque
algebraico. Tenemos que

a2
'y P 1 202
= — 4+ —mwx,
2m+2

2 (5 ) (5 )
- —mw° | X——p X+ —p
2 mw mw
El problema es que X y p no conmutan. De hecho
1 ol 0 N(s. I . PPl L, w,
5 mw <x mwp> <X+ mwp> =om + S MW X + 7[x,p] ,
Esto puede remediarse si definimos los operadores (no Hermitianos)
5 — mw <4 ]
N 2h mwp ’
5 mw 2 i
N 2h mo’)
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Estos operadores satisfacen®

[4,8=1
y permiten reescribir
h
o _ ~ At
X 2m<,u(a +4),

o>
Il

R
iy ';"”(ﬁ— aty .

Entonces, podemos reescribir

. 1
H:m(§T§+2> .
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Esta factorizacién sugiere que si el operador (compuesto) 574 tiene
un eigenestado |n) con eigenvalor n, entonces H tiene también por
eigenestado |n) con eigenvalor®

1
E, = hw — .
<n+2>

Se llama 7 = 474 el operador de niimero,

Entonces

N 1 A 1
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Los operadores 4f y 4 se llaman operadores de creacién vy
aniquilacién:

any =+/nn—1), &' n) =vVn+1|n+1).

El estado base del oscilador arménico |0) se define como el estado
en el que

El resto de los estados excitados se pueden construir a partir de |0)
aplicando repetidas veces &',
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Consideremos N osciladores arménicos simples desacoplados. El
Hamiltoniano del sistema completo es
N
A=S A, A= Do
k=1

1
2mk + = 5 mkkak

Definamos ahora el operador 52, que crea un cuanto de energia en
el k-ésimo oscilador,

éunl,ng,...,nk,...>o<|n1,n2,...,nk+1,...>,

Correspondientemente, definimos 4x, que aniquila un cuanto de
energia en el k-ésimo oscilador,

§k]n1,n2,...,nk,...>oc|n1,n2,...,nk—1,...>,

Los operadores obedecen

&k, ‘§CI] [ak7 Aj]] =0, [a, é\:r;] = Okg-
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El Hamiltoniano del sistema se puede escribir como

N
~ 1
A=>" hu <§Tkék+2> .

k=1

Definimos el estado base (vacio) |0,0,...) = |0) como aquel
estado en el que
ax|0) = 0.

Un estado general en la representacién de niimero de ocupacidn,
|n1, no, ..., ny) se construye como

1 N .
In, no, ..., ny) = m(a{)fﬂ(ag)@ -..(85)™]0).

O, en notacién compacta,

{ni}) = HW )™10).




Osciladores arménicos acoplados

Consideremos una cadena de N dtomos, cada uno de masa my
conectados por resortes tales que en equilibrio, la separacién es a.

LN O N @U@ SN @ R A @ SIS



Osciladores arménicos acoplados

Consideremos una cadena de N dtomos, cada uno de masa my
conectados por resortes tales que en equilibrio, la separacién es a.

Las masas estan en las posiciones R; = ja pero pueden desplazarse
una cantidad x;. El momentum de la j-ésima masa es p; y el
Hamiltoniano correspondiente

A= Z + KXJ+1_XJ)
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Osciladores arménicos acoplados

Se puede demostrar* que dicho Hamiltoniano puede reexpresarse
de la forma
N 1
A= hw(alae+=),
L

es decir, un sistema de osciladores desacoplados.

Estos modos se llaman fonones. Cada uno se comporta como
un oscilador arménico, aunque cada fonén se comporta como
particula.



Osciladores armédnicos y particulas idénticas

Para describir sistemas de particulas idénticas, necesitamos

» Cambiar la manera de etiquetar los estados



Osciladores armédnicos y particulas idénticas

Para describir sistemas de particulas idénticas, necesitamos

» Cambiar la manera de etiquetar los estados

» Deshacernos de las funciones de onda



Osciladores armédnicos y particulas idénticas

Para describir sistemas de particulas idénticas, necesitamos

» Cambiar la manera de etiquetar los estados
» Deshacernos de las funciones de onda

> Respetar que en el Universo hay BOSONES y FERMIONES
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» Llamamos a los posibles estados de momentum de la particula
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» La energia de una particula en el estado p,, es Ep,,.
» Para dos particulas (bosénicas),
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Particulas en la caja

» Notemos que podemos escribir la energia total como

E=> np,Ep,
m

» Definimos los estados de N particulas enlistando cudntas de
ellas estan en cada uno de los estados de momentum

|niny...)

» Entonces,

Alniny...) = Z”mepm |niny...)
m

Decimos que el estado con momentum pp, tiene np,, particulas,
cada una de las cuales contribuye con una energia E,_, de forma
que el modo pp, contribue con una energia np, E, . a la energia
total del sistema.
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Particulas en la caja

» A partir del vacio |0), podemos construir [nin; . ..) de la forma

... Hm y[0),

» Esto quiere decir que é;gm crea una particula con un estado de

momentum especifico p,.

» Si, por ejemplo, queremos crear una particula en el estado con
momentum p; y otra en el estado p», o hacerlo en orden
inverso, tenemos que

3,485,010 oc [11)

P1 P2
45,40, 10) o |11)
= al ol = A3l &f

P17 p2 P27 p1
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» X\ = +£1, dependiendo si el estado es simétrico bajo el
intercambio de dos particulas (bosénico) o antisimétrico
(fermidnico)

» Para bosones, esto significa

aplaL2 = aL2 ;l;l = [ j.] = 0

» Tenemos también que

[§17 éi] =0

» Definimos
(a1, 4] = oy
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» Esto implica que

AL]_ AIJz’O> = é\pz p]_|0> ’]'Pl 1P2>

» No importa el orden en que se coloquen las particulas

» Finalmente, la accién de los operadores es

§:f|n1...n,-...> = Vni+1ln...nj+1..)
§;|n1...n,-...> = ﬁ|n1...n;—l...>
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> Para fermiones, A = —1, lo que implica que

» En particular, si i = j,

elel =0,

i
Principio de Exclusién de Pauli

» Tenemos también
{é, ¢} =0.

» Definimos
{&,e} =gy
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Particulas en la caja

» Notemos que
eleflo) = ~¢leflo)

» Importa el orden en que se coloquen las particulas

» La accién de los operadores de creacién y aniquilacién

(_A‘;f|n1...n, (-1)5VI—niny...nj+1..)
6,-|n1...n,-...> = (—1):‘\/F;|n1...n;—1...)

(_1)2; — (_1)(n1+n2+...+n,>1)‘

<
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» En el Iimite continuo, el momentum se vuelve una variable
continua.

v

Las §; se transforman en 6C)(p)

v

En particular, para bosones

[4p, 811 = 6®)(p — q),

v

y el Hamiltoniano

A= /d3p Epdh3p-

v

Para fermiones,

{&, 81 =0%(p—q)
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» Los operadores é;ﬁ y dp crean y destruyen particulas en estados

de momentum definidos.

» Haciendo combinaciones lieales de dichos operadores (sumas
de Fourier), podemos definir operadores de campo que
crean y destruyen particulas en puntos especificos del
espacio-tiempo.

» Si imaginamos un espacio de volumen V/,

» El operador

~

1 af ,—ip-x
0= 5 g
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» El operador

aniquila una particula en la posicién x
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Segunda cuantizacién: Los operadores

» En mecénica cudntica, un operador puede describirse de forma
general de muchas maneras, p. €j.,

Z|a (a|A18)(8] = ZAama

» En la TCC, necesitamos un espacio necesitamos un espacio
(de Fock) que contenga estados de muchas particulas.

» Entonces, en este espacio de Fock

A=Y Aupalas
af

» Este operador representa la suma sobre todos los procesos
donde usamos 43 para remover una particula en el estado |3),
multiplicarla por el elemento de matriz correspondiente y

usamos é:& para poner dicha particula en el estado final |«).
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Segunda cuantizacién: Los operadores

Para procesos donde dos particulas interactdan,

A=" Auprodlahaas.
afBvyd

Los operadores de dos particulas se escriben como

V=2 / Py (D (y)V (x, )b (y) ().



