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Introducción

La sincronización es una profunda tendencia hacia el orden, es el fenómeno más domi-
nante en la naturaleza por su enorme rango de ejemplos, que se extiende desde los átomos
a los animales, de las personas a los planetas.

Con frecuencia estudiada como la manifestación de una fuerza universal al parecer
complementaria a la entropía.

La sincronización se presenta en ejemplos fascinantes. Los cardúmenes, las parvadas,
las audiencias aplaudiendo, algunos ciclos hormonales, todos son ejemplos del mismo
fenómeno. En algunos casos la sincronización es perniciosa, es el caso de la epilepsia en la
cual millones de células cerebrales descargan al mismo tiempo un pulso patológico, cau-
sando las convulsiones rítmicas asociadas con ésta enfermedad. Incluso objetos inanimados
pueden sincronizarse. La coherencia asombrosa de un rayo láser proviene de trillones de
átomos emitiendo fotones en la misma fase y frecuencia. Nuestro planeta y su satélite en
el transcurso de los milenios, los efectos de la incesante marea han impedido el libre giro
rotacional de la luna en su órbita, de manera que ahora gira sobre su eje exactamente a la
misma tasa que circunda la tierra, por lo que siempre vemos el conejo en la luna y no su
lado oscuro. Ya sea a nivel atómico o planetario los ejemplos de sincronización abundan a
todas las escalas. De forma somera, estos fenómenos pueden parecer no relacionados. Des-
pués de todo, las fuerzas que sincronizan un láser no tienen nada que ver con las células
del cerebro. Pero en un nivel más profundo, hay una conexión, que trasciende los detalles
de cualquier mecanismo en particular. Esa relación es matemática. Todos los ejemplos son
variaciones sobre el mismo tema: la aparición espontánea de orden. Mediante el estudio de
modelos simples de luciérnagas y otros ejemplos de auto-organización de sistemas com-
plejos, los científicos están empezando a descubrir los secretos de este tipo de orden en el
universo.

¿Cuáles son los requerimientos mínimos para sincronizarse? Acaso ¿ser inteligente?
podría ser ¿tener sistema nervioso central? si quiera ¿estar vivo? La naturaleza nos muestra
que se necesita muy poco para tender a este tipo de orden, pues existen ejemplos en todos

1



2

los niveles físicos. Pese a que la sincronización parece la voluntad colectiva de un equipo de
individuos o elementos, frecuentemente emerge de un comportamiento claramente egoísta
entre los individuos pues cada uno de ellos busca lo mejor para sí, en el caso de las parvadas
el comportamiento individual obedece a principios básicos de sobrevivencia, cada indivi-
duo quiere escapar de su depredador y sin embargo el resultado es el movimiento coherente
de la parvada. En otros casos, la sincronización entre objetos inanimados como relojes de
péndulo o metrónomos es producto de la comunicación mecánica.

Los esfuerzos de investigación dedicados a este fenómeno son una síntesis de un vasto
cuerpo de conocimientos creado por científicos de distintas disciplinas. La ciencia nece-
saria para entender la sincronización tiene base en el trabajo de algunas de las mentes más
brillantes del siglo XX, los físicos Albert Einstein [12], Richard Feynman [17], [18], Bri-
an Josephson [34], y Yoshiki Kuramoto [37], [39], los matemáticos Norbert Wiener [70]
y Paul Erdos [14], el psicólogo social Stanley Milgram [45], el químico Boris Belousov,
el teórico del caos de Edward Lorenz [43], y los biólogos Charles Czeisler [9] y Arthur
Winfree [73].

El psicólogo Carl Gustav Jung [35] planteó el principio de sincronicidad en el senti-
do especial de una coincidencia temporal de dos o más sucesos relacionados entre sí de
una manera no causal. Las sincronías no surgen de la acumulación estadística de hechos
corrientes, son “conexiones acausales” que tienen lugar por medio del significado que re-
visten al sujeto que las experimenta. Jung demostró que el significado inherente es lo que
realmente diferencia una sincronicidad de una mera coincidencia, pues la esencia de una
sincronicidad es que un patrón determinado tiene un significado o valor para la persona que
lo experimenta.

Jung explicó la existencia de las sincronicidades gracias al trabajo del físico vienés
Wolfang Pauli [51], “el principio de exclusión”, que aportó a la física el descubrimiento
de un patrón abstracto que se oculta debajo de la superficie de la materia atómica y que
determina su comportamiento de una manera acausal. Es decir, todo lo que sucede en el
universo es causado, de hecho, por todo lo demás.

El objetivo general de esta tesis es disertar detenida y metódicamente sobre algunos
fenómenos de sincronización desde el marco que proveen los modelos matemáticos, prin-
cipalmente las ecuaciones diferenciales. Esta tesis presenta los resultados de una investi-
gación que aborda la sincronización como la emergencia espontánea de orden en un sistema
dinámico.
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La parte uno aborda el estudio de la sincronización a través de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias. El capítulo uno presenta el fenómeno de la sincronización de la
bioluminiscencia de las luciérnagas. El modelo propuesto es un sistema de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias no lineales, que utiliza un oscilador de Van der Pol para recuperar la
periodicidad con la que emiten destellos. Se presentan condiciones sobre los valores en los
parámetros biológicos y se da una interpretación de los resultados. En el capítulo dos se
modela la actividad metabólica de un acocil (especie de langostino), que cambia de ritmos
ultradianos a un ritmo circadiano durante su ciclo de vida. El modelo propuesto introduce
un parámetro que da peso al acoplamiento entre osciladores, es decir, que simula la calidad
de la comunicación entre ritmos. El capítulo tres presenta la sincronización desde la pers-
pectiva de la teoría de control de un fenómeno mecánico. Se modela un experimento donde
un par de metrónomos terminan moviéndose en fase. En particular se aborda el problema
de tiempo libre, esto es, se busca el control tal que la sincronización de los metrónomos
suceda en el menor tiempo posible.

La parte dos está dedica al estudio de la sincronización en fenómenos modelados por
ecuaciones diferenciales parciales. El capítulo cuatro presenta un modelo que utiliza la
ecuación de difusión acoplada a un autómata celular para simular dos escalas espaciales
del mismo fenómeno. Se toma por ejemplo, el desarrollo de un embrión de pez cebra (es-
cala “grande” ) bajo las condiciones que le impone la difusión de oxígeno (escala “pe-
queña ” ). El objetivo de este modelo es presentar un ejemplo donde la difusión de algún
agente determina la sincronización del conjunto de entes individuales. El capítulo cinco
se dedica al estudio de medios excitables, haciendo un repaso por los modelos pioneros
de Hodgkin-Huxley y FitzHugh-Nagumo para proponer un modelo capaz de reproducir la
sincronización de un cúmulo de bacterias mediante un tipo particular de solución (onda via-
jera) en una ecuación diferencial parcial de onda no lineal, para ello se prueba la existencia
de una órbita heteroclínica.



Parte I

Sincronización y Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias
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Capítulo 1

Sincronización y Luciérnagas

1.1. Introducción
En este capítulo se presenta un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no-lineal

que modela el comportamiento sincronizado de bioluminiscencia de un conjunto de luciér-
nagas puestas en dos arreglos espaciales. El objetivo del modelo es recuperar cualitati-
vamente la sincronización y mostrar que es persistente. Se muestra que el esfuerzo que
cada luciérnaga hace por brillar cambia con respecto al número de machos competidores
y de la distancia que hay entre ellos. Se interpretan las condiciones sobre los parámetros
biológicos.

En el sudeste asiático, en lugares como Tailandia, Malasia o Borneo, se pueden ver
enjambres de luciérnagas, sobre los mangles a orilla de los ríos que iluminan perfectamente
al mismo tiempo [41].

Estas luciérnagas (“fireflies” en inglés, lo que significa “mosca de fuego”) deberían ser
llamados más precisamente “escarabajos relampagueantes” (en inglés, “lightningbugs”)
porque no son ni moscas (Diptera), ni chinches (Hemiptera), pertenecen al orden de los
Coleópteros. Las luciérnagas adultas, Photinus sp., ver Figura 1.1, son largas y estrechas,
alrededor de 1/2 pulgada de largo con una cabeza negra, una sección de color rojizo detrás
de la cabeza, con marcado (protórax) y alas flexibles de color marrón oscuro con bordes
amarillos. Su característica más notable es la parte inferior del abdomen con el último
número de segmentos de color amarillo-verdoso, formando una “cola luminosa” capaz de
producir destellos de luz. La luciérnaga pasa el invierno en la fase larvaria en cámaras
formadas en el suelo. En la primavera pupan y emergen a principios de verano. Después del
apareamiento las hembras ponen huevos esféricos solos o en grupos en el suelo húmedo.
Las larvas eclosionan de los huevos en aproximadamente 4 semanas y se desarrollan a
través de varias etapas (estadios) antes de convertirse en pupas. El ciclo de vida de la
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Figura 1.1: Foto de una Luiérnaga. Luciérnaga, Photinus sp. (Coleóptera: Lampyridae).

mayoría de las especies es de dos años.
La sincronización de poblaciones de luciérnagas ha sido estudiada desde 1970 en artícu-

los como [6], [7], [29], [41], [57]. La investigación más reciente en esta dirección bus-
ca aproximarse desde diversos enfoques, por ejemplo, Goel y Ermentrout en [28] estu-
dian la sincronización de osciladores acoplados débilmente (combinaciones lineales de os-
ciladores). Tyrrell et. al. en [68] utilizan ecuaciones diferenciales ordinarias con retraso.
Bojić en [4], [67] y sus referencias la estudian como una red.

Evidentemente las luciérnagas se sincronizan, basta ver un árbol lleno de ellas y una
noche oscura para notar como emerge un patrón aparentemente ordenado de flashes de-
bido a la acción colectiva de muchos individuos [55]. Se cree que los destellos sirven como
señales de comunicación para el apareamiento. Este fenómeno es la consecuencia de que
los machos se sincronizan con sus vecinos compitiendo en pequeños grupos por las hem-
bras en un nivel muy localizado [41], la razón aparente que los impulsa a sincronizarse
es que las hembras sólo pueden ver al macho que brilla, desde luego que el macho está
interesado en ser visto, al menos no estar apagado cuando algún otro está brillando, pues
sus posibilidades de aparearse se reducen, de manera que modifica su ritmo y su luminosi-
dad en vista de los competidores [58]; dicho de otra forma, a ninguno le conviene estar
apagado cuando algún otro está encendido, por lo tanto se sincronizan [41]. Aquí vamos a
considerar que dichos grupos pequeños son apenas de cuatro individuos, pues es el menor
número para el cual se tienen diferencias dignas de análisis entre los arreglos espaciales
que se pueden formar.

Siguiendo el consejo de Einstein “Se debe hacer todo tan sencillo como sea posible,
pero no más sencillo”. Pensemos que sólo consideramos dos luciérnagas, entonces sólo
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se puede construir un arreglo espacial donde éstas son colineales. Para tres luciérnagas
formando un triángulo equilátero no hay diferencia entre este arreglo y un arreglo lineal
pues las tres estarán a la misma distancia.

El modelo aquí propuesto no distingue geometría entre los conjuntos de individuos,
tan sólo distancias entre luciérnagas. Aun así un conjunto de cuatro luciérnagas asegura
tener por lo menos dos arreglos espaciales con diferencias susceptibles de análisis. Con-
siderando cuatro luciérnagas, se pueden construir dos arreglos espaciales, uno lineal y uno
cuadrado. Ver Figura 1.2. Si bien la modelación sólo permitirá tomar en cuenta la distancia,
la geometría servirá para simular el número de luciérnagas que cada una puede ver. En el
arreglo lineal se propone que las luciérnagas de las orillas sólo ven una luciérnaga mientras
que las del centro ven a las dos que están a sus lados. En el arreglo cuadrado se supondrá
que todas se pueden ver, es decir, que cada una ve a las otras tres. Se harán dos experimen-
tos en esta disposición espacial, uno donde las luciérnagas forman un cuadrado de lado 1 y
otro donde la diagonal mide 1, de manera que el lado mide 1/

√
2.

El objetivo es mostrar que el esfuerzo que cada luciérnaga hace por brillar aumenta
con el número de machos competidores y la distancia que hay entre ellos. Strogatz en [58]
mostró una ecuación, la cual simulaba la actividad lumínica de una luciérnaga, capaz de
modificar su ritmo para sincronizarse con un estímulo exterior, pero en este modelo, se va
más allá, dilucidando cómo cambia el ritmo natural de la luciérnaga en vista de sus com-
petidores, ésta es una aportación del modelo que aquí se presenta. Además se mostrará que
tal sincronización es persistente, es decir, si alguna luciérnaga hiciera caso omiso del ritmo
natural de sus competidores entonces los individuos restantes entran en sincronización. Es-
to ya fue observado por Ermentrout [15] quien escribe: “... el marcapasos (refiereindose a
la luciérnaga) es extraordinariamente robusto, con una variación en los intervalos de inter-
flash de menos de 3 %... ”, al referirse a la forma en que una sola luciérnaga se sincroniza
con más de un forzamiento luminoso. El modelo que aquí se presenta recupera este com-
portamiento en términos de la influencia de sus competidores, lo cual es una aportación a
la investigación en esta área.

1.2. Descripción del Modelo
Se sabe que la luminosidad (nivel de iluminación) es inversamente proporcional al

cuadrado de la distancia que separa la superficie iluminada de la fuente. Es decir, la lu-
minosidad producida sobre una superficie por una fuente de luz puntual es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia entre la superficie y la fuente. Se denomina fuente
puntual a aquella que emite la misma intensidad luminosa en todas las direcciones con-
sideradas, por eso, cada luciérnaga se considera una fuente puntual. Las unidades en el
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Figura 1.2: Modelo gráfico de las luciérnagas. El dibujo representa un árbol lleno de luciér-
nagas, las cuales se agrupan en pequeños conjuntos para competir por las hembras. En el
arreglo lineal y cuadrado (a la derecha) se indica la forma en que se numeran las luciérnagas
y un ejemplo de la distancia que las separa.

sistema internacional son el lux que es equivalente a un lumen por metro cuadrado. In-
tuitivamente, es fácil imaginar que mientras se esté más cerca de la fuente la intensidad
lumínica será mayor y viceversa. La luminosidad de cada luciérnaga será representada por
xi, con i = 1, . . . , 4. La influencia luminosa que recibe, la luciérnaga i, de sus vecinas está
medida por la ley del recíproco cuadrado y será representada por los coeficientes arl con
1 ≤ r, l ≤ 4. Donde los subíndices de cada coeficiente deben interpretarse como la influen-
cia de la luciérnaga l sobre la luciérnaga r, medidos por la ley del recíproco cuadrado antes
mencionada.

El modelo que proponemos supone que la luminosidad de cada luciérnaga tiene por
sí mismo un ritmo natural de encendido y apagado, pero que dicho ritmo se ajusta en
función de la luminosidad de los competidores y de la distancia a ellos. Éste ritmo será
modelado mediante un oscilador tipo Van der Pol y la influencia de los competidores estará
determinada por la distancia entre ellos. El oscilador de Van der Pol modela adecuadamente
sistemas que presentan oscilaciones periódicas, por ejemplo circuitos eléctricos en los que
se tiene un elemento no lineal, el latido del corazón, etc. [71]. Por tanto el modelo que
proponemos para la luminosidad de un conjunto de luciérnagas, se puede escribir como el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden
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ẍ1 = f1(x1, ẋ1) + a12x2 + a13x3 + a14x4

ẍ2 = f2(x2, ẋ2) + a21x1 + a23x3 + a24x4

ẍ3 = f3(x3, ẋ3) + a31x1 + a32x2 + a34x4

ẍ4 = f4(x4, ẋ4) + a41x1 + a42x2 + a43x3

(1.2.1)

Donde xi(·) : [0,∞) → R, dos veces diferenciable; es decir, xi ∈ C2. La actividad
de cada luciérnaga está modelada por la siguiente función fi(·, ·) : R × R → R, con
fi(xi, ẋi) = µ(1 − x2

i )ẋi − aiixi. El parámetro aii es en términos de lo antes dicho, la
influencia que la luciérnaga i experimenta debido a la luminosidad de la competidora i; esto
puede ser interpretado como el esfuerzo que la luciérnaga se exige a sí misma para ajustar
su ritmo y sincronizarse con el resto. El objetivo ahora será mostrar que este parámetro aii,
el cual vamos a renombrar desde este momento como k, cambia en vista del número de
competidores y de la distancia a los mismos.

1.3. Condiciones sobre los Valores Propios
Los parámetros de f son µ y aii = k para i = 1, . . . , 4 diferente en cada arreglo. En

cuanto a µ es un parámetro intrínseco al oscilador de Van der pol, el cual tomaremos como
µ = 1. Los coeficientes arl dependen de la posición espacial de las luciérnagas.

Supóngase que tenemos un arreglo lineal de luciérnagas donde cada una sólo puede ver
o bien una (si es la luciérnaga numerada con el 1 o 4, las de las orillas del arreglo), o dos
competidores (si es alguna del centro del arreglo numerada con el 2 o 3). Ver Figura 1.2.
Se tiene entonces que aij es igual a

a12 = 1, a13 = 0, a14 = 0, a21 = 1, a23 = 1, a24 = 0,

a31 = 0, a32 = 1, a34 = 1, a41 = 0, a42 = 0, a43 = 1.

Haciendo un cambio de variables x1 = y1, ẏ1 = y2, . . . etc., se puede escribir (1.2.1)
con los coeficientes aij , definidos arriba, como el siguiente sistema de orden uno. En lo
sucesivo aii = k, una constante
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ẏ =



y2

−ky1 + y3 + µ(1− y2
1)y2

y4

y1 − ky3 + y5 + µ(1− y2
3)y4

y6

y3 − ky5 + y7 + µ(1− y2
5)y6

y8

y5 − ky7 + µ(1− y2
7)y8


. (1.3.1)

Este sistema tiene un punto de equilibrio 0 ∈ R8. La linealización del sistema (1.3.1)
alrededor del punto de equilibrio 0 ∈ R8 en términos de los parámetros k, µ está denotada
por M1

M1 =



0 1 0 0 0 0 0 0

−k µ 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 −k µ 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 −k µ 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 −k µ


.

Los valores propios de M1 son 1
2
(µ ±

√
±2±

√
5− 4k + µ2). En vista de que mode-

lamos un fenómeno periódico se necesitan valores propios complejos y por lo tanto

k > máx

{
1

4
(µ2 ± 2± 2

√
5)

}
=

1

4
(µ2 + 2 + 2

√
5) ≈ 1.868033989 (1.3.2)

El objetivo es mostrar que la luciérnaga modifica su desempeño en el nivel de luminosi-
dad en vista del número de competidores, es decir, si aumenta el número de competidores
aumenta el valor de k. Si el número de competidores es el mismo el valor de k aumenta
si la distancia a sus competidores aumenta. Esto es congruente con lo reportado por los
entomólogos [41].

Ahora vamos a suponer que las luciérnagas están en un arreglo cuadrado donde cada
lado mide 1 y por lo tanto cada una es capaz de ver a las tres restantes. Por la ley del
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recíproco cuadrado la luminosidad de cada luciérnaga está afectada por la influencia de
sus vecinos competidores como el recíproco del cuadrado de la distancia a cada uno. Ver
Figura 1.2. Por lo tanto, para el arreglo cuadrado con lado 1, se tiene

a12 = 1, a13 = 1/2, a14 = 1, a21 = 1, a23 = 1, a24 = 1/2,

a31 = 1/2, a32 = 1, a34 = 1, a41 = 1, a42 = 1/2, a43 = 1.

De la misma manera que antes (haciendo un cambio de variables), el sistema de orden
1 es

ẏ =



y2

−ky1 + y3 + 1
2
y5 + y7 + µ(1− y2

1)y2

y4

y1 − ky3 + y5 + 1
2
y7 + µ(1− y2

3)y4

y6

1
2
y1 + y3 − ky5 + y7 + µ(1− y2

5)y6

y8

y1 + 1
2
y3 + y5 − ky7 + µ(1− y2

7)y8


. (1.3.3)

La linealización del sistema (1.3.3) alrededor del punto de equilibrio 0 ∈ R8 en térmi-
nos de los parámetros k, µ está denotada por M2

M2 =



0 1 0 0 0 0 0 0

−k µ 1 0 1
2

0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 −k µ 1 0 1
2

0

0 0 0 0 0 1 0 0

1
2

0 1 0 −k µ 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

1 0 1
2

0 1 0 −k µ


.

Los valores propios de M2 son 1
2
(µ ±

√
−6− 4k + µ2), 1

2
(µ ±

√
10− 4k + µ2) y

1
2
(µ±

√
−2− 4k + µ2) de multiplicidad algebraica 2. Por lo tanto

k > máx

{
1

4
(µ2 − 6),

1

4
(µ2 + 10),

1

4
(µ2 − 2)

}
=

1

4
(µ2 + 10) = 2.75 (1.3.4)
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Lo cual muestra que el valor de k; es decir el esfuerzo que cada luciérnaga se exige
para sincronizarse con el grupo, aumentó dado que el número de competidores aumentó.
Dispuestas en el arreglo lineal se supuso que a lo más podían ver a dos competidores, pero
en este caso cada una ve a tres.

Ahora vamos a explorar de qué forma varía el valor de k si mantenemos contante el
número de competidores pero cambiamos la distancia a la que se encuentran, supóngase
que las luciérnagas están dispuestas una vez más en un arreglo cuadrado pero que ahora las
diagonales miden 1, luego cada lado mide 1/

√
2. Entonces, utilizando la ley del recíproco

cuadrado, se tiene que la influencia de la luciérnaga j hace sobre la luciérnaga i

a12 = 1/2, a13 = 1, a14 = 1/2, a21 = 1/2, a23 = 1/2, a24 = 1,

a31 = 1, a32 = 1/2, a34 = 1/2, a41 = 1/2, a42 = 1, a43 = 1/2.

De aquí que el sistema de orden 1 se vea como

ẏ =



y2

−ky1 + 1
2
y3 + y5 + 1

2
y7 + µ(1− y2

1)y2

y4

1
2
y1 − ky3 + 1

2
y5 + y7 + µ(1− y2

3)y4

y6

y1 + 1
2
y3 − ky5 + 1

2
y7 + µ(1− y2

5)y6

y8

1
2
y1 + y3 + 1

2
y5 − ky7 + µ(1− y2

7)y8


. (1.3.5)

La linealización del sistema (1.3.5) alrededor del punto de equilibrio 0 ∈ R8 en térmi-
nos de los parámetros k, µ está denotada por M3

M3 =



0 1 0 0 0 0 0 0

−k µ 1
2

0 1 0 1
2

0

0 0 0 1 0 0 0 0

1
2

0 −k µ 1
2

0 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0

1 0 1
2

0 −k µ 1
2

0

0 0 0 0 0 0 0 1

1
2

0 1 0 1
2

0 −k µ


.
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Los valores propios de M3 son 1
2
(µ ±

√
−4− 4k + µ2) de multiplicidad 2, 1

2
(µ ±√

−4k + µ2) y 1
2
(µ±

√
8− 4k + µ2). Por lo tanto

k > máx

{
1

4
(µ2 − 4),

1

4
µ2,

1

4
(µ2 + 8)

}
=

1

4
(µ2 + 8) = 2.25

Tal como esperábamos, el valor de k = 2.25 es menor respecto al anterior (k = 2.75,
cuadrado de lado 1), debido a que la distancia promedio a sus competidores es menor en el
caso del cuadrado con diagonal 1.

La pregunta natural es sí este comportamiento también sucede para el arreglo lineal.
Analizándolo una vez más podemos suponer que cada luciérnaga es capaz de ver a las tres
restantes, entonces se tiene que

a12 = 1, a13 = 1/4, a14 = 1/9, a21 = 1, a23 = 1, a24 = 1/4,

a31 = 1/4, a32 = 1, a34 = 1, a41 = 1/9, a42 = 1/4, a43 = 1.

Luego el sistema de orden 1 se puede escribir como

ẏ =



y2

−ky1 + y3 + 1
4
y5 + 1

9
y7 + µ(1− y2

1)y2

y4

y1 − ky3 + y5 + 1
4
y7 + µ(1− y2

3)y4

y6

1
4
y1 + y3 − ky5 + y7 + µ(1− y2

5)y6

y8

1
9
y1 + 1

4
y3 + y5 − ky7 + µ(1− y2

7)y8


. (1.3.6)

Sea M4 la linealización de (1.3.6), con los coeficientes akl respectivos
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M4 =



0 1 0 0 0 0 0 0

−k µ 1 0 1
4

0 1
9

0

0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 −k µ 1 0 1
4

0

0 0 0 0 0 1 0 0

1
4

0 1 0 −k µ 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

1
9

0 1
4

0 1 0 −k µ


.

Entonces los valores propios de M4 son 1
6

(
3µ±

√
−20±

√
985− 36k + 9µ2

)
,

1
6

(
3µ±

√
−20±

√
2281− 36k + 9µ2

)
.

Por lo tanto

k > máx
{

1
36

(
9µ2 − 20±

√
985
)
, 1

36

(
9µ2 + 20±

√
2281

)}
= 1

36

(
9µ2 + 20 +

√
2281

)
= 2.1322

(1.3.7)

Este valor es mayor en comparación al valor obtenido cuando en el arreglo lineal se pro-
puso que cada luciérnaga podía ver a lo más dos luciérnagas, este resultado apoya nuestra
postura sobre la forma en que el valor de k varía en dependencia al número de competidores
y a la distancia entre ellos. k, puede ser comprendida como el esfuerzo que cada luciérnaga
se exige por sincronizarse con sus vecinos competidores. En resumen:

Para el arreglo lineal, donde las luciérnagas sólo ven a una o dos luciérnagas, el valor
de k = 1.868033989

Para el arreglo lineal, donde cada una percibe tres, k = 2.1322

Para el arreglo cuadrado con lado 1, k = 2.75

Para el arreglo cuadrado con diagonal 1, k = 2.25

Sí una luciérnaga hiciera caso omiso del ritmo natural de sus competidores para au-
mentar su esfuerzo con respecto a los demás, el resto del grupo termina sincronizándose
sin importar el desempeño del disidente. Esto muestra que la sincronización es de hecho un
fenómeno persistente, en la Figura 1.3 se muestra de color rojo la actividad lumínica de una
luciérnaga que decide ser indiferente a sus competidores y aumenta su desempeño por bril-
lar (aumenta su valor de k) y en color azul se muestra la dinámica de la luminosidad de las
tres luciérnagas que encienden y apagan a ritmo natural que las condiciones del grupo les
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Figura 1.3: Actividad luminosa de un conjunto de 4 luciérnagas. Las curvas azules mues-
tran la luminosidad de tres luciérnagas que brillan al ritmo natural que les impone las
condiciones del conjunto, mientras que la curva roja muestra la luminosidad de una lu-
ciérnaga que hace caso omiso del ritmo natural. Observe que la actividad luminosa en las
tres luciérnagas es sincronizada pero en la roja no. Las curvas mostradas son la solución
numérica del sistema (1.2.1) para el arreglo cuadrado (con diagonal 1) de luciérnagas.

impone. Observe que dicha luminosidad termina sincronizada en las tres luciérnagas, mien-
tras que la curva roja no tiene un comportamiento similar con el resto. Las simulaciones
numéricas se detallan en el Apéndice B.1.

1.4. Conclusiones e Interpretación Biológica
El análisis de estabilidad y los valores de k nos permiten concluir que, en efecto, el

esfuerzo que la luciérnaga se exige a sí misma es mayor cuando el número de competidores
es mayor, cuando se comparó el arreglo lineal donde las luciérnagas sólo veían una o dos
luciérnagas, el valor de k fue menor en comparación del arreglo lineal cuando todas podían
verse; es decir, aumentó dado que el número de competidores aumentó.

El valor de k también aumentó cuando la distancia promedio a sus competidores au-
mentó, en los experimentos donde se supuso un arreglo cuadrado (el mismo número de
competidores en los dos casos) el valor de k fue mayor para el cuadrado más grande (lado
1) en comparación al valor de k en el cuadrado más pequeño (diagonal 1). Estos resultados
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dejan satisfechos los objetivos propuestos en la introducción, además la interpretación bio-
lógica que se hace a lo largo del análisis del parámetro k es congruente con lo observado
por los entomólogos [41].

Para observar la sincronización basta mostrar las soluciones del sistema (1.2.1) con
condiciones iniciales escogidas al azar, para simular que cada luciérnaga podría empezar o
bien encendida o apagada. Se muestra en la figura 1.4 el arreglo lineal donde cada luciérna-
ga ve a lo más dos competidores. En la figura 1.5 se observa el arreglo cuadrado con lado
1. Observe que después de un lapso de tiempo la actividad lumínica de las luciérnagas se
lleva acabo de forma sincronizada en ambos casos. Sin embargo, el valor de k es diferente
en cada arreglo, k puede ser interpretado como el esfuerzo que cada luciérnaga hace para
brillar en presencia de las otras. Ver Apéndice B.1 para consultar las líneas de código que
generan las Figuras 1.4 y 1.5.

La sincronización es causada por la competencia por las hembras, ya que a ningún
macho le conviene estar apagado mientras los demás están encendidos, ya que las hembras
no lo verían, entonces la estrategia más exitosa es encender antes que el resto o por lo
menos no estar apagado cuando los otros están brillando de manera que eventualmente
todos los machos buscan estar encendidos o apagados al mismo tiempo, lo que hace que
la sincronización sea inevitable. Parece curioso que este comportamiento egoísta, sea la
causa de la sincronización, sin embargo, las luciérnagas no son la única especie que se
sincroniza para obtener cierta igualdad competitiva de reproducción. En el humano el sexo
femenino es otro ejemplo pues se ha encontrado que bajo ciertas condiciones sincronizan
su menstruación [53], obteniendo así las mismas oportunidades reproductivas.

La sincronización es robusta en nuestro modelo, basta ver la Figura 1.3 donde un grupo
de cuatro luciérnagas con una indiferente termina con la sincronización de las tres que bri-
llan a ritmo natural. Sin embargo, la influencia de la geometría hace que emerjan patrones
de sincronización, se encontró que en los arreglos lineales se sincronizan las luciérnagas
del centro y las de las orillas, mientras que en los arreglos cuadrados parece que dicha
sincronización se da por lados del cuadrado; es decir, ver Figura 1.2, las luciérnagas 1 y 4
tienen la misma actividad luminosa y ésta es ligeramente diferente a la actividad de 2 y 3
las cuales terminan sincronizadas. Para un trabajo futuro será interesante estudiar la forma
en que la geometría influye en los patrones de sincronización.
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Figura 1.4: Arreglo Lineal de Luciérnagas. Solución numérica del sistema (1.2.1) para
el arreglo lineal de luciérnagas. Cada curva representa la luminosidad de una luciérnaga.
Observe que la actividad lumínica termina siendo similar en las cuatro, lo cual muestra la
sincronización.

Figura 1.5: Arreglo Cuadrado de Luciérnagas. Solución numérica del sistema (1.2.1) para
el arreglo cuadrado de luciérnagas. Cada curva representa la luminosidad de una luciérnaga.



Capítulo 2

Ritmos Circadianos

2.1. Introducción
Este capítulo tiene por objetivo mostrar un sistema de ecuaciones diferenciales que

recupere cualitativamente el comportamiento del ritmo biológico de un acocil durante su
transición de etapa juvenil a adulto. El modelo se concentra en la interacción de cua-
tro osciladores celulares acoplados por la difusión de una hormona. Será utilizado un
parámetro, µ, para simular la calidad en la comunicación entre osciladores, en términos
biológicos, será una medida de la maduración del acocil. La simulación numérica de las
ecuaciones refleja la sincronización de ritmos ultradianos en un ritmo circadiano.

Los ritmos biológicos han sido reconocidos como un aspecto fundamental de la orga-
nización de los sistemas vivos han sido estudiados con mayor empeño desde la década de
1960 en artículos como [2], [36],[65]. Estos ritmos rigen la mayoría de las actividades no
conscientes de todos los seres vivos, por ejemplo, la secreción de hormonas en los mamí-
feros, los movimientos de las plantas para captar la luz, ambos son ejemplos de fenómenos
periódicos. Estos ritmos biológicos son clasificados en función de su periodo. Circamareal:
aprox. 12 hrs.; Circadiano: aprox. 24 hrs.; Circalunar: aprox. 28 días; Circanual: aprox.
365 días. Es común utilizar sub unidades mediante el empleo de prefijos, como “ultra”
para identificar algún ritmo con periodo menor a los antes mencionados, entonces puede
recurrirse al nombre de “ultradiano” para un ritmo con periodo menor a 24 hrs. El periodo
de un ritmo circadiano es innato; es decir, que está impreso en el genoma [30]. Los ritmos
circadianos son capaces de sincronizarse con estímulos externos, la frecuencia, amplitud y
nivel de excitación dependen de la cantidad de estímulo (generalmente luz) que reciba el
sistema (regla de Aschoff) [36].

18
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En particular en este capítulo se está interesado en la transición de los ritmos ultradia-
nos, presentes en la etapa juvenil del acocil, Cambarellus zempoalensis, a un ritmo circa-
diano en su etapa adulta. Un acocil es un tipo de langostino fácil de mantener en cautiverio
y comúnmente utilizado en laboratorios como modelo biológico experimental. Durante su
etapa juvenil, desde horas hasta días después de eclosionado, el acocil presenta varios rit-
mos ultradianos y durante su crecimiento, debido a su maduración, estos ritmos se van
sincronizando hasta dar paso a uno circadiano [21]. Se ha determinado que los principales
elementos que participan en la generación y expresión de los ritmos son el marcapaso,
el sistema eferente y el mecanismo de sincronización. Investigaciones previas sobre los
ritmos circadianos en el acocil han estudiado la amplitud de la respuesta eléctrica de los
fotorreceptores visuales a la luz (mediante el electrorretinograma, ERG) y el ritmo de la ac-
tividad locomotora espontánea, con énfasis en el fenómeno de la ontogenia de los sistemas
circadianos, durante diferentes etapas de desarrollo [25].

Durante la etapa más temprana del acocil (los primeros cuatro días después de eclosio-
nar aprox.), incluso si se graba el ERG por varios días consecutivos no hay ritmo circadiano.
Lo que se observa entonces son varias oscilaciones irregulares de alta frecuencia, con pe-
riodos que van desde los 15 min. hasta 4 hrs. después de esto un ritmo de 4 hrs. se hace
muy regular hasta 20 días de edad. En acociles de más edad (alrededor de 28 días de eclo-
sionados) la amplitud del ERG comienza a mostrar una oscilación circadiana irregular con
ciclos de alta frecuencia superpuestos. Cuando el acocil tiene entre 2 y 3 meses de edad la
actividad circadiana es evidente aunque los ciclos de alta frecuencia no han desaparecido,
en esta etapa los animales comienzan a tener mayor actividad por la noche. En acociles de
6 meses y más viejos tienen bien definida la oscilación circadiana y la actividad ultradiana
está muy disminuida, para esta edad el acocil ya presenta hábitos nocturnos típicos de su
especie.

Cuando el acocil está recién eclosionado, etapa 0-1 (ver Figura 2.1), se observan úni-
camente oscilaciones de alta frecuencia (el periodo esta entre 4 y 6 hrs.); entre la etapa
1-2 cuando el acocil es adolescente, aún son observables las oscilaciones de alta frecuencia
pero superpuestas en una oscilación de baja frecuencia, que es la circadiana (su periodo
es cercano a 24 horas); entre la etapa 2-3 cuando el acocil ya es adulto sólo se observan
las oscilaciones circadianas [40]. Ver Figura 2.1. (Esta figura aparece como Figura 6.1 en
[21]).

El modelo que aquí se presenta esta construido sobre los trabajos del grupo de investi-
gación de ritmos biológicos del Departamento de Matemáticas de la Facultad de Ciencias
de la UNAM1. El trabajo experimental realizado en el laboratorio, se remonta a más de
tres décadas de trabajo [3], [22], [24], [25], [40], [44], se ha dedicado, entre otras cosas, a

1Miguel Lara Aparicio, Beatriz Fuentes Pardo, Santiago López de Medrano, Carolina Barriga Montoya,
Pablo Padilla Longoria, por mencionar sólo algunos miembros del colectivo de trabajo. Ver referencias de los
artículos citados.
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Figura 2.1: Electrorretinograma (ERG) vs Etapas del Acocil. En la primera 0-1 se tienen
ritmos ultradianos que en la etapa 1-2 se superponen en un ritmo de baja frecuencia y en la
etapa 2 sólo se tiene este ritmo de baja frecuencia identificado como un ritmo circadiano.

estudiar el ritmo del electrorretinograma (ERG) en varias etapas de la vida del acocil.

2.2. Sincronización de Ritmos Ultradianos Mediante

Difusión y un Parámetro de Acoplamiento
En este modelo se consideran cuatro osciladores celulares cada uno con un ritmo ul-

tradiano, acoplados por la difusión de una hormona, además se simula la maduración del
acocil utilizando un parámetro µ. Este parámetro tiene el papel de la calidad en la comu-
nicación entre los ritmos ultradianos, se sabe que durante las etapas de vida del acocil ésta
comunicación es deficiente pero mejora cuando madura [21]. El grado de comunicación
entre los elementos de un sistema complejo determina la dinámica del mismo [1]. Este
parámetro no se ha considerado explícitamente en otras investigaciones cómo en este mo-
delo por lo que es una aportación en el estudio de ritmos biológicos.

De acuerdo con una larga tradición de investigación acerca del tema (desde los modelos
matemáticos pioneros de Pavlidis [65] de relojes biológicos), se representa el ritmo circa-
diano mediante un oscilador no lineal de tipo Van der Pol, para simular los ritmos ultradia-
nos de cada célula. La variable de estado xi, con i = 1, . . . , 4 , representa la dinámica del
ritmo ultradiano que subyace en la i-ésima célula. Entonces, ẍi = ν(1− x2

i )ẋi − kxi.
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Figura 2.2: Modelo de los Ritmos Ultradianos. En la figura se observa el modelo de cuatro
células; entre ellas hay hormonas difundiéndose, actuando como señales de comunicación
(puntos azules); la membrana celular (en verde) tiene receptores de estas células, los cuales
son poco eficientes en etapas juveniles pero mejoran cuando el acocil madura; las células
tienen un oscilador que es un ritmo ultradiano (amarillo, rojo, azul en un círculo negro)
cada uno de estos se sincroniza con el resto para dar paso a un ritmo circadiano.

Los receptores celulares son proteínas que se extienden por todo el espesor de la mem-
brana plasmática de la célula, son capaces de reconocer una hormona e introducirla a la
célula. Las células se comunican, normalmente por difusión de señales confiriéndole a las
células vecinas una nueva acción. Los receptores nucleares son activadores de la transcrip-
ción activados por hormonas, que pasan a través de la membrana nuclear al interior del
núcleo celular y activan la transcripción de ciertos genes [10]. Durante la etapa juvenil los
receptores celulares del acocil son deficientes pero mejoran cuando madura [23]. Para tener
en cuenta este efecto, se incluye un parámetro, µ ∈ (0, 1], el cual será el coeficiente de la
suma de acoplamientos entre los ritmos.

Se considera un arreglo cuadrado, de lado uno, de cuatro células, tal como en el mode-
lo de Jeff Hasty [10], donde cada célula envía señales a otras tres, para sincronizarse. Ver
Figura 2.2. Con el fin de construir un modelo cualitativo se supone que la concentración de
la hormona difundiéndose está en régimen estacionario, es decir, el flujo de partículas es
constante entre todas las células del sistema a lo largo del tiempo y que no hay saturación.
Entonces la difusión sólo depende de la distancia entre células, es decir, que a mayor dis-
tancia el efecto de la hormona difundiéndose es menor y a menor distancia el efecto de la
señal es mayor. En el modelo se supone que tal variación es como el recíproco de la raíz
cuadrada de la distancia entre las células. Diferentes hormonas se difunden por las células,
como por ejemplo feromonas [21], la concentración relativa está en función de las distancia
recorrida por las moléculas. Por lo tanto, el efecto que producen las señales difundiéndose
será 1 para las células adyacentes y de 1/

√√
2 = 1/ 4

√
2 para las opuestas por la diagonal.

Entonces, el coeficiente aij es el efecto de la célula j en la célula i. De lo anterior, se tiene
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el siguiente sistema de ecuaciones

ẍ1 = ν(1− x2
1)ẋ1 − kx1 + µ(a12x2 + a13x3 + a14x4)

ẍ2 = ν(1− x2
2)ẋ2 − kx2 + µ(a21x1 + a23x3 + a24x4)

ẍ3 = ν(1− x2
3)ẋ3 − kx3 + µ(a31x1 + a32x2 + a34x4)

ẍ4 = ν(1− x2
4)ẋ4 − kx4 + µ(a41x1 + a42x2 + a43x3)

(2.2.1)

Los coeficientes aij : i, j = 1, 2, 3, 4 en (2.2.1) están dados por la siguiente matriz
−k 1 4

√
2 1

1 −k 1 4
√

2
4
√

2 1 −k 1

1 4
√

2 1 −k

 .

2.3. Simulación Numérica
Se presentan algunas simulaciones numéricas para diferentes valores de µ. Fijos k y ν,

se tiene que para los valores de 0 < µ < 0.7 los ritmos a lo largo del tiempo presentan
altas frecuencias lo cual se corresponde a los ritmos ultradianos propios de la etapa 0-1.
Para valores de 0.7 ≤ µ < 1 se reproducen los ritmos ultradianos superpuestos en un ritmo
de menor frecuencia, el cual se corresponde con el ritmo circadiano, propio de la etapa
1-2. Cuando µ = 1 se tiene la sincronización de los cuatro ritmos ultradianos en una curva
de baja frecuencia, un ritmo circadiano, lo cual corresponde a lo observado en el ERG
estudiado en el laboratorio. Ver figuras 2.3, 2.4, 2.5. En todas la simulaciones numéricas se
toma el valor de k = 2.9 y ν = 0.2. Ver Apéndice B.2.

2.4. Conclusiones
El sistema de ecuaciones (2.2.1), reproduce cualitativamente el comportamiento del

ERG (Figura 2.1) observado en el laboratorio a lo largo de las etapas de vida del acocil.
Los ritmos ultradianos de la etapa 0-1. La aparición de un ritmo de baja de frecuencia sobre
la cual se montan los ritmos ultradianos en la etapa 1-2. La sincronización de los ritmos
ultradianos en un ritmo circadiano en la etapa 2.

Los coeficientes aij en el sistema (2.2.1), modelan el efecto de la difusión de hormonas,
cómo señales de comunicación entre las células, el parámetro de maduración µ pondera el
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Figura 2.3: Etapa 0-1 del ERG. Simulación numérica de (2.2.1) con µ = 0.3. En la figura
se observan los ritmos ultradianos, cuando la comunicación entre células es poco eficiente,
propios de la etapa 0-1 del ERG del acocil (Fig. 2.1). Lo mismo que en la etapa 0-1 de la
Fig. 2.1 en esta simulación los ritmos están desincronizados.

acoplamiento entre los cuatro osciladores, al variar µ ∈ (0, 1] se recuperan las etapas del
ERG.

Cuando la comunicación es de mejor calidad (µ = 1), es decir, cuando el acocil es
maduro, el ritmo circadiano es cada vez más notable con respecto a los ultradianos. De
hecho, son los ritmos ultradianos sincronizados en un sólo ritmo circadiano responsable de
gobernar el metabolismo del acocil adulto.
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Figura 2.4: Etapa 1-2 del ERG. Simulación numérica de (2.2.1) con µ = 0.9. En la figura se
puede observar como los ritmos ultradianos se van montando en un ritmo de baja frecuen-
cia, el cual se asocia al ritmo circadiano, este comportamiento corresponde a la etapa 1-2
del ERG del acocil. Durante esta etapa la calidad en la comunicación mejora con respecto
a la etapa anterior pero aún no es la mejor posible.

Figura 2.5: Etapa 2 del ERG. Simulación numérica de (2.2.1) con µ = 1. En esta figura
se pueden observar la sincronización de los ritmos ultradianos en un ritmo circadiano, esto
corresponde a la etapa 2 de la fig 2.1. En esta etapa se tiene la mejor comunicación entre
células debido a la maduración del acocil.



Capítulo 3

La Sincronización de dos Metrónomos
vista como un Problema de Control de
Tiempo Libre

3.1. Introducción
En este capítulo se presenta la sincronización de un par de osciladores como un pro-

blema de teoría de control en un sentido clásico. Mediante el Principio del Máximo de
Pontryagin se resolverá el problema de tiempo óptimo, es decir, se encontrará el control
para el cual se alcanza un estado sincronizado en el menor tiempo posible.

La sincronización es un fenómeno universal. Se presenta en la naturaleza y va desde la
producción coordinada de hormonas por las células de un tejido (hígado, páncreas, etc.),
a la respiración de mamíferos corriendo juntos, hasta el comportamiento coherente en los
insectos sociales, hasta dispositivos mecánicos, circuitos electrónicos, etc., [52], [56], [57],
[59], [60]. Por otra parte, cabe mencionar como ejemplo una de las aplicaciones prácticas
de este tipo de estudios a las nuevas tecnologías, en Inglaterra se han comenzado a utilizar
las emisiones otoacústicas como una identificación biométrica tan fiable como las huellas
digitales [75], esto podría favorecer los sistemas de seguridad, en el uso del banco por
teléfono o el uso exclusivo de un teléfono celular.

El estudio de la sincronización tiene una larga historia, y las observaciones sistemáticas
se remontan por lo menos al matemático holandés Cristian Huygens a mediados del siglo
XVII, con la observación de relojes de péndulo. Desde el punto de vista de las matemáti-
cas y la modelación, la sincronización ha sido estudiada tradicionalmente por medio de
sistemas dinámicos.

En este capítulo se aborda el fenómeno de la sincronización mediante el planteamiento

25
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Figura 3.1: Ejemplo mecánico de sincronización. Un par de metrónomos comunicados me-
diante una base móvil.

de un problema de control, a saber un problema de tiempo libre, se considera un sistema
dinámico determinado por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias y se inves-
tiga el control óptimo con el que se consigue la sincronización en el menor tiempo posi-
ble. El capítulo se organiza de la siguiente manera. Primero, se presentan los preliminares
matemáticos necesarios para formular la sincronización como un problema de control. Se-
gundo, se describe el sistema de los metrónomos, se escriben las ecuaciones correspondi-
entes tal como se presentan en la ecuación 1 de [50] y se reescriben en una forma adecuada
(3.2.10). Tercero, se mostrará la teoría de control básica necesaria para resolver el problema
planteado. En particular, se aplicará el principio del máximo de Pontryagin y se mostrará
el control óptimo. Finalmente, serán presentadas algunas simulaciones numéricas. Para
obtener una descripción detallada del experimento con los metrónomos observe el artículo
de James Pantaleone [50]. Ver Figura 3.1 y el video de la liga en [66].

Sean n,m ∈ N, considere nm funciones, xji (·) : [0,∞) −→ R, (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤
m). La posición del objeto Xi está descrita por m funciones xji , (1 ≤ j ≤ m). Dado un
ε > 0 y τ > 0, decimos que los n objetos, X1, X2, . . . , Xn, están ε-sincronizados al tiempo
τ si para cada j ∈ {1, . . . ,m}, se tiene que

‖xjp(t)− xjq(t)‖ ≤ ε, ∀ t ≥ τ ; (1 ≤ p, q ≤ n, p 6= q).

Para mantenerlo simple, supongamos que cada objeto está gobernado por una función,
con lo cual m = 1 y se puede omitir del superíndice

xi(·) : [0,∞) −→ R, (1 ≤ i ≤ n). (3.1.1)

En la literatura científica existen muchas definiciones de sincronización en sistemas
dinámicos, sin embargo en este momento no existe una definición de la sincronización que
cubra todos los ejemplos conocidos de este fenómeno, el artículo [5] intenta unificar tal
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definición. La que a continuación se presenta es análoga a la propuesta por Brown en [5]
pero más adecuada para los objetivos de este capítulo.

Definición 3.1.1 (εεε-sincronizados). Dado ε > 0, decimos que los n objetos de (3.1.1) están

ε-sincronizados al tiempo τ > 0, sí

‖xi(t)− xj(t)‖ ≤ ε, ∀ t ≥ τ ; (1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j).

Si una colección de objetos están ε-sincronizados con ε = 0, decimos que están sincroniza-

dos.

3.2. Descripción del Modelo de los Metrónomos
Ahora se abordará el fenómeno de la sincronización como un problema de control,

en particular uno de tiempo libre. Se sabe que en ausencia de control, los metrónomos
comunicados mecánicamente en una base móvil siempre se sincronizan, aunque a veces es
necesario esperar algún tiempo. Entonces surge una pregunta, ¿qué control (fuerza externa)
conduce a los metrónomos hacia la sincronización en el menor tiempo posible?

Sobre los metrónomos podemos conocer la posición angular medida desde la vertical
y la velocidad angular de cada uno, la sincronización de estos metrónomos se puede ca-
racterizar mediante la diferencia entre sus posiciones y velocidades, sí estas se hacen cero
los metrónomos estarán sincronizados, o podemos hablar de una ε-sincronización sí éstas
diferencias están en una vecindad de cero. Hasta ahora sólo se tiene en mente que la sin-
cronización se lleva a cabo en fase, es decir, que después de un tiempo ambos metrónomos
se mueven en dirección idéntica con prácticamente la misma velocidad. Pero también se
puede pensar en la sincronización anti-fase, es decir, que ambos metrónomos se muevan a
ritmo pero en direcciones opuestas, en este caso, la suma de sus posiciones y velocidades
sería cercana a cero debido a que en magnitud serán muy parecidas pero de signo opuesto.
De estos razonamientos podemos traducir la sincronización como un problema de control
de tiempo libre, ya que se puede construir un sistema que tenga por variables la suma y la
diferencia de posiciones y velocidades entre metrónomos y buscar un control que conduz-
ca en el menor tiempo posible hacia un conjunto objetivo, en específico, un conjunto que
contenga una vecindad del cero para lograr la sincronización.

Comenzaremos por escribir el sistema que gobierna el movimiento de los metrónomos
(Ver Figura 3.2). En el artículo [50] James Pantaleone encontró que la ecuación para un
metrónomo puesto en una base móvil es
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Figura 3.2: Péndulo invertido sobre una base móvil. La ecuación de movimiento del pedulo
invertido (3.2.1) sirve de base para la construcción del modelo en este capítulo.

d2θ

dt2
+
rc.m.mg

I
sin θ + ε

[(
θ

θ0

)2

− 1

]
dθ

dt
+

(
rc.m.m cos θ

I

)
dx2

dt2
= 0. (3.2.1)

Donde θ ∈ (−π/2, π/2) es el ángulo formado entre el péndulo y la vertical, I es el
momento de inercia del péndulo, m es la masa del péndulo, rc.m. es la distancia del centro
de masa del péndulo al punto pivote, g es la aceleración provocada por la gravedad, x es la
posición horizontal de la base.

Los dos primeros términos de la ecuación (3.2.1) son los habituales que describen el
movimiento de un péndulo (en este caso del metrónomo), es decir, la aceleración angu-
lar y la torque gravitacional. El tercer término de la ecuación (3.2.1) modela la energía de
reposición almacenada en la cuerda del metrónomo y también se incluye en este término
cualquier amortiguación del movimiento del péndulo por la resistencia del aire. Este térmi-
no es del tipo Van der Pol y aumenta la velocidad angular para θ < θ0 y la disminuye para
θ > θ0. Para ε pequeño, este término se producen oscilaciones estables, con una amplitud
de aproximadamente 2θ0 en el oscilador aislado véase, por ejemplo [58].

El último término de la ecuación (3.2.1) es la torque producida por la fuerza de inercia,
describe el efecto del movimiento de la base en el metrónomo. Debido a los movimientos
de base, el metrónomo está en un marco de referencia no inercial y por lo tanto experimenta
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una fuerza de inercia Finercial = −m d2x/dt2 véase, por ejemplo, [20]. El centro de masa
del sistema de dos péndulos es dada por

xc.m. =
Mx+mx1 +mx2

M + 2m
, (3.2.2)

donde M es la masa de la base, y

xi = x+ ai + rc.m. sin θi, (3.2.3)

indica la posición horizontal del i-ésimo péndulo. Aquí ai denota la diferencia entre la posi-
ción constante del metrónomo i y la base. La masa de las latas se desprecia en la ecuación
(3.2.2). Si se omiten todas las fuerzas externas en el sistema, la ecuación de movimiento de
la base se encuentra como

d2xc.m.
dt2

= 0. (3.2.4)

La ecuación (3.2.4) desprecia la amortiguación del movimiento de la base, porque el
mecanismo de amortiguación del péndulo está contenida en el término de tipo Van der
Pol, por lo que no es una fuerza externa. Esta aproximación parece razonable, porque el
movimiento de la base es menor y más lenta que la de un péndulo, por lo que el efecto de
la resistencia del aire sobre la base debe ser relativamente poco importante. Entonces xc.m.
y ai son constantes de posición que son irrelevantes para las ecuaciones de movimiento y
pueden ser eliminados por una elección apropiada de origen del sistema de coordenadas.
Por lo tanto, la posición de la base está dada por

x = − m

M + 2m
rc.m.(sin θ1 + sin θ2), (3.2.5)

donde x, θ1 y θ2 son variables dependientes del tiempo. La ecuación (3.2.5) describe el
acoplamiento entre los metrónomos.

∆ := ω1−ω2

ω
es la diferencia en las frecuencias relativas entre los osciladores, µ = 0.010

es el parámetro de amortiguamiento del oscilador de Van der Pol, y α1 := 1 + ∆, α2 :=
1−∆. Finalmente, sea M : (−π/2, π/2)→ R, la función asociada al término tipo Van der
Pol

M(θi) = µ

[(
θi
θ0

)2

− 1

]
, (i = 1, 2). (3.2.6)

Sea α(·) : [0,∞) → A, con A := {−1, 1}. Sea τ = ωt, donde ω = rc.m.mg
I

, esto
permite cambiar las variables a una variable de tiempo adimensional τ . Entonces las ecua-
ciones que describen el movimiento de un par de metrónomos sobre una base móvil sujeta
a una fuerza externa son (ecuaciones (6a) y (6b) en [50])
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d2θ1

dτ 2
+ α1 sin θ1 +M(θ1)

dθ1

dτ
− β cos θ1

d2

dτ 2
(sin θ1 + sin θ2) = α(τ),

d2θ2

dτ 2
+ α2 sin θ2 +M(θ2)

dθ2

dτ
− β cos θ2

d2

dτ 2
(sin θ1 + sin θ2) = α(τ).

(3.2.7)

El parámetro de acoplamiento sin dimensiones β es

β =

(
mrc.m.
M + 2m

)(rc.m.m

I

)
, (3.2.8)

donde el primer factor viene del movimiento de la base, la ecuación (3.2.5) y el segundo
factor de la torque de inercia, la ecuación (3.2.1).

El objetivo es encontrar el control óptimo en tiempo, que conduzca en el menor tiem-
po posible a la sincronización, para esto hacemos un cambio de variables en (3.2.7) para
escribirlo como un sistema de ecuaciones de orden uno. Sea

x1 = θ1, x2 = ẋ1 = θ̇1, ẋ2 = θ̈1, x3 = θ2, x4 = ẋ3 = θ̇2, ẋ4 = θ̈2

Sea γ = β
2
, recuerde que βx2 cosx1 cosx3 = γx2(cos(x1 + x3) + cos(x1 − x3)). Sea

x : [0,∞)→ R4, una función; donde x1, x3 son las posiciones de los metrónomos y x2, x4

son las velocidades, respectivamente. Sea f : R4 × A→ R4, una función.
Entonces (3.2.7) se transforma en un sistema

ẋ =


ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 = f(x, α). (3.2.9)

y

f(x, α) =


x2

−M(x1)x2 + γx2(cos(x1 + x3) + cos(x1 − x3)) + βx4 cos2 x3 − α1 sinx1 + α

x4

−M(x3)x4 + γx2(cos(x1 + x3) + cos(x1 − x3)) + βx4 cos2 x3 − α2 sinx3 + α

 .

Ahora se hace un nuevo cambio de variables para tener un problema de control de
tiempo libre. Sea

y1 = x1 − x3, y2 = x2 − x4, y3 = x1 + x3, y4 = x2 + x4.
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Por lo tanto

ẏ1 =y2,

ẏ2 =
1

2

[
(y4 − y2)M(

1

2
(y3 − y1))− (y2 + y4)M(

1

2
(y1 + y3))

]
+

α2 sin(
1

2
(y3 − y1))− α1 sin(

1

2
(y1 + y3)),

ẏ3 =y4,

ẏ4 =(y2 + y4)

[
γ(cos y1 + cos y3)−

1

2
M(

1

2
(y1 + y3))

]
+

(y4 − y2)

[
β cos2(

1

2
(y3 − y1))−

1

2
M(

1

2
(y3 − y1))

]
− α1 sin(

1

2
(y1 + y3))− α2 sin(

1

2
(y3 − y1)) + 2α.

(3.2.10)

Entonces

ẏ =


ẏ1

ẏ2

ẏ3

ẏ4

 = g(y, α). (3.2.11)

Donde y : [0,∞)→ R4, g : R4 × A→ R4, g(y, α) es la parte derecha de (3.2.10).
Definimos el conjunto objetivo F y el conjunto de controles admisibles A.

F :=
{

(0, 0, ϕ3, ϕ4) ∈ R4 | −π < ϕk < π, k = 3, 4
}
. (3.2.12)

A = {α : [0,∞) −→ A | α(·) medible} . (3.2.13)

Con lo anterior hemos escrito el sistema (3.2.7) como un problema de control. Ver
Apéndice A.1.

3.3. Problema de Tiempo Óptimo
Ahora escribiremos el problema de tiempo óptimo. Sea
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{
ẏ(t) = g(y(t), α(t)), (t ≥ 0)

y(0) = y0.
(EDO)

Aquí y0 ∈ R4, g : R4 × A → R4, α ∈ A, es el control y y : [0,∞) → R4, es la
respuesta del sistema.

Introducimos el funcional de pago, ver Apéndice A.2.

P [α(·)] := −
∫ τ

0

1 ds = −τ, (3.3.1)

donde τ = τ(α(·)) denota el primer tiempo para el cual la solución del sistema (EDO)
golpea el conjunto objetivo F (ver ecuación (3.2.12)), esto significa sincronización en fase.

El problema de tiempo-libre análogo a la sincronización es encontrar un control óptimo
α∗(·) tal que

P [α∗(·)] = máx
α(·)∈A

P [α(·)]. (P)

La siguiente definición y el siguiente teorema están tomados de [16], ver Apéndice A.3.

Definición 3.3.1. El Hamiltoniano adecuado de teoría de control para este problema es la

función

H(y, p, α) := g(y, α) · p− 1. (3.3.2)

Donde p(·) : [0,∞)→ R4, se le llama coestado.

Teorema 3.3.1 (Principio del Máximo de Pontryagin). Suponga que α∗(·) es óptimo

para (EDO), (P) y y∗(·) es la trayectoria correspondiente. Entonces existe una función

p∗ : [0, τ ∗]→ Rn tal que

 ẏ∗(t) = ∇pH(y∗(t),p∗(t), α∗(t)),

ṗ∗(t) = −∇yH(y∗(t),p∗(t), α∗(t)).
(Sis-Ham)

y

H(y∗(t),p∗(t), α∗(t)) = máx
α∈A

H(y∗(t),p∗(t), α) (0 ≤ t ≤ τ ∗). (PMP)
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Además,

H(y∗(t),p∗(t), α∗(t)) ≡ 0 (0 ≤ t ≤ τ ∗).

Aquí τ ∗ denota el primer tiempo en que la trayectoria y∗(·) golpea el conjunto objetivo
F . Este teorema está tomado de [16], ver Apéndice A.4.

Por construcción (ver la definición de H en la ecuación (3.3.2)) el sistema para y y p
es un sistema Hamiltoniano: {

ẏ = ∇pH

ṗ = −∇yH
(H)

Entonces, para encontrar y hay que resolver la ecuación (3.2.11); ẏ = g(y, α), y para
p se debe resolver el siguiente sistema

ṗ1 =
1

2
p2

(
α1 cos(

1

2
(y1 + y3)) + α2 cos(

1

2
(y3 − y1)) +

µ

θ2
0

(y1y2 + y3y4)

)
−

p4

(
β − 1

2
(y4 − y2) sin(y1 − y3)− γ(y2 + y4) sin y1 −

1

2
α1 cos(

1

2
(y1 + y3))

+
1

2
α2 cos(

1

2
(y3 − y1))−

µ

2θ2
0

(y2y3 + y1y4)

)
,

ṗ2 =− p1 +
1

2
p2

(
µ

2θ2
0

(y2
1 + y2

3 − 4θ2
0)

)
−

p4

(
γ(cos y1 + cos y3)− β cos2(

1

2
(y3 − y1))−

µ

2θ2
0

y1y3

)
,

ṗ3 =p2

(
1

2
α1 cos(

1

2
(y1 + y3))−

1

2
α2 cos(

1

2
(y3 − y1)) +

µ

2θ2
0

(y2y3 + y1y4)

)
−

p4

(
−β − 1

2
(y4 − y2) sin(y1 − y3)− γ(y2 + y4) sin y3 −

1

2
α1 cos(

1

2
(y1 + y3))−

1

2
α2 cos(

1

2
(y3 − y1))−

µ

2θ2
0

(y1y2 + y3y4)

)
,

ṗ4 =
µ

2θ2
0

p2y1y3 − p3 − p4

(
γ(cos y1 + cos y3) + β cos2(

1

2
(y3 − y1))−

µ

2θ2
0

(y2
1 + y2

3 − 4θ2
0)

)
.
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Este sistema para p(·) se obtiene de la definición del hamiltoniano (3.3.2), para re-
solver el sistema se tomaron condiciones iniciales p1(0), . . . , p4(0) al azar entre -1 y 1, ver
Apéndice B.3. Una vez resuelto, se puede encontrar el control óptimo mediante el Principio
del Máximo de Pontryagin (PMP), se tiene que

H(y∗, p∗, α∗) = máx
α∈A

H(y∗, p∗, α)

= máx
α∈A
{2αp4 − 1}+ ẏ1p1 + ẏ2p2 + ẏ3p3 + p4(· · · )

(3.3.3)

Después de hacer algunos cálculos se observa que hay un término con α y un término
independiente, el resto de los términos no aportan directamente a la elección de α. Por lo
tanto, el control óptimo en tiempo α∗(·) es

α∗(t) =

{
1, p4 ≥ 0

−1, p4 < 0
(3.3.4)

Entonces α∗(·) : [0,∞)→ A := {1,−1}, es el control óptimo y queda definido por

α∗(t) =


1, 0 ≤ t ≤ t1

−1, t1 < t ≤ t2

1, t2 < t ≤ t3, etc.

(3.3.5)

El control cambia de dirección en los tiempos t1, t2, t3, . . . estos tiempos miden cuando
p4 pasa de positivo a negativo. Con esto se ha encontrado un control capaz de sincronizar
los metrónomos en el menor tiempo posible. Es decir; una fuerza externa aplicada sobre
la base en dirección derecha o izquierda en los tiempos precisos capaz de sincronizar los
metrónomos en el menor tiempo posible. El control así obtenido es resultado propio de esta
investigación.

3.4. Gráficas y Conclusiones
En este capítulo se describe el fenómeno de la sincronización de un par de metró-

nomos sobre una base móvil como un problema de control óptimo en tiempo. Se utilizó el
principio del máximo de pontryagin, teorema 3.3.1, para encontrar el control que sincroniza
los metrónomos en el menor tiempo posible.

El sistema de los metrónomos exhibe sincronización incluso sin control (sin fuerza ex-
terna), es decir, para cualquier condición inicial en posición y velocidad de los metrónomos,
sin fuerza externa, los metrónomos se sincronizan en fase. Un video de esta sincronización
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Figura 3.3: Sincronización de un par de Metrónomos. El eje horizontal es el tiempo. Las
curvas azul y rojo son, respectivamente, la diferencia de posiciones y de velocidades de
los metrónomos. Las curvas verde y magenta son la suma de las posiciones y velocidades
respectivamente.

puede verse en [66]. Si el sistema evoluciona libremente, entonces y1 y y2 se aproximan a
cero, lo cual nos dice que la diferencia en posiciones y en velocidades es aproximadamente
cero, ya que y1 = x1 − x3, y y2 = x2 − x4, entonces se tiene sincronización en fase. Ver
Figura 3.3. Las condiciones iniciales de posición se escogen al azar dentro del dominio
permitido (−π, π), se hace lo mismo para las velocidades. Las soluciones aproximadas se
grafican a continuación, todas se realizan con un método numérico tipo Runge-Kutta, más
específicamente, se utiliza la rutina “ode45” implementada en Matlab 7.0.

En la Figura 3.3, podemos ver que en los primeros tiempos las diferencia entre posi-
ciones y velocidades son más grandes que en los últimos tiempos, donde la suma de posi-
ciones y de velocidades son mayores. Esto indica la sincronización en fase, dado que la
diferencia en las posiciones y en las velocidades es prácticamente cero.

Incluso cuando intencionalmente tratamos de dar con la sincronización en anti-fase,
después de un tiempo los metrónomos alcanzan la sincronización en fase. Ver Figura 3.4.

En la Figura 3.4, al principio el comportamiento en anti-fase parece estable, pero cerca
del final la diferencia entre posiciones y velocidades cae aproximándose a cero, lo cual
significa que la sincronización en fase ocurre.

La sincronización es muy rápida cuando se agrega el control α∗(t), ecuación (3.3.5), al
sistema de los metrónomos en comparación al caso donde se permite que los metrónomos
se muevan libremente sin control (sin fuerza externa), ver ecuación (3.2.7) con α = 0. Ver
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Figura 3.4: Sincronización en fase. Incluso buscando intencionalmente la sincronización
en anti-fase, después de un tiempo los metrónomos alcanzan la sincronización en fase.

Figura 3.5.
En la Figura 3.5, se puede apreciar la diferencia en posiciones y velocidades cuando

se conduce el sistema con el control óptimo. Observe que las diferencias son rápidamente
llevadas a una vecindad del cero, este es el fenómeno de sincronización que estábamos
buscando.

En la Figura 3.6, se puede apreciar la respuesta del sistema con otras condiciones ini-
ciales y actuando bajo la acción de su control óptimo.
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Figura 3.5: Sincronización mediante el control óptimo en tiempo. La curva azul es la
diferencia de posición y la curva de puntos verdes es la diferencia de velocidades de los
metrónomos una vez que el control de tiempo óptimo es aplicado al sistema EDO. Para esta
simulación se tomaron condiciones iniciales escogidas al azar, tanto en posiciones cómo en
sus velocidades.
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Figura 3.6: Sincronización en el menor tiempo posible. La curva azul es la diferencia de
posición y la curva de puntos verdes es la diferencia de velocidades de los metrónomos
una vez que el control de tiempo óptimo es aplicado al sistema EDO. Para la simulación se
tomaron condiciones iniciales diferentes a la Figura 3.5.
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Capítulo 4

Sincronización en un Modelo
Multiescala

4.1. El Fenómeno de la Animación Suspendida
En este capítulo se presenta un autómata celular acoplado con la ecuación de difusión,

esto significa acoplar un sistema dinámico discreto (escala “grande”) con una ecuación
diferencial parcial (escala “pequeña”). El modelo es una propuesta metodológica para
simular la respuesta que tiene un ambiente celularizado ante la difusión de algún agente,
en particular, se reproduce el comportamiento de un embrión de pez cebra sometido a
bajas concentraciones de oxígeno. La concentración de oxígeno y la velocidad con la que
disminuye determina la sincronización de las células del embrión.

Prácticamente todos los organismos multicelulares necesitan oxígeno para llevar a cabo
sus funciones metabólicas. Sin embargo existen muchos ejemplos de organismos que to-
leran la ausencia de oxígeno [49], [64]. La hipótesis general que puede explicar tal com-
portamiento es que la baja concentración de oxígeno reduce la fosforilación oxidativa, lo
cual implica una reducción de trifosfato de adenosina (ATP) y la inhibición de síntesis de
proteínas necesarias para la replicación del ácido desoxirribonucleíco (ADN) con lo cual
se detiene el ciclo celular. A menudo se encuentra en la bibliografía que a eventos celu-
lares muy distintos se les llama animación suspendida, por tal ambigüedad, nosotros nos
referimos a detener el ciclo celular de todas las células que componen el organismo ante
condiciones adversas y reanudarlo para condiciones adecuadas.

El ciclo celular consta de cuatro etapas: G1, S, G2, M. G1 es la abreviación de GAP1
(Gap palabra en inglés que significa literalmente hueco), se llama así porque en ésta etapa
la actividad observable es casi nula, sin embargo se tiene actividad química no observable.
S (es por synthesis palabra en inglés que significa síntesis), en esta etapa se duplica el ADN.
G2 es la abreviación de GAP2 es una segunda etapa donde la actividad es prácticamente
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nula y M por mitosis, que es el momento en que la célula se divide [42].
El ciclo celular será modelado por un sistema dinámico discreto, pero este será gober-

nado por la difusión de oxígeno. Existen dos posibilidades para la célula que abandona su
ciclo celular normal, una de ellas conocida como apoptosis significa la puesta en marcha de
mecanismos macrófagos que se encargan de destruir la célula y reciclar los componentes
útiles. La otra es entrar en un estado llamado animación suspendida donde toda la cinética
química celular se detiene y por lo tanto el ciclo celular también lo hace. La concentración
de oxígeno es el control que determina si la célula permanece o no en su ciclo celular.
Los modelos continuos que describen el ciclo celular comunmente muestran a un par de
químicos antagónicos activándose o desactivándose según la etapa del mismo [63], [69];
esto nos permite hacer una simplificación a un sistema dinámico discreto donde las cuatro
etapas (G1, S, G2 y M), se identifican con un punto en el plano (0, 1), (1, 1), (1, 0), (0, 0) re-
spectivamente. En la sección dos se muestran los hechos que justifican esta simplificación.

El modelo que aquí presentamos se basa en el análisis de estabilidad y de bifurcación
de modelos continuos multiescalas del ciclo celular [61], [62], [63], [69], además de los
resultados experimentales con embriones de pez cebra [49], este modelo evalúa la con-
centración de oxígeno [O] y la velocidad [O]′ con la que decae. Si [O] ≥ p, donde p
es el valor de la concentración normal de oxígeno, entonces la célula se mantiene en
el ciclo celular: (0, 0) → (0, 1) → (1, 1) → (1, 0) → (0, 0). Si [O] < p, entonces
el modelo evalúa [O]′, si [O]′ > c, donde c es cierto umbral de velocidad, la respues-
ta celular es entonces muerte ya que [O]′ > c, significa que la velocidad con la que se
extrae el oxígeno es más rápida de lo que el organismo puede tolerar, entonces no tiene
tiempo de adaptar su metabolismo y su ciclo celular se modifica para destruir a la célula:
(0, 0) → (0, 0), (0, 1) → (0, 0), (1, 1) → (0, 0), (0, 1) → (0, 0). En otro caso, si [O]′ ≤ c,
entonces la célula entra en animación suspendida. Según los modelos continuos de ciclo
celular y los reportes experimentales, la célula suspendida se mantiene en G1 o en G2, lo
cual será reflejado en el modelo llevando o manteniendo a la célula en uno de tales estados;
esto es: (0, 0)→ (0, 1), (0, 1)→ (0, 1), (1, 1)→ (1, 0), (1, 0)→ (1, 0).

El autómata celular definido en nuestro modelo es en un arreglo de 4×4 células acopla-
do con la ecuación de difusión en dos dimensiones, el cual tiene tres tipos de regla de
evolución que se activan dependiendo de la difusión de oxígeno. La cual está modelada
con la ecuación de difusión bajo condiciones de Neumann, con el objetivo de simular la
extracción a velocidad constante de oxígeno de la frontera del dominio [49].

4.2. Hechos Biológicos y Fundamentos Matemáticos
El objetivo de ésta sección es mostrar los hechos biológicos relevantes para la modela-

ción.
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El ciclo celular será considerado como un sistema dinámico discreto lo cual está funda-
do en la siguiente descripción biológica. Durante G1, la actividad de las CDK’s (quinasas
dependientes de las ciclinas), es baja, debido a que las ciclinas se están perdiendo, su pro-
ducción se inhibe y son rápidamente degradadas. En la transición Start se promueve la
síntesis de las ciclinas, y por tanto las CDK’s son activadas. La actividad de las CDK’s per-
manece alta durante S, G2, y M, ya que es necesaria para la duplicación del ADN y otros
procesos que ocurren durante el estado final del ciclo. En Finish, un compuesto llamado
complejo proteico anafase (APC), se activa y detecta proteínas (tales como las ciclinas),
como blancos específicos para degradar por la maquinaria proteolítica de la célula. Este
complejo proteico está compuesto por una docena de polipéptidos y dos proteínas auxil-
iares: Cdc20 y Cdh1. Cuando se activan estas dos proteínas son el blanco y su destrucción
se da al final del ciclo celular, así el sistema de control regresa a G1. La actividad de Cdc20
y de Cdh1 también es controlada por el complejo CDK. Sin embargo las ciclinas controlan a
cada proteína de diferente manera, mientras que la ciclina-CDK activa Cdc20, inhibe Cdh1.
Por lo tanto se puede simplificar el ciclo celular a dicha relación antagónica y considerar
tan sólo la presencia y ausencia de las quinasas dependientes de las ciclinas (CDK’s), y el
complejo que promueve la anafase (APC).

El análisis de bifurcación y de puntos fijos del sistema continuo presentado por Tyson -
Novak [69] justifica esta simplificación. El modelo muestra la interacción antagónica entre
las quinasas dependientes de las ciclinas (CDK’s) y el complejo que promueve la anafase
(APC) en el ciclo celular

dy1

dt
= k1 − (k

′

2 + k
′′

2y2)y1, (4.2.1)

dy2

dt
=

(k
′
3 + k

′′
3A)(1− y2)

J3 + 1− y2

− k4my1y2

J4 + y2

, (4.2.2)

dy3

dt
= k

′

5 + k
′′

5

(y1m/J5)
n

1 + (y1m/J5)n
− k6y3, (4.2.3)

dy4

dt
=

k7y5(y3 − y4)

J7 + y3 − y4

− k8[mad]y4

J8 + y4

− k6y4, (4.2.4)

dy5

dt
= k9my1(1− y5)− k10y5. (4.2.5)

Donde: y1 = [CycB] y y2 = [Cdh1]; son los promedios de concentración (gramos
de proteína por gramo de la masa celular total), respectivamente de la ciclina B que es
un representante de las Cdk y la histona 1 que es representante del APC. Las k′s son
tazas de reacción constantes y las J ′s son constantes de Michaelis, m representa la masa
celular. Los términos en la ecuación 4.2.1 representan la síntesis y degradación de CycB,
con una tasa de degradación constante que depende de la actividad del Cdh1. Los términos
de la ecuación 4.2.2 representan la activación y la desactivación de Cdh1, formulado como
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una tasa de Michaelis-Menten. Suponemos que el total de la concentración de Cdh1 es
constante y escalada a 1 y que J3 y J4 son ambas mucho menor que 1. El Cdh1 es activado
por un “activador” genérico al que llamaremos A, en el modelo [63] se muestra como A se
relaciona con la concentración de retinoblastoma no fosforilado.

y3 =[Cdc20T ] ; es la concentración total de Cdc20.
y4 =[Cdc20A] ; es la concentración activa de Cdc20.
y5 =[IEP] ; es la concentración hipotética de una “enzima intermediaria”, cuya concen-

tración total está escalada a 1.
Para completar este modelo primitivo del ciclo celular, se añade una ecuación diferen-

cial para el crecimiento de la célula

dm

dt
= µm(1− m

m∗
). (4.2.6)

Donde m∗ es el tamaño máximo al que una célula puede crecer sin dividirse y µ es la
tasa específica de crecimiento de la célula, la ecuación para m está tomada del artículo [69]
donde aparece como ecuación 6.

Las ecuaciones 4.2.1 y 4.2.2, forman un sistema con bifurcación, para cierto intervalo
de valores en los parámetros se tienen tres puntos de equilibrio hiperbólicos, los cuales
son dos nodos estables y una silla, la cual desaparece para valores fuera del intervalo de
parámetros, dejando en cada caso sólo un nodo estable, ver [69]. Para m = 0.3. Las puntos
de equilibrio son (0.039, 0.97), (0.10, 0.36), (0.90, 0.0045) y en un par de casos extremos
cuando m = 0.1 se tiene un nodo estable en (0.038684, 0.99401) y para m = 0.6 se tiene
también un nodo estable (0.9519, 0.0020). De aquí que se propusiera una simplificación del
ciclo celular a un sistema dinámico discreto, haciendo G1= (0, 1), S= (1, 1), G2= (1, 0)
y M= (0, 0) la justificación para M es que justo en la mitosis ambos químicos, las CDK´s
y el APC están en sus niveles normales y ambos son bajos al comienzo del nuevo ciclo
celular en cada célula hija. Fuera del ciclo celular normal el estado (0, 0) estará asociado a
la muerte celular, esto sucede cuando el control (difusión de oxígeno) obliga a la célula a
entrar en apoptosis.

El efecto de la hipoxia en el ciclo celular, ha sido asociado con la proteína p27, la
cual inhibe la actividad del complejo ciclinas-CDK (Cyc-CDK), y por lo tanto inhibe la
síntesis de ADN. Gardner y colaboradores [26] muestran evidencias experimentales que la
producción de p27 es estimulada por hipoxia, entonces la hipoxia detiene la transición de
G1/S. La hipoxia causa una sobre expresión de p27, el cual regula la actividad del complejo
ciclinas-CDK, el cual a su vez, estimula el progreso normal del ciclo cruzando la transición
Start (ver [26] y [61] para una descripción completa). Esto justifica el uso de la difusión de
oxígeno como parámetro de control para el ciclo celular.
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4.3. Ecuación de Difusión acoplada a un

Autómata Celular
El modelo que se plantea en esta sección supone que la animación suspendida es in-

ducida por la extracción del oxígeno y que la decisión que el organismo toma debida a
ésta pérdida, sólo depende de la concentración y de la velocidad con la que se difunde
el oxígeno. El artículo “Oxygen deprivation causes suspended animation in the zebrafish
embryo” , elaborado por Pamela A. Padilla y Mark B. Roth [49], sirve como sustento ex-
perimental a este trabajo.

El modelo considera a la sucesión de puntos: (0, 1) → (1, 1) → (1, 0) → (0, 0) →
(0, 1), como ciclo celular normal, es decir bajo condiciones normales de oxígeno. Si la
concentración de oxígeno es más baja del 85 % de su concentración normal, entonces las
células del embrión toman una decisión en términos de la velocidad con la que la concen-
tración de oxígeno decae. Si la velocidad con la que decae la concentración de oxígeno es
más alta que cierto parámetro entonces la decisión es muerte celular. En términos bioló-
gicos significa que el organismo no tuvo tiempo de adaptar su metabolismo a las condi-
ciones de su entorno y muere, en términos del sistema discreto significa que el ciclo celular
se modifica para tener al (0, 0) como punto fijo, esto es: (0, 1) → (0, 0); (1, 1) →
(0, 0); (1, 0) → (0, 0); (0, 0) → (0, 0). Por otra parte si la concentración de
oxígeno decae con una velocidad menor que cierto parámetro, la decisión del organismo
es la animación suspendida, en este caso el ciclo celular se modifica para tener a los pun-
tos (0, 1) y (1, 0) como puntos fijos, los cuales están identificados con G1 y G2, esto es:
(0, 0)→ (0, 1); (0, 1)→ (0, 1); (1, 1)→ (1, 0); (1, 0)→ (1, 0).

Por lo tanto, el modelo evalúa la concentración promedio de oxígeno en cada célula
antes de actualizar la etapa del ciclo celular, si la concentración está por arriba de cierto
umbral entonces la célula se mantiene en su ciclo celular. Si la concentración está por
debajo del umbral evalúa la rapidez con la que decayó la concentración, entonces toma
una decisión: si la rapidez es menor o igual que el umbral de la rapidez entonces el ciclo
celular se modifica para tener por puntos fijos a (0, 1) y (1, 0), lo cual significa que la célula
entró en animación suspendida; si la rapidez supera el umbral entonces el ciclo se modifica
para tener al (0, 0) como atractor, biológicamente esto representa que el organismo no tuvo
tiempo de adaptar su metabolismo y sus células mueren.

Con respecto a la difusión de oxígeno, se resuelve la ecuación de difusión

∂u

∂t
= ν

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
; en un dominio cuadrado D := {0 ≤ x, y ≤ 1}.

Con condiciones iniciales

u(x, y, t0) = 208000, ∀(x, y) ∈ Do (Interior de D).
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Y condiciones de frontera

u(x, y, t) =

{
−16000(t− 13), Si t0 ≤ t ≤ 13

0, Si t > 13
, ∀(x, y) ∈ Γ (Frontera de D).

Donde u es la concentración de oxígeno [O2], las unidades de u son partes por millón
(ppm), ν > 0.

Las condiciones iniciales se tomaron de la información contenida en el artículo [49],
dado que los embriones están en una solución acuosa en un plato petri, se consideró el
porcentaje de oxígeno presente en el agua (en el artículo [49] le llaman normoxia, 20.8 %)
y para fines de cálculo numérico se multiplicó por 10000 y se utilizó como condición inicial
de la difusión de oxígeno. Además las condiciones de frontera se tomaron bajo la siguiente
lógica. En el artículo [49] se reporta que tardaron aprox. 2 hrs. en llevar la concentración
de oxígeno a cero a las 13 hrs. posfertilización se tiene la mayor cantidad de embriones
en animación suspendida. Entonces se consideró que el porcentaje de oxígeno se escapa
por la frontera de forma lineal hasta llegar a cero en 13 horas, también se consideró que
el embrión está en la etapa 16-células se observó que el embrión se encuentra en la etapa
llamada segmentación, esto es, que la célula fertilizada se divide por cuarta vez y por tanto
hay 24 = 16 células.

En cuanto a la difusión el modelo, se puede resumir en el siguiente diagrama:

[O2] ≥ p⇒

(0, 1)

G1
→

(1, 1)

S

↑ ↓
(0, 0)

M
←

(1, 0)

G2

ciclo celular
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[O2] < p
↗
↘

[O2]
′ ≤ c⇒

(0, 1)

G1

(1, 1)

S

↑ ↓
(0, 0)

M

(1, 0)

G2

animación suspendida

[O2]
′ > c⇒

(0, 1)

G1

(1, 1)

S

↓ ↙
(0, 0)

M
←

(1, 0)

G2

muerte celular

Entonces el modelo actualiza el estado de la célula i al tiempo t, st(i), a partir de la
concentración de oxígeno en la célula i y del estado de las vecinas. Ahora la decisión del
estado st+1(i) depende del número de células con estatus 0, 1, 2. En este trabajo se consi-
dera que las células pueden morirse (estatus 0) incluso si la concentración de oxígeno está
por arriba del umbral, esto es debido a lo reportado en los experimentos, de alguna manera
el organismo se sincroniza para matar sus células cuando las condiciones del medio no
le son favorables y por lo tanto algunas de sus células mueren y mandan una señal a sus
vecinas de hacer lo mismo. No pasa así con la animación suspendida ya que es necesario
que la concentración de oxígeno esté por debajo del umbral y que dos o más de sus vecinas
estén suspendidas o bien que la concentración de oxígeno esté por debajo del umbral y
que la velocidad con la que disminuye sea menor que el umbral de velocidad, [O2]

′ ≤ c,
entonces la célula toma el estatus 1. Cuando la concentración de oxígeno está por arriba o
es igual que el umbral toma como estatus 2. Ahora las células sólo pueden suspenderse si
están vivas. Además las células que entran en apoptosis toman el estatus 0 y permanecen en
este estado por el resto del experimento lo que implica que cuando se reintroduce oxígeno,
sólo las células suspendidas cambian su estatus a 2 cuando la concentración de oxígeno es
mayor o igual que el umbral. Entonces el estatus de cada célula se obtiene bajo la siguiente
regla
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st+1(i) =



0,
(Si en t su estatus es 0) o ([O2] < p y [O2]

′ > c) o

(2 o más vecinas tienen estatus 0).

1,
(Si en t su estatus no es 0) y ([O2] < p y [O2]

′ ≤ c) o

([O2] < p y 2 o más vecinas tienen estatus 1).

2, (Si en t su estatus no es 0) y ([O2] ≥ p).

donde

st+1(i) =


0, significa apoptosis

1, significa animación suspendida

2, significa ciclo celular normal

st+1(i), debe leerse el estatus al tiempo t+ 1 de la i-ésima célula.
La regla de evolución que modela el acoplamiento entre la difusión de oxígeno y la

dinámica celular, se muestra en la siguiente tabla

Estatus Dinámica celular

0 (0, 1)→ (0, 0); (1, 1)→ (0, 0); (1, 0)→ (0, 0); (0, 0)→ (0, 0).

1 (0, 0)→ (0, 1); (0, 1)→ (0, 1); (1, 1)→ (1, 0); (1, 0)→ (1, 0).

2 (0, 1)→ (1, 1)→ (1, 0)→ (0, 0)→ (0, 1).

4.4. Conclusiones
La propuesta metodológica que se hace en este capítulo se basa en la experiencia de

laboratorio de Padilla y Roth [49] y en el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias que modelan el ciclo celular [69],[62]. La propuesta considera la animación
suspendida y su reversibilidad cuando las condiciones ambientales son favorables para el
organismo (concentraciones normales de oxígeno). La diferencia entre este modelo y los
modelos continuos es que éste simula el fenómeno a dos escalas una “pequeña” en donde
se resuelve el problema de difusión y otra “grande” donde se modela el comportamiento de
las células que componen un organismo. La formulación del modelo tiene en cuenta un em-
brión de pez cebra en etapa de 16-células, ya que en ésta es capaz de sobrevivir a la hipoxia
entrando en animación suspendida. La sincronización de las células es esencialmente la
causa de la capacidad de sobrevivir a la hipoxia entrando en animación suspendida.



Capítulo 5

Frentes de Sincronización sobre Medios
Excitables

5.1. Introducción
El objetivo principal de este capítulo es mostrar una ecuación diferencial parcial cuya

solución admite una onda viajera para simular el comportamiento de una señal, la cual
viaja sincronizando un conjunto de bacterias. Se demuestra la existencia de una órbita
heteroclínica que caracteriza la solución de tipo onda viajera.

Los modelos utilizados para estudiar los impulsos eléctricos neuronales se desarro-
llaron paralelamente a los del sistema cardíaco. El cerebro y el corazón del humano son
ejemplos de medios excitables los cuales están estimulados por impulsos bioeléctricos, es
decir, provocados por reacciones químicas.

Entre los trabajos pioneros se encuentran los de Van der Pol y Van der Mark [11]
quienes desarrollaron sistemas matemáticos para describir la actividad rítmica del corazón
y su relación con las señales del electrocardiograma. Posteriormente Neumann y Ulam de-
sarrollaron autómatas celulares para crear modelos multicelulares con distintas finalidades.
Casi simultáneamente, los trabajos de Hodgkin y Huxley [32] marcaron un hito histórico al
desarrollar la descripción del potencial de acción de fibras nerviosas. Estos investigadores
utilizaron sistemas de ecuaciones diferenciales para cuantificar los flujos de corriente a
través de la membrana, así mismo, describieron el comportamiento de los canales iónicos
de sodio y potasio en función del potencial de membrana.

En las siguientes secciones 2 y 3 se presenta un breve repaso del modelo de Hodgkin-
Huxley y FitzHugh-Nagumo como marco teórico del estudio de medios excitables. En la
sección cuatro se propone una ecuación de onda no lineal que exhibe una solución de tipo
onda viajera, la cual será identificada como la actividad sincronizada de un conjunto de
bacterias que simulan un medio excitable.

48



49

5.2. El Modelo de Hodgkin-Huxley
Los fenómenos eléctricos forman parte esencial de la fisiología de las células nerviosas.

Esto se conoce por lo menos desde el siglo XVIII, en la década de 1780-90 Luigi Galvani
en la Universidad de Bolonia, mostró que la aplicación de corrientes eléctricas provoca una
acción neuromotora (contracciones), en las ancas de ranas 1. Más adelante a mediados del
siglo XIX se constató que la acción nerviosa y muscular no se debe a la circulación de co-
rrientes eléctricas a través de las fibras nerviosas, sino que son causadas por las variaciones
de la diferencia de potencial eléctrico (voltaje), a través de la membrana celular.

Las primeras investigaciones de Alan Lloyd Hodgkin y Andrew Fielding Huxley comen-
zaron en 1939 en la Universidad de Cambridge [31] y ya trataban sobre potenciales de ac-
ción registrados en el interior de una fibra nerviosa pero fue hasta mediados del siglo XX
que hubo avances significativos que definirían la forma en la que se entienden los medios
excitables. Con base en una serie de experimentos Hodgkin y Huxley estudiaron el com-
portamiento de las corrientes iónicas de Sodio (Na+) y Potasio (K+) en el axón gigante del
calamar atlántico (Loligo vulgaris), lo cual les permitió registrar corrientes iónicas estimu-
ladas por una corriente externa. Los primeros cuatro artículos en la serie resumen una haz-
aña experimental en la que se desarrollaron nuevas técnicas para caracterizar propiedades
electrofisiológicas. En 1952 se publica el artículo final de la serie, en éste los investigadores
propusieron un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales, conocido hoy en día
como modelo Hodgkin-Huxley [32], que describe la dinámica del potencial de membrana
de una neurona ante la acción de una corriente aplicada [47]. Por este logro, fueron galar-
donados con el Premio Nobel en la Fisiología y la Medicina en 1963.

En el modelo de Hodgkin-Huxley [32] se denota por I la corriente de membrana, la
cual toma el sentido positivo hacia el exterior del axón. La corriente I(t) se compone de dos
elementos, el flujo de iones individuales que pasan a través de la membrana y la variación
en el tiempo del potencial, es decir, la contribución de la capacitancia de la membrana. Así
que

I(t) = C
dV

dt
+ Ii, (5.2.1)

donde C es la capacitancia y Ii es la contribución del movimiento de iones a través de la
membrana. Sobre la base de la observación experimental de Hodgkin y Huxley tomaron

Ii = INa + IK + IL, (5.2.2)
= gNam

3h(V − VNa) + gKn
4(V − VK) + gL(V − VL),

1Al mismo tiempo en Inglaterra Erasmus Darwin llegaba a las mismas conclusiones. Este hecho aparente-
mente simple fue trascendental en la forma de pensar de la humanidad, ya que esto probó experimentalmente
que el movimiento orgánico (la animación) era posible sin alma, es decir sin “ánima”.
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donde V es el potencial, INa, IK , IL son respectivamente las corrientes de sodio, potasio y
las fugas de corriente; IL es la contribución de todos los otros iones que contribuyen a la
corriente. Las g´s son conductancias constantes, por ejemplo, gNam3h es la conductancia
del sodio y VNa, VK y VL son las constantes de los potenciales de equilibrio. Las m, n y h
son variables acotadas por 0 y 1, las cuales son determinados por las siguientes ecuaciones
diferenciales

dm

dt
= αm(V )(1−m)− βm(V )m, (5.2.3)

dn

dt
= αn(V )(1− n)− βn(V )n,

dh

dt
= αh(V )(1− h)− βh(V )h,

donde las α y β son funciones de V (determinadas experimentalmente. Ver [32] donde
se ajustan a los datos con funciones exponencial). αn(V ) y αm(V ) son cualitativamente
similares a (1 + tanhV )/2, mientras que αh(V ) es cualitativamente como (1− tanhV )/2,
lo cual funciona como un interruptor de apagado si V es moderadamente grande. Si una
corriente aplicada Ia(t) se impone a la ecuación (5.2.1) ésta se convierte en

C
dV

dt
= −gNam3h(V − VNa)− gKn4(V − VK)− gL(V − VL) + Ia. (5.2.4)

El sistema formado por las ecuaciones (5.2.4) y (5.2.3) es el modelo de 4-ecuaciones que
fue analizado por Hodgkin y Huxley [32].

Si Ia = 0, el estado de reposo del modelo (5.2.4) y (5.2.3) es linealmente estable pero
excitable. Es decir, si la perturbación del estado de equilibrio es lo suficientemente grande
hay una gran excursión de las variables en su espacio de fase antes de volver al estado
de equilibrio. Si Ia 6= 0 existe un rango de valores donde ocurren disparos repetitivos,
es decir, el mecanismo característico de un ciclo límite. Ambos tipos de fenómenos se han
observado experimentalmente. Debido a la complejidad del sistema se han propuesto varios
modelos más simples los cuales capturan las características clave del sistema completo. El
más conocido y empleado en la modelación es el de FitzHugh-Nagumo (Fitzhugh [19] en
1961 y Nagumo et al. [48] en 1962).

5.3. El Modelo de FitzHugh-Nagumo
El modelo de FitzHugh-Nagumo provee un escenario de complejidad mínima para en-

tender el fenómeno de la excitabilidad. Si bien es cierto que las características más sobre-
salientes del potencial de acción y su dinámica, fueron modeladas satisfactoriamente por
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Hodgkin y Huxley con su sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales, la com-
plejidad matemática dificulta demasiado su análisis. Con el afán de comprender la esencia
dinámica del fenómeno de excitabilidad, FitzHugh [19] construyó un sistema mínimo (dos
ecuaciones diferenciales) basado en la ecuación de Van der Pol [11]. Por esta razón, el
análisis de órbitas en el espacio fase se vuelve fundamental para comprender el modelo
que se presentará en la sección cuatro de este capítulo. Dado que en el modelo FitzHugh-
Nagumo una de las ecuaciones es no lineal el examen del sistema tampoco es trivial, sin
embargo, el hecho de que la otra ecuación sea lineal y de que el sistema sea de dimensión
dos, facilita su estudio. En [46] y [54] se puede encontrar un análisis minucioso del mo-
delo. El objetivo de esta sección es mostrar las características más importantes del modelo
FitzHugh-Nagumo.

Las escalas de tiempo para m,n y h en (5.2.3) no son todas del mismo orden. La es-
cala de tiempo para m es mucho más rápida que las otras, entonces es razonable suponer
que es suficientemente rápida tal que inmediatamente está relajada en el valor determinado
por dm

dt
= 0 en (5.2.3). Si además se hace h = h0, una constante, el sistema seguirá man-

teniendo muchas características observadas experimentalmente. El resultado es un modelo
de 2-variables en V y n el cual puede aproximarse cualitativamente por el siguiente sistema
adimensional

dv

dt
= f(v)− w + Ia,

dw

dt
= bv − γw, (5.3.1)

f(v) = v(a− v)(v − 1),

donde 0 < a < 1, b y γ son constantes positivas. Aquí v es cómo el potencial de membrana
V, y w tiene el papel de las tres variables m,n y h en (5.2.3).

Las intersecciones de las ceroclinas del sistema (5.3.1) son los puntos de equilibrio del
sistema, para diferentes valores en los parámetros a, b y γ, se pueden tener 1, 2 o 3 puntos
de equilibrio. En la Figura 5.1 se muestra la simulación numérica del plano fase del sistema
(5.3.1) para a = 0.25, b = γ = 0.002, Ia = 0. El punto rojo indica el punto de equilibrio
(v0, w0) = (0, 0), observe que la órbita hace un recorrido por el espacio de fase antes de
llegar al equilibrio (Figura 5.1). La matriz linealización A del sistema (5.3.1) alrededor del
punto de equilibrio (v0, w0) es

A =

[
∂V
∂v

∂V
∂w

∂W
∂v

∂W
∂w

]
(v,w)=(v0,w0)

=

[
−3v2 + 2(a+ 1)v − a −1

b −γ

]
,

los valores propios de A

1

2

(
(2− 3v)v + a(2v − 1)− γ ±

√
−4b+ ((2− 3v)v + a(2v − 1) + γ)2

)
.
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Figura 5.1: Simulación numérica del modelo FitzHugh-Nagumo. (Derecha) Soluciones del
sistema (5.3.1) en el caso autónomo (Ia = 0). Observe que ambas soluciones tienden a cero
cuando t → ∞. (Izquierda) Ceroclinas del sistema (5.3.1) en el caso autónomo (Ia = 0).
El (0, 0) es el punto de equilibrio hiperbólico asintóticamente estable.

Evaluando en v = v0 se tiene: {−0.241655, −0.0103453} ambos reales negativos, por
lo tanto el punto de equilibrio es hiperbólico y asintóticamente estable.

Al igualar a cero las ecuaciones (5.3.1) se encuentran las ecuaciones de los estados de
equilibrio, las curvas que quedan así determinas en el espacio estados (v, w) son llamadas
curvas ceroclinas del sistema (5.3.1).

f(v)− w + Ia = 0, f(v) = v(a− v)(v − 1), (5.3.2)
bv − γw = 0 (5.3.3)

Obsérvese que al fijar los parámetros a y γ y variar Ia la ceroclina cúbica se traslada hacia
arriba sobre el eje w y al mantener fijos a e Ia y variar γ tiene por consecuencia variar la
pendiente de la ceroclina recta.
Combinando las ecuaciones (5.3.2), se puede igualar w en ambas para obtener

f(v) + Ia =
b

γ
v,

sean h, Φ unas funciones definidas por

h(v) = Φ(v) + Ia, Φ(v) = f(v)− b

γ
v. (5.3.4)
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Para encontrar valores extremos de h, se debe resolver la ecuación h′(v) = 0

h′(v) = −3v2 + 2(1 + a)v − a− b

γ
= 0

⇔ v =
1 + a±

√
(1− a)2 + a− 3b

γ

3

(5.3.5)

Sean v1 = 1+a−
√
δ

3
y v2 = 1+a+

√
δ

3
, con δ = (1− a)2 + a− 3b

γ
.

Si δ > 0, h(v) tiene un máximo en I1 = Φ(1+a+
√
δ

3
) y un mínimo en I2 = Φ(1+a+

√
δ

3
),

dependiendo de la relación entre I1, I2, I existen uno, dos o tres puntos de equilibrio. La
estabilidad de estos puntos de equilibrio depende de los valores en los parámetros 0 < a <
1, b, Ia y γ.

Si Ia < I1 o Ia > I2, entonces existe un solo punto de equilibrio, ver Figura 5.2.

Si Ia = I1 o Ia = I2, entonces existen dos puntos de equilibrio, ver Figura 5.3.

Si I1 < Ia < I2, entonces existen tres puntos de equilibrio, ver Figura 5.4.

Además si δ < 0, h(v) es decreciente, entonces existe un único punto de equilibrio
para todo valor de Ia. Si δ = 0, h(v) tiene un punto de inflexión en v = 1+a

3
. h(u) es

decreciente y existe un único punto de equilibrio para todo valor de Ia. Los valores I1 y
I2 son umbrales para los que aparece un ciclo límite a través de una bifurcación de Hopf.
Se puede encontrar un estudio completo del modelo, de los puntos de equilibrio y de su
estabilidad en [46], [54].

Los valores en los parémetros a = 0.25, b = 0.0005, γ = 0.002 y cambiando los
valores de Ia para tener respectivamente las Figuras 5.2, 5.3, 5.4, con Ia = 0.06, Ia =
0.0625, Ia = 0.063. Los valores umbrales de Ia son I1 = 0.0625 y I2 = 0.0648148. Ver
Apéndice B.4.

Esta compleja dinámica del modelo FitzHugh-Nagumo (5.3.1) captura las caracterís-
ticas principales del modelo propuesto por Hodgkin-Huxley (ecuaciones (5.2.3),(5.2.4)) y
las más importantes de los medios excitables.
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Figura 5.2: Simulación numérica del modelo FitzHugh-Nagumo. 0 < Ia < I1. (Izquierda)
La curva azul es la solución para v en (5.3.1). La curva roja es la solución paraw. (Derecha)
La curva roja es la ceroclina cúbica, la recta verde es la ceroclina recta, su intersección es
el punto de equilibrio estable del sistema (5.3.1). En azul la órbita desde el mismo punto
inicial que en la izquierda, observe que sólo hay un punto de equlibrio.
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Figura 5.3: Simulación numérica del modelo FitzHugh-Nagumo. Ia = I1. (Izquierda) La
curva azul y roja son respectivamente las soluciones de v y w del sistema (5.3.1). (Derecha)
Observe en el diagrama de fase que hay dos puntos de equlibrio.

Figura 5.4: Simulación numérica del modelo FitzHugh-Nagumo. I1 < Ia < I2. (Izquierda)
Solución del sistema (5.3.1). (Derecha) Observe que en este caso existen tres puntos de
equilibrio.
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5.4. Dinámica Química de Osciladores Sincronizados
En biología una amplia gama de mecanismos intracelulares involucran osciladores sin-

cronizados que rigen procesos fisiológicos fundamentales, tales como somitogénesis, la
función cardíaca, la respiración, la secreción de insulina y los ritmos circadianos [8], [13],
[27], [33], [38], [57], [72], [74]. Típicamente, la sincronización ayuda a estabilizar el com-
portamiento de una red de elementos intrínsecamente ruidosos y poco fiables [10]. Hay un
interés considerable en el uso de la biología sintética para recrear la bioquímica subyacente
al comportamiento celular y las reacciones que rigen la regulación génica y señalización.

Danino et. al., en [10] observan frentes de activación que sincronizan a un conjunto de
bacterias de Escherichia coli. La dinámica de tales frentes puede entenderse como sigue.
Debido a que la molecula de señalización acil-homoserina lactona (AHL) es barrida por el
flujo de fluidos y es degradada internamente por AiiA, que es una enzima específica para
la degradación de AHL, una pequeña colonia de células individuales no pueden producir
suficiente inductor para activar la expresión a partir del promotor luxI (promotor de AHL).
Sin embargo, una vez que la población alcanza un nivel crítico de densidad, hay una “ráfa-
ga” de la transcripción de los promotores LuxI, que resulta en mayores niveles de LuxI,
AiiA y proteína verde fluorescente (GFP). Como AiiA se acumula, se empieza a degradar
AHL, y después de un tiempo suficiente, los promotores vuelven a su estado inactivado.
La producción de AiiA es entonces atenuada, lo que permite otra ronda de la acumulación
de AHL y otra ráfaga de los promotores. Esta dinámica, es escencialmente, la oscilación
en las concentraciones de un par de agentes, uno activador (AHL) y otro inhibidor (AiiA)
sobre un medio excitable isotrópico como lo es el conjunto denso de bacterias [10].

Existe un cambio de escala espacial importante: de una célula a muchas (quizás millo-
nes) de células y, en este caso, hay que indicar la forma como éstas se acoplan. Considé-
rese la célula i de un conjunto de n ∈ N células, tal que sólo se considera, de su dinámica
intracelular, la concentración u de AHL y está dada por

ü = f(u, u̇), con f(·, ·) : R× R→ R. (5.4.1)

Donde f es una función del tipo elegido en las ecuaciones (1.2.1) y (2.2.1), tal que
involucra un oscilador y las interacciones con otros elementos xj . Entonces se tienen n
ecuaciones üi = f(ui, u̇i), (1 ≤ i ≤ n). La sincronización es causada por la interacción
directa de todas estas células, lo cual hace necesario considerar el efecto de las células
vecinas, por el momento sólo se afectan células vecinas adyacentes por derecha e izquierda
omitiendo así las interacciones con las células de arriba y abajo. Entonces

üi = µ(ui−1 + ui+1) + f(ui, u̇i), µ ∈ R+ (5.4.2)
= µ(ui+1 + ui−1 − 2ui) + f(ui, u̇i) + 2µui (5.4.3)
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Observe que en el primer término de la ecuación (5.4.3) se tiene la discretización de la
segunda derivada, dado que n es el número de células y que en este caso se está interesado
en millones de ellas, se puede suponer que n → ∞, pero entonces i crece tanto que la
formulación anterior tiende al continuo, esto es

utt = µuxx + f(u, ut) + 2µu. (5.4.4)

Si ahora se piensa además en la interacciones con las células vecinas de arriba y abajo,
entonces uxx puede sustituirse por el operador de Laplace

(
4 = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2

)
.

La dinámica de la bacteria E. coli descrita antes, puede modelarse como un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales como (5.4.4), definido en un dominio acotado Ω ⊂ R,
de la siguiente forma

utt = µuxx + f(u, ut) + 2µu, en Ω× (0, T ), (5.4.5)
f(u, ut) = (1− u2)ut − u2, (5.4.6)

u = 0 en ∂Ω× (0, T ), (5.4.7)
u|t=0 = u0 ut|t=0 = 0 en Ω. (5.4.8)

Donde u es la concentración de AHL.

5.5. Órbita Heteroclínica
Si existe una solución de tipo onda viajera, entonces se puede escribir

u(x, t) = u(z), z = x− ct, (5.5.1)

en la ecuación (5.4.5) donde c es la velocidad de la onda. Entonces, u(x, t) = u(x− ct) =
u(z), z = x− ct . Por la regla de la cadena

∂u

∂t
=
∂u

∂z

∂z

∂t
=
∂u

∂z
(−c) = −cdu

dz
,

∂2u

∂t2
=

∂

∂t

(
−c∂u

∂z

)
= −c

(
∂

∂z

∂u

∂z

∂z

∂t

)
= −c

(
∂2u

∂z2
(−c)

)
= c2

d2u

dz2
,

∂u

∂x
=
∂u

∂z

∂z

∂x
=
∂u

∂z
(1) =

du

dz
,

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

∂u

∂z
=

∂

∂z
=
∂u

∂z

∂z

∂x
=
∂2u

∂z2
(1) =

d2u

dz2
.

(5.5.2)
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Si se emplea la forma de onda viajera (5.5.1) en la ecuación (5.4.5) y se utiliza (·)′ ≡ d
dz

,
entonces u(z) satisface

c2u′′ = µu′′ + f(u, u′) + 2µu. (5.5.3)

Entonces, por la forma de f en la ecuación (5.4.6)

u′′ =
1

c2 − µ
[(1− u2)u′ − u2 + 2µu] (5.5.4)

Sea u′ = v, entonces la ecuación (5.5.4) se puede escribir como el siguiente sistema de
primer orden

u′ = h1(u, v) = v, (5.5.5)

v′ = h2(u, v) =
1

c2 − µ
[(1− u2)v − u(u− 2µ)]. (5.5.6)

Se puede estudiar el comportamiento de u en forma de onda viajera en el plano fase
(u, v). Una solución de tipo frente de onda es una donde u tiene un valor al final, es decir,
cuando z → −∞ y es otro valor en el estado estacionario cuando z →∞. En la situación
espacial, los puntos de equilibrio son u = 0 y u = 2µ, respectivamente estable e inestable.
Entonces

ĺım
z→∞

u(z) = 0, ĺım
z→−∞

u(z) = 2µ. (5.5.7)

Esto sugiere que se busca una solución de tipo frente de onda para la cual 0 ≤ u ≤ 2µ
con u > 0, ya que u < 0 carece de significado físico. Observe la Figura 5.5 se encuentra
el diagrama del espacio de parámetros y en la Figura 5.6 un dibujo del plano fase con una
órbita heteroclínica, es decir, una órbita que conecta un punto de equilibrio inestable con
otro estable. Ver Apéndice B.5.
El sistema formado por las ecuaciones (5.5.5), (5.5.6), tiene dos puntos de equilibrio, a
saber el (0, 0) y (2µ, 0). Para everiguar su estabilidad se calcula la matriz jacobiana y se
evalua en los puntos de equilbrio

A =

[
∂h1

∂u
∂h1

∂v

∂h2

∂u
∂h2

∂v

]
. Sea A1 = A|u=0,v=0, A2 = A|u=2µ,v=0.

Las matrices A1, A2 son

A1 =

[
0 1
2µ
c2−µ

1
c2−µ

]
A2 =

[
0 1
−2µ
c2−µ

1−4µ2

c2−µ

]
. (5.5.8)
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Figura 5.5: Espacio de Parámetros. La elección de los parámetros determina la estabilidad
de los puntos de equilibrio. Observe las ecuaciones (5.5.9) y (5.5.10).

Figura 5.6: Dibujo del plano fase. Una solución de tipo onda viajera está caracterizada por
una órbita heteroclínica, es decir, una órbita que conecta un punto de equlibrio inestable
con otro estable.
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Figura 5.7: Órbita Heteroclínica. El punto de equilibrio (punto en rojo) es una silla y el
punto de equilibrio de la deracha es un nodo estable, la curva que los conecta es la órbita
heteroclínica.

Sea ∆ = 1 + 8(c2 − µ)µ, δ = c2 − µ, entonces los valores propios λ de los puntos de
equilibrio son

(0, 0) : λ± :
1±
√

∆

2(c2 − µ)
⇒


∆ ≥ 0 Nodo

{
δ < 0 Estable

δ > 0 Inestable

∆ < 0 Foco

{
δ < 0 Estable

δ > 0 Inestable

(5.5.9)

(1, 0) : λ± :
1− 4µ2 ±

√
1− 8c2 + 16µ4

2(c2 − µ)
⇒ Silla. (5.5.10)

Observe en la Figura 5.7 la simulación numérica del sistema (5.5.5), (5.5.6). Los puntos
rojos son respectivamente de derecha a izquierda, el punto de equilibrio (0, 0) que es un
nodo estable y (2µ, 0). La curva que los une es la órbita heteroclínica la cual sale del punto
silla y llega al nodo estable. Ver apendice B.5.
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5.6. Conclusiones
En este capítulo se hace un estudio de medios excitables en fenómenos biológicos desde

el marco que proveen las ecuaciones diferenciales. Durante el desarrollo de las secciones
2 y 3 quedó claro el alto grado de complejidad de los sistemas biológicos, y cómo los
modelos matemáticos presentados son capaces de recuperar la dinámica más importante
del fenómeno en cada caso.

La sección 4 y 5 se dedicaron a presentar un modelo que simula la generación espontá-
nea de orden en un cúmulo de osciladores que forman un medio excitable. Este es el caso de
un cultivo de bacterias que se sincronizan bajo el estimulo de un frente de onda. El modelo
propuesto es el resultado de la síntesis de la dinámica química reportada por Danino et. al.
en [10]. La ecuación de onda no lineal que se propone es, en efecto, adecuada para simular
tal frente como se pudo demostrar en la sección 5. El análisis de estabilidad mostró que
existe una solución de tipo onda viajera que es el frente de activación reportado en [10].
La sincronización de la activación de las bacterias es entonces la forma de frente de onda
viajera que se recupera en la ecuación propuesta como modelo.



Conclusiones y Perspectivas

En esta tesis se estudia la sincronización como la emergencia espontánea de auto or-
ganización en sistemas dinámicos. La principal aportación de este documento es la mode-
lación cualitativa de los componentes determinantes de cada fenómeno presentado, lo cual
permite entender los mecanismos que subyacen en la repentina aparición de orden.

Desde el punto de vista del fenómeno, dichos ejemplos muestran entes individuales
interactuando con similares, lo que tiene por resultado el comportamiento coherente del
colectivo. Desde el punto de vista de los sistemas complejos, son osciladores no lineales
acoplados que generan patrones espacio-temporales. La modelación en esta tesis se hace
con ecuaciones diferenciales, ésta se puede resumir como la sucesión de las siguientes
etapas:

Elegir un fenómeno como objeto de estudio,

Analizar las componentes determinantes del fenómeno,

Escribir las ecuaciones que recuperen la dinámica de interés,

Estudiar los mecanismos que promueven la sincronización.

En el capítulo 1 se muestra que la sincronización es un fénomeno persistente, através de
algunos ejemplos se analiza la bioluminiscencia sincronizada de un conjunto de cuatro
luciérnagas, matemáticamente esto significó considerar diferentes formas de acoplamiento
entre los osciladores y lo observado es que la auto organización del conjunto persiste a
pesar de los cambios en la forma de acoplarse.
Si bien, en el capítulo 1 se explora la sincronización en diferentes acoplamientos, de for-
ma natural surgía la pregunta de cómo afectaría la calidad en la comuncicación entre os-
ciladores teniendo un acoplamiento dado. Por lo tanto, en el capítulo 2 se estudia la on-
togenia de los ritmos circadianos presentes en el metabolismo de un acocil (un tipo de
langostino).
En el capítulo 2 se muestra que la intensidad o moderación de las interacciones entre los
ritmos individuales, de hecho, facilitan o no la sincronización. La calidad en la difusión
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entre ritmos. Este experimento es una realidad en el ciclo de vida del acocil, las ecuaciones
del modelo propuesto en este capítulo recuperan la ontogenia del ritmo circadiano.
El capítulo 3 presenta un ejemplo de sincronización no biológico donde el orden emerge
producto de la comunicación mecánica entre dos metrónomos, en este ejemplo se encuentra
un control de tiempo óptimo capaz de moverlos en fase en el menor tiempo posible.
En el capítulo 4 la sincronización es causada por la coexistencia de algunos procesos que
actúan simultáneamente en distintas escalas espaciales. La interacción entre partes que
detona la sincronización está dada por un sistema dinámico discreto determinado por la
difusión de un agente.
En el capítulo 5 la interacción entre entes individuales se lleva al límite de estudiarlos
como un medio continuo. Se considera la sincronización de un cúmulo de bacterias que se
activan cuando una onda viajera las recorre. Se prueba la existencia de tal frente de onda
en una ecuación diferencial parcial de tipo onda no lineal que simula la concentración de
un químico que avanza por el conjunto de bacterias.

La tesis presenta la modelación matemática mediante ecuaciones diferenciales de una
variedad considerable de ejemplos, sin embargo esta característica es también una limita-
ción. La sincronización engloba muchos fenómenos que no han sido considerados aquí, la
posible adhesión de otras ramas de matemática a los análisis podría representar una mejor
aproximación a la comprensión de este fenómeno. La profundidad con la que se estudia
cada fenómeno puede ser considerara como somera, sin embargo el tratamiento que se dio
a los fenómenos permite hacer conclusiones relevantes y novedosas en cada ejemplo. En
cualquier caso un estudio a fondo podrá convertirse en una extensión de esta tesis.
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Apéndice A

Teoría de Control

A.1. Teoremas de Análisis Funcional
Se necesitan algunas herramientas de análisis funcional, entre las cuales está el teorema

de Krein-Milman, el teorema de Alaoglu y algunas definiciones.

Definición A.1.1. Conjunto de Controles Admisibles. Sea A ⊆ Rm, el conjunto de con-
troles admisibles está denotado por A es:

A = {ααα(·) : [0,∞)→ A | ααα(·) es medible}.

Notación.

L∞ = L∞(0, t; Rm) = {ααα(·) : (0, t)→ Rm | sup
0≤s≤t

|ααα(s)| <∞}.

‖ααα‖L∞ = sup
0≤s≤t

|ααα(s)|.

Definición A.1.2. Sea αααn ∈ L∞ para n = 1, . . . y ααα ∈ L∞. Se dice que αααn converge a ααα
en sentido débil∗, escrito cómo

αααn
∗
⇀ααα,

dado que ∫ t

0

αααn(s) · v(s)ds→
∫ t

0

ααα(s) · v(s)ds

cuando n→∞, para todo v(·) : [0, t]→ Rm que satisfaga
∫ t

0
|v(s)|ds <∞.

El siguiente teorema caracteriza la compacidad en sentido débil∗ para L∞:
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Teorema A.1.1. Teorema de Alaoglu. Sea αααn ∈ A, n = 1, . . .. Entonces existe una sub-
sucesión αααnk

y ααα ∈ A, tal que
αααnk

∗
⇀ααα.

Definición A.1.3. (i) El conjunto K es convexo si para todo x, x̂ ∈ K y todo número
real 0 ≤ λ ≤ 1,

λx+ (1− λ)x̂ ∈ K.

(ii) Un punto z ∈ K se llama extremo si no existen puntos x, x̂ ∈ K y 0 < λ < 1 tal que

z = λx+ (1− λ)x̂.

Teorema A.1.2. Teorema de Krein-Milman. Sea K un subconjunto convexo, no vacío
de L∞, el cual es compacto en la topología débil∗. Entonces K tiene al menos un punto
extremo.

A.2. Funcional de Pago
A continuación se muestra la forma apropiada del funcional de pago para un problema

de punto final fijo y tiempo libre. Dado un control ααα(·) ∈ A, se resuelve el sistema{
ẋ(t) = f(x(t),ααα(t)) (t ≥ 0)

x(0) = x0.
(A.2.1)

Suponga que el conjunto objetivo es un punto x1 ∈ Rn, se introduce entonces el sigu-
iente funcional de pago

P [ααα(·)] =

∫ τ

0

r(x(t),ααα(t))dt (A.2.2)

donde r : Rn × A → R es el pago corriente y τ = τ [ααα(·)] ≤ ∞ denota el primer tiempo
para el cúal la solución golpea el punto x1.

Dado un punto inicial x0 ∈ Rn el problema de tiempo óptimo se encarga de encontrar
el control óptimo ααα∗(·) tal que

P [ααα∗(·)] = máx
ααα(·)∈A

P [ααα(·)].

Entonces

τ ∗ = −P [ααα(·)] es el menor tiempo posible para llegar al objetivo.
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Para el problema de encontrar el control óptimo que sincronice en el menor tiempo
posible a los metrónomos se toma r ≡ 1 en la ecuación (A.2.2), entonces se tiene el
funcional de pago

P [ααα(·)] = −
∫ τ

0

1 dt = −τ. (A.2.3)

A.3. Hamiltoniano
Para introducir la función Hamiltoniana adecuada para la teoría de control es necesario

observar el problema básico de cálculo de variaciones y la ecuación de Euler-Lagrange.
Sea L : Rn × Rn → R una función suave, L = L(x, v); L se llama el Lagrangiano. Sean
T > 0, x0, x1 ∈ Rn dados.

El problema básico del cálculo de variaciones. Es encontrar una curva x∗ : [0, T ]→
Rn que minimice el funcional

I[x(·)] :=

∫ T

0

L(x(t), ẋ(t))dt (A.3.1)

entre todas las funciones x(·) que satisfacen x(0) = x0 y x(T ) = x1.
Notación. L = L(x, v) con x se denota la posición y v la velocidad. Las derivadas

parciales de L son:

∂L

∂xi
= Lxi

,
∂L

∂vi
= Lvi

(1 ≤ i ≤ n),

entonces se escribe

∇xL := (Lx1 , Lx2 , . . . , Lxn), ∇vL := (Lv1 , Lv2 , . . . , Lvn).

La importancia del teorema de Euler-Lagrange A.3.1 es que si podemos resolver la
ecuación, entonces la solución de nuestro problema básico de cálculo de variaciones (suponien-
do que exista) será una de las soluciones de la ecuación de Euler-Lagrange. Observe que
la ecuación (A.3.2) es un sistema cuasi-lineal de segundo orden con n ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

Teorema A.3.1. Teorema de Euler-Lagrange. Sea x∗(·) solución del problema de cálculo
de variaciones. Entonces, x∗(·) es solución de la ecuación de Euler-Lagrange

d

dt
[∇vL(x∗(t), ẋ∗(·))] = ∇xL(x∗, ẋ∗(·)). (A.3.2)

Se puede consultar una demostración completa de este resultado en [16]. Ahora la in-
tención es escribir la ecuación de Euler-Lagrange (A.3.2) como un sistema de primer orden,
esto se logra con la definición del sistema hamiltoniano. Sea p(t) = ∇vL como sigue:
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Definición A.3.1. Para una curva dada x(·), se define

p(t) := ∇vL(x(t), ˙x(t)) (0 ≤ t ≤ T ).

a p se le llama el momento generalizado.

Una hipótesis importante. Supongase que para todo x, p ∈ Rn, se puede resolver la
ecuación

p = ∇vL(x, v) (A.3.3)

para v en términos de x y de p; es decir, que se puede resolver la identidad (A.3.3) para
v = v(x, p).

Definición A.3.2. Sistema Dinámico Hamiltoniano. Se define H : Rn × Rn → R como

H(x, p) = p · v(x, p)− L(x, v(x, p)) (A.3.4)

para v defina como arriba, ecuación (A.3.3).

Notación. Las parciales de H son

∂H

∂xi
= Hxi

,
∂H

∂pi
= Hpi

(1 ≤ i ≤ n),

y se escribe
∇xH := (Hx1 , . . . , Hxn), ∇pH := (Hp1 , . . . , Hpn).

Teorema A.3.2. Teorema Dinámica Hamiltoniana. Sea x(·) solución de la ecuación de
Euler-Lagrange (A.3.2) y sea p como en la ecuación (A.3.3). Entonces el par (x(·),p(·))
es solución de la ecuación de Hamilton:{

ẋ(t) = ∇pH(x(t),p(t))
ṗ(t) = −∇xH(x(t),p(t))

(A.3.5)

además, la función t→ H(x(t),p(t)) es constante.

Se puede consultar una demostración completa de este resultado en [16]. El Principio
del Máximo de Pontryagin, afirma la existencia de una función p∗(·), tal que, junto con la
trayectoria óptima x∗(·) satisface un análogo de teorema de Hamilton (A.3.2). Para ello,
será necesario un hamiltoniano adecuado:

Definición A.3.3. El Hamiltoniano de Teoría de Control. El Hamiltoniano adecuado
para la teoría de control es

H(x, p, a) := f(x, a) · p+ r(x, a) (x, p ∈ Rn, a ∈ A). (A.3.6)

En vista de la elección de r y el funcional de pago (ver (A.2.3)) para la sincronización
en el menor tiempo posible de los metrónomos se tiene que el Hamiltoniado adecuado es

H(x, p, a) = f · p+ r = f · p− 1. (A.3.7)
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A.4. Principio del Máximo de Pontryagin
El problema de control con punto final fijo y tiempo libre. Dado un controlααα(·) ∈ A,

se resuelve el respectivo sistema de evolución{
ẋ(t) = f(x(t),ααα(t)) (t ≥ 0)

x(0) = x0.
(A.4.1)

Supongase que el conjunto objetivo es un punto x1 ∈ Rn dado y se toma el funcional
de pago (A.2.2) y el hamiltoniano adecuado para la teoría de control (A.3.6). Entonces la
forma apropiada del teorema del Principio del Máximo de Pontryagin es:

Teorema A.4.1. Teorema del Principio de Máximo de Pontryagin. Suponga que ααα∗(·)
es el control óptimo para (A.4.1), el funcional de pago (A.2.2) y x∗(·) es la trayectoria
correspondiente. Entonces existe una función p∗ : [0, τ ∗]→ Rn tal que

ẋ∗(t) = ∇pH(x∗(t),p∗(t),ααα∗(t)),

ṗ∗(t) = −∇xH(x∗(t),p∗(t),ααα∗(t)),

y
H(x∗(t),p∗(t),ααα∗(t)) = máx

a∈A
H(x∗(t),p∗(t), a) (0 ≤ t ≤ τ ∗)

además,
H(x∗(t),p∗(t),ααα∗(t)) ≡ 0 (0 ≤ t ≤ τ ∗).

Aquí τ ∗ denota el primer tiempo en que la trayectoria x∗ golpea el conjunto objetivo x1.
Se llama x∗(·) el estado del sistema controlado óptimamente y p∗(·) el co-estado.

La demostración de este resultado puede consultarse en [16].



Apéndice B

Scripts de las Simulaciones Numéricas

Observación. Todas las simulaciones han sido realizadas en el programa Matlab 7.0 a
continuación se presentan los scripts que permiten recuperar las figuras presentadas en los
capítulos 1-5. Para reproducirlos se debe copiar el script en una hoja del editor de Matlab
7.0 y guardar en la carpeta “work”, escribir (o copiar y pegar) en la ventana de comando
las líneas que el script indique en cada caso.

B.1. Luciérnagas
La Figura 1.3 es la solución numérica del sistema (1.2.1) para el arreglo cuadrado con

diagonal 1. En este experimento numérico se simuló la sincronización de un conjunto de
4 luciérnagas si una de ellas se sobre exige en esfuerzo por brillar sin hacer caso de las
otras, entonces se encontró que las tres se sincronizan independientemente del esfuerzo de
la primera.

function yprime=lucidiaguno(t,y);
%definición de ctes. k debe ser mayor que 1/36*(9*mu^2+20+sqrt(2281))
k=2.26;
g=7; %poner en lugar de k, algún número mayor que k
mu=1;
a12=1/2; a13=1; a14=1/2;
a21=1/2; a23=1/2; a24=1;
a31=1; a32=1/2; a34=1/2;
a41=1/2; a42=1; a43=1/2;
%definición sistema
yprime=[y(2);

-g*y(1)+a12*y(3)+a13*y(5)+a14*y(7)+mu*(1-y(1)^2)*y(2);
y(4);
a21*y(1)-k*y(3)+a23*y(5)+a24*y(7)+mu*(1-y(3)^2)*y(4);
y(6);
a31*y(1)+a32*y(3)-k*y(5)+a34*y(7)+mu*(1-y(5)^2)*y(6);
y(8);
a41*y(1)+a42*y(3)+a43*y(5)-k*y(7)+mu*(1-y(7)^2)*y(8)];

%poner en la ventana de comando
%y0=[0 0 1 0 1 0 0 1];
%tspan=[0,50];
%[t,y]=ode45(@lucidiaguno,tspan,y0);
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%plot(t,y(:,1),’r’,t,y(:,3),’b’,t,y(:,5),’b’,t,y(:,7),’b’)
%para mostrar una gráfica como la de la tesis, poner en la ventana
%de comando las siguientes líneas
%p=plot(t,y(:,1),’r’);
%hold on
%plot(t,y(:,3),’b’,t,y(:,5),’b’,t,y(:,7),’b’)
%set(p,’linewidth’,1.5);
%q=xlabel(’Tiempo’);
%w=ylabel(’Luminosidad’);
%legend(’x1’,’x2’,’x3’,’x4’);
%r=title(’Sincronización de tres luciérnagas en un conjunto de cuatro’);
%set(r,’fontsize’,16);
%set(q,’fontsize’,16);
%set(w,’fontsize’,16);

La Figura 1.4 es la gráfica donde se considera un arreglo espacial en línea para las
luciérnagas pero que además entre ellas sólo pueden ver a lo más a dos competidoras.

function yprime=lucimiopes(t,y);
%definición de ctes. k debe ser mayor que 1/36*(9*mu^2+20+sqrt(2281))
k=1.87;
mu=1;
a12=1; a13=0; a14=0;
a21=1; a23=1; a24=0;
a31=0; a32=1; a34=1;
a41=0; a42=0; a43=1;
%definición sistema
yprime=[y(2);

-k*y(1)+a12*y(3)+a13*y(5)+a14*y(7)+mu*(1-y(1)^2)*y(2);
y(4);
a21*y(1)-k*y(3)+a23*y(5)+a24*y(7)+mu*(1-y(3)^2)*y(4);
y(6);
a31*y(1)+a32*y(3)-k*y(5)+a34*y(7)+mu*(1-y(5)^2)*y(6);
y(8);
a41*y(1)+a42*y(3)+a43*y(5)-k*y(7)+mu*(1-y(7)^2)*y(8)];

%poner en el prompt
%y0=[1 0 1 0 1 1 0 0];
%tspan=[0,100];
%[t,y]=ode45(@lucimiopes,tspan,y0);
%plot(t,y(:,1),’b’,t,y(:,2),’r’,t,y(:,3),’g’,t,y(:,4),’m’,

t,y(:,5),’c’,t,y(:,6),’k’,t,y(:,7),’y’,t,y(:,8),’--’)
%Para una gráfica igual a la de la tesis
%p=plot(t,y(:,1),’b’,t,y(:,3),’g’,t,y(:,5),’k’,t,y(:,7),’r’);
%set(p,’linewidth’,2);
%q=xlabel(’Tiempo’);
%w=ylabel(’Luminosidad’);
%legend(’x1’,’x2’,’x3’,’x4’);
%r=title(’Sincronización de la actividad

luminosa de un conjunto de 4 luciérnagas’);
%set(r,’fontsize’,16);
%set(q,’fontsize’,16);
%set(w,’fontsize’,16);

La Figura 1.5, es la solución del sistema (1.2.1) considerando que el arrelo espacial que
forman las luciérnagas es un cuadrado de lado 1.

function yprime=fireflievdplsqrt(t,y);
%definición de ctes. k debe ser mayor que 1/4*(mu^2+10)
k=2.76;
%g=9; %g debe ser algún número mayor que k
mu=1;
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%definición sistema
yprime=[y(2);

-k*y(1)+y(3)+1/2*y(5)+y(7)+mu*(1-y(1)^2)*y(2);
y(4);
y(1)-k*y(3)+y(5)+1/2*y(7)+mu*(1-y(3)^2)*y(4);
y(6);
1/2*y(1)+y(3)-k*y(5)+y(7)+mu*(1-y(5)^2)*y(6);
y(8);
y(1)+1/2*y(3)+y(5)-k*y(7)+mu*(1-y(7)^2)*y(8)];

%poner en la ventana de comando
%y0=[1 0 1 0 1 1 0 0];
%tspan=[0,50];
%[t,y]=ode45(@fireflievdplsqrt,tspan,y0);
%Para una gráfica igual a la de la tesis
%p=plot(t,y(:,1),’r’,t,y(:,3),’g’,t,y(:,5),’k’,t,y(:,7),’b’);
%q=xlabel(’Tiempo’);
%w=ylabel(’Luminosidad’);
%legend(’x1’,’x2’,’x3’,’x4’);
%r=title(’Sincronización de la actividad luminosa

de un conjunto de 4 luciérnagas’);
%set(p,’linewidth’,1.5);
%set(r,’fontsize’,16);
%set(q,’fontsize’,16);
%set(w,’fontsize’,16);

B.2. Ritmos Circadianos
El siguiente script recupera las Figuras 2.3, 2.4, 2.5 respectivamente para diferentes

valores en µ en la solución numérica del sistema (2.2.1).

function yprime=celulasultradianas(t,y);
%definición de parametros.
M=0.3;% figura 2.3
M=0.9;% figura 2.4
M=1;% figura 2.5
mu=0.2;
d=1/sqrt(sqrt(2));
k=2.9;
a12=1; a13=d; a14=1;
a21=1; a23=1; a24=d;
a31=d; a32=1; a34=1;
a41=1; a42=d; a43=1;
%definición sistema
yprime=[y(2);

mu*(1-y(1)^2)*y(2)-k*y(1)+M*(a12*y(3)+a13*y(5)+a14*y(7));
y(4);
mu*(1-y(3)^2)*y(4)-k*y(3)+M*(a21*y(1)+a23*y(5)+a24*y(7));
y(6);
mu*(1-y(5)^2)*y(6)-k*y(5)+M*(a31*y(1)+a32*y(3)+a34*y(7));
y(8);
mu*(1-y(7)^2)*y(8)-k*y(7)+M*(a41*y(1)+a42*y(3)+a43*y(5))];

%poner en el prompt
% y0=[1 1 1 0 0 1 0 1];
% tspan=[0,50];
% [t,y]=ode45(@celulasultradianas,tspan,y0);
%para mostrar una gráfica como la de la tesis
%p=plot(t,y(:,1),’r’,t,y(:,3),’g’,t,y(:,5),’k’,t,y(:,7),’b’);
%set(p,’linewidth’,1.5);
%q=xlabel(’Tiempo’);
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%w=ylabel(’Amplitud del ritmo’);
%legend(’x1’,’x2’,’x3’,’x4’);
%r=title(’Sincronización de ritmos ultradianos’);
%set(r,’fontsize’,16);
%set(q,’fontsize’,16);
%set(w,’fontsize’,16);

B.3. Metrónomos
Considere el experimento de sincronizar un par de metrónomos sobre una base móvil

que se mueven libremente, entonces las ecuaciones de movimiento están dadas por la
ecuación (3.2.7) con α = 0. La simulación numérica de la Figura 3.3 es la solución del
sistema (3.2.10).

function yprime=metrode(t,y,c);
%definición de ctes.
mu=c(1); theta0=c(2); alpha1=c(3); alpha2=c(4);
gamma=c(5); beta=c(6); alpha=c(7);
%definición sistema
yprime=
[y(2);
1/2*((y(4)-y(2))*mu*(((y(3)-y(1))/(2*theta0))^2-1)-(y(2)+y(4))*mu*
(((y(1)+y(3))/(2*theta0))^2-1))+alpha2*sin(1/2*(y(3)-y(1)))-
alpha1*sin(1/2*(y(1)+y(3)));
y(4);
(y(2)+y(4))*(gamma*(cos(y(1))+cos(y(3)))-1/2*mu*
(((y(1)+y(3))/(2*theta0))^2-1))+(y(4)-y(2))*
(beta*(cos(1/2*(y(3)-y(1))))^2-1/2*mu*
(((y(3)-y(1))/(2*theta0))^2-1))-
alpha1*sin(1/2*(y(1)+y(3)))-alpha2*sin(1/2*(y(3)-y(1)))+2*alpha];
%poner en la ventana de comando
%y0=[0.5*(-pi/3-pi/4) 0.5*(pi/10-pi/12) 0.5*(-pi/3+pi/4) 0.5*(pi/10+pi/12)];
%y0=[0 2*pi/10 0 0]; %antifase
%tspan=[0,500];
%c=[0.010 0.39 1+10^-3 1-10^-3 0.011/2 0.011 0];
%[t,y]=ode45(@metrode,tspan,y0,[],c);
%%para tener la figura de la tesis, copiar las sig lineas en la
%%ventana de comando
%p=plot(t,y(:,1),’blue’,t,y(:,2),’red’,t,y(:,3),’green’,t,y(:,4),’magenta’);
%hold on
%q=xlabel(’Tiempo’);
%w=ylabel(’Diferencia de posición y velocidad’);
%legend(’y1=x1-x3’,’y2=x2-x4’,’y3=x1+x3’,’y4=x2+x4’);
%r=title(’Sincronización de un par de Metrónomos’);
%set(r,’fontsize’,16);
%set(q,’fontsize’,16);
%set(w,’fontsize’,16);

La Figura es la solución numérica del sistema (3.2.10), buscando intencionalmente la sin-
cronización en antifase. Para obtener esta gráfica se debe elegir la condición inicial de
antifase en el script de arriba.

Las Figuras 3.5 y 3.6 son la solución del sistema (H) cuando se aplica el control α∗ (ver
la ecuación (3.3.4)). Para obtener la Figura 3.5 se debe elegir la condición inicial marcada
con “fig3.5” y para la Figura 3.6 la condición inicial “fig3.6” en el script que se muestra a
continuación.
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function yprime=signode(t,y);
%definición de ctes.
c=[0.010 0.39 1+10^-6 1-10^-6 0.011/2 0.011];
mu=c(1); theta0=c(2); alpha1=c(3); alpha2=c(4);
gamma=c(5); beta=c(6);
%El control óptimo es
%alpha=sign(y(8));
%interviene en la ec de y(4)
%definición sistema
yprime=
[y(2);
1/2*((y(4)-y(2))*mu*(((y(3)-y(1))/(2*theta0))^2-1)-(y(2)+y(4))*
mu*(((y(1)+y(3))/(2*theta0))^2-1))+alpha2*sin(1/2*(y(3)-y(1)))-
alpha1*sin(1/2*(y(1)+y(3)));
y(4);
(y(2)+y(4))*(gamma*(cos(y(1))+cos(y(3)))-1/2*mu*
(((y(1)+y(3))/(2*theta0))^2-1))+(y(4)-y(2))*
(beta*(cos(1/2*(y(3)-y(1))))^2-1/2*mu*(((y(3)-y(1))/(2*theta0))^2-1))-
alpha1*sin(1/2*(y(1)+y(3)))-alpha2*sin(1/2*(y(3)-y(1)))+sign(y(8,:));
1/2*y(6)*(alpha1*cos(1/2*(y(1)+y(3)))+alpha2*cos(1/2*(y(3)-y(1)))+
mu/(theta0^2)*(y(1)*y(2)+y(3)*y(4)))-y(8)*(beta-1/2*(y(4)-y(2))*
sin(y(1)-y(3))-gamma*(y(2)+y(4))*sin(y(1))-1/2*
alpha1*cos(1/2*(y(1)+y(3)))+1/2*alpha2*cos(1/2*(y(3)-y(1)))-
mu/(2*theta0^2)*(y(2)*y(3)+y(1)*y(4)));
-y(5)+1/2*y(6)*(mu/(2*theta0^2)*(y(1)^2+y(3)^2-4*theta0^2))-
y(8)*(gamma*(cos(y(1))+cos(y(3)))-
beta*(cos(1/2*(y(3)-y(1))))^2-mu/(2*theta0^2)*y(1)*y(3));
y(6)*(1/2*alpha1*cos(1/2*(y(1)+y(3)))-1/2*alpha2*cos(1/2*(y(3)-y(1)))+
mu/(2*theta0^2)*(y(2)*y(3)+y(1)*y(4)))-y(8)*
(-beta-1/2*(y(4)-y(2))*sin(y(1)-y(3))-gamma*(y(2)+y(4))*sin(y(3))-
1/2*alpha1*cos(1/2*(y(1)+y(3)))-1/2*alpha2*cos(1/2*(y(3)-y(1)))-
mu/(2*theta0^2)*(y(1)*y(2)+y(3)*y(4)));
mu/(2*theta0^2)*y(6)*y(1)*y(3)-y(7)-y(8)*
(gamma*(cos(y(1))+cos(y(3)))+beta*(cos(1/2*(y(3)-y(1))))^2-
mu/(2*theta0^2)*(y(1)^2+y(3)^2-4*theta0^2))];
%poner en la ventana de comando (para obtener las graficas de la tesis)
%y0=[pi/4-pi/10 0 pi/4+pi/10 0 0.1 -0.3 0.2 -0.4];%fig3.5
%y0=[-pi/3-pi/4 pi/7-pi/12 -pi/3+pi/4 pi/7+pi/12 0.1 -0.3 0.2 -0.4];%fig3.6
%tspan=[0,30];
%[t,y]=ode15s(@signode,tspan,y0);
%plot(t,y(:,1),’-’,t,y(:,2),’.’)

B.4. Ceroclinas y Soluciones de FitzHugh-Nagumo
La Figura 5.1 representa el caso autónomo, se puede recuperar con el siguiente script

eligiendo Ia = 0. Las Figuras 5.2, 5.3, 5.4 son resultado de la misma combinación de
parámetros en a = 0.25, b = 0.0005, γ = 0.002 en el sistema (5.3.1), pero diferentes
valores en Ia, los valores umbrales en este caso son I1 = 0.0625, I2 = 0.0648148. En cada
caso se debe emplear el valor adecuado de Ia en el siguiente script

function yprime=fitzhughnagumo(t,y);
%definición de ctes.
a=0.25;
b=0.0005;
g=0.002;
%I=0;%un equilibrio (caso autónomo I_{a}=0.)
I=0.06; %un equilibrio
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%I=0.0625;%dos equilibrios
%I=0.063;%tres equlibrios
%I1=0.0625 I2=0.0648148
%definición sistema
yprime=[y(1)*(a-y(1))*(y(1)-1)-y(2)+I;

b*y(1)-g*y(2)];
%poner en la ventana de comando
% y0=[0.26 0];
% tspan=[0,5000];
% [t,y]=ode45(@fitzhughnagumo,tspan,y0);
% Para graficar como en la tesis copiar y pegar en
% la ventana de comando las sig lineas
%subplot(1,2,1)
%plot(t,y(:,1),’b’,t,y(:,2),’r’,’LineWidth’,2),axis([-500 5000 -0.3 1.2]),grid on
%xlabel(’tiempo adimensional t’)
%ylabel(’v (curva en azul), w (curva en rojo)’)
%title(’Soluciones del sistema FHN’)
%subplot(1,2,2)
%plot(y(:,1),y(:,2),’bx’),grid on
%xlabel(’v’)
%ylabel(’w’)
%title(’Plano Fase y Ceroclinas’)
%hold on;
%a=0.25;
%b=0.0005;
%g=0.002;
%I=0.06;
%j=[-0.2:0.01:1.1];
%l=(b/g)*j;
%k=a*j.*j-j.*j.*j-a*j+j.*j+I;
%plot(j,l,’g’,j,k,’r’,’LineWidth’,1.5),axis([-0.3 1.2 -0.02 0.18])
%hold off;

B.5. Órbita Heteroclínica
El espacio de parámetros de la Figura 5.5 muestra en la curva azul la gráfica de la

ecuación c2−µ = 0 y en verde la gráfica de la ecuación 1 + 8(c2−µ)µ = 0. El espacio de
parámetros facilita identificar de la estabilidad de los puntos de equilibrio, ver ecuaciones
(5.5.9) y (5.5.10). Las curvas fueron dibujadas utilizando la instrucción “ezplot” de Matlab
7.0, la cual permite hacer gráfica de funciones implícitas.

figure; hold on;
h=ezplot(’c.^2-m’,[0 2 0.0000001 4]);
j=ezplot(’c.^2 - (8*m.^2 - 1)/(8*m)’,[0 2 0.0000001 4]);
set(h, ’Color’,’b’,’LineWidth’,2);
set(j, ’Color’,’g’,’LineWidth’,2);

La simulación numérica de la órbita heteroclínica 5.7 se realizó en “pplane6.m” de Matlab
7.0 con las siguientes ecuaciones

x’ = y
y’ = 1/(c^2-m)*((1-x^2)*y-x^2+2*m*x)

Con los valores en los parámetros c = 0.7 y m = 0.5.
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