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RESUMEN

En esta primera parte se presenta la teoria del operador proyector
definido en un subespacio de E™, el cual es la suma lineal de sub-
espacios de E™. Ademads, se dan representaciones explicitas de los
proyectores en términos de las matrices que generan los subespacios
y de sus matrices inversas generalizadas. Dado que el operador
proyector esta definido sélo sobre un subespacio de E™, se tratard
también su extension a todo el espacio E™. En la segunda parte se
presentaran aplicaciones de tal representacion, y aplicaciones de la
matriz inversa generalizada.
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REPRESENTACION DEL OPERADOR PROYECTOR POR MATRICES INVERSAS GENERALIZADAS

1. SUBESPACIO SUMA DIRECTA

En esta seccion se introduce el concepto de subespacio suma directa de
subespacios, asi como algunos resultados de tal subespacio, los cuales se
usan a lo largo del trabajo.

Denotaremos por E™ el espacio euclidiano m-dimensional, es decir, un
espacio vectorial real de dimensién finita dotado con un producto interno.

Definicién 1.1. Sean V},V,, ..., V) subespacios del espacio E™. El subes-
pacio suma lineal de V,V;, ..., V) se define como

Vi+Vo+---+V,={ala=a;+---+a, donde o;€V;}.

La siguiente definicién generaliza el concepto de independencia lineal
entre vectores a subespacios.

Definicién 1.2. Sean V|, V;,...,V, subespacios del espacio E™. Se dice
que los subespacios Vi, V,, ..., V, son independientes si

o +--+a, =0 donde o; €V
implica que cada «; es el vector 0.

Teorema 1.1. Sean V|, V,, ..., V), subespacios de E™ y sea V| +Vy+---+V),
su suma lineal. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Los subespacios V|, Vs, ..., V.. son independientes;
b) Se cumple la relacion

VinWi+ -+ Vi + Vi +-- 4+ V) = {0},
para todo j tal que 1 < j < k.

Demostracion: Supéngase que los subespacios V|, V,,..., V) son indepen-
dientes y sea

por lo que
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Entonces, tenemos
O=a—-a=a;+ - +a;_+(—qa;) taj,+ +aq

y, como por hipétesis los subespacios son independientes, tenemos que cada
vector o es el vector 0, entonces o = 0. Esto implica que

Vinit-+ Vi + Vi + -+ V) = {0}
Ahora, supéngase que se cumple la relacién
Vjm(V1+““|'Vj_1+Vj+1+“'+Vk):{O}

y se tiene
ap+--+a,=0 con o €V,

Sea p el mayor entero j tal que «; es distinto del vector 0. Entonces

ap = (_al) +eee (_apfl) + (_ap+1) +eee (_ak)v

que es un vector no nulo en

VnVi+-+V, 1+ Vo +--+ V) =0,

lo cual nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto a; = 0 para todo
j (1 < j < k), y concluimos que los k subespacios Vi, V,,...,V, son
independientes. u

Como consecuencia del teorema 1.1 se tiene que si Vi, V;,,..., V) son

subespacios independientes, entonces tales subespacios cumplen la relacién
VNV, = {0}, sid # .
La suma lineal de subespacios independientes recibe un nombre especial.

Definicién 1.3. Sean V|, V5, ..., V), subespacios de E™. El subespacio suma
lineal V; + V5 + --- + V), se denomina suma directa de los subespacios
Vi, Vy, ..., V), si se cumple cualesquiera de las dos condiciones del teo-
rema 1.1. En este caso denotaremos el subespacio suma lineal por

ViV DDV
Al tener el subespacio suma directa de subespacios cada vector de la

suma directa tendra descomposicién unica, como lo muestra el siguiente
teorema.
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Teorema 1.2. Sean V|, V,,..., V), subespacios de E™. La suma lineal de
estos subespacios es suma directa si y solo si cualquier vector € V; +V,+
-+« + V), tiene descomposicion unica en la forma

B=a;+ -+aq, donde «;€V,.

Demostracion: Supéngase que los subespacios Vi, V,,..., V) son indepen-
dientes y que el vector (3 tiene ademas la descomposicién

B=a;+ --+a, donde a;cV,
formemos la diferencia
0=0-pB=(a;—ay)++(a—ay) donde (a; — ;)€ V.
Como los subespacios V},V,, ...,V son independientes se tiene que

entonces ,
a; = oy Vi (i=1,...,k),
por lo que la descomposicién del vector § es unica.
Ahora, supéngase que cualquier vector 5 de V| + V5 + -+ V}, tiene una
Unica descomposicion en la forma

B=a;+ - -+a, donde a;€V,.

Sea a; € Vj, para j =1,...,k, y sea ay + -+ a; = 0. Puesto que 0 € V;
paracada j y 0 = 0+0+4---+0, se sigue que a; = 0 para todo 7, implicando
la independencia de los subespacios V;, V;, ..., V. [ |

Definicién 1.4. Sean V| y V;, subespacios de E™, decimos que V] y V, son
ortogonales si para cualquier par de vectores oy ftalquea € V, y g €V,
se tiene (o, B) = 0. Denotaremos que V] y V; son ortogonales por V| LVj.

En particular, dado cualquier subespacio V de E™, podemos determinar
todos los vectores ortogonales a V. Este conjunto de vectores recibe el
siguiente nombre.

Definicién 1.5. Sea V' un subespacio de E™. Se define el subespacio com-
plemento ortogonal del subespacio V', como el subespacio de todos los vec-
tores § € E™, tales que (o, ) = 0, para todo a € V. Denotamos el com-

plemento ortogonal de V, por V.
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SiVy,V,, ..., V), son subespacios de E™, tales que VLV sii # j, decimos
que son mutuamente ortogonales.

Teorema 1.3. Sean V|, V,, ..., V) subespacios de E™ mutuamente ortogo-
nales, entonces su suma lineal es directa.

Demostracion: Supéngase

Asta e Viyae (V) +---+V,), lo cual implica (o, a) = (o, ) + - +
(aj a5 1) + {aj,a;q) + - + (a;, ), pero por hipdtesis los subespacios
son ortogonales, es decir, <ozj,ap> = 0, para todo p = 1,...,k con p # j,
asi tenemos que (o, a) = 0, de lo que se sigue que o = 0, y asf

Por lo tanto finalmente tenemos el subespacio suma directa de los subespa-
cios V|, V,, ..., V. [ |

2. OPERADOR PROYECTOR Y SUS PROPIEDADES

Sean V] y V, subespacios independientes de E™, tales que V, @V, = E™.
Por la seccion de suma directa, tenemos que cualquier elemento o € E™,
tiene descomposicién unica o = o) + g, donde ay € V| y oy € V;. Denote-
mos por P el mapeo de E™ a V| dado por P(a) = «;. P es un operador
lineal sobre E™.

Definicién 2.1. Al operador P se le denomina el operador proyector sobre
V, alo largo de V.

A continuacién presentamos algunas propiedades del operador proyector.

Teorema 2.1. Un operador P sobre E™ es un operador proyector sobre
algun subespacio V; si, y solo si, es idempotente, es decir, si PP = P.

Demostracion: Sea P el operador proyector sobre V; a lo largo de V,. Si
oy € Vi, la proyeccion de ay sobre V) a lo largo de V;, es «;. Para cualquier
a € E™ | se tiene a = ay +ay, donde oy € V) y ay € V,. Tenemos PP(a) =
P(ay) = oy = P(a), por lo que P es un operador idempotente.
Inversamente, sea P un operador idempotente. Definamos V| como el
conjunto de todos los vectores a € E™, tales que a = P(«) y sea V, el
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conjunto de todos los vectores a« € E™ tales que P(«) = 0; es decir,

Vi = {a € B |P(a) = a)
Vo={a€e E™|P(a)=0}.

Ahora supdéngase o € V] NV, entonces o = 0, asi V], NV, = {0}; ademas,
para cualquier « € E™, se tiene que o = P(a) + (I — P)a. Definamos
ay; = P(a) y ay = (I — P)a, entonces o = o + vy, y se tiene

P(a;) = PP(a) = P(a) = o

por lo que a; € V}, ¥
P(a2) =0,

lo cual implica que oy € V,. Asi V|, +V, = E™. Asi por el teorema 1.1
tenemos V; @V, = E™. Ademds, como o = a; + «, esto implica que

P(a) = P(oy) + Play) =a; +0=oy. (1)

Entonces, por la definicién de operador proyector se tiene de (1) que P es
el operador proyector sobre V; a lo largo de V. ]

Teorema 2.2. Sean V| y V, dos subespacios independientes de E™, tales
que Vi@V, = E™, y sea P un operador lineal sobre E™. Tenemos que P
es el operador proyector sobre V| a lo largo de V,, si y sélo si P satisface

a, siaeV,

Pl)={ @)

0, siaecVy,

Demostracion: Denotemos con P, 5 el operador proyector sobre V; a lo largo
de V5 y con P, | el operador proyector sobre V; alo largo de V;. Sea cualquier
a€ B asi a = a; + ay, donde oy € V] y ay € V. Ahora av = o + g =
Py 5(a)+ Py (), de lo cual obtenemos P(a) = P(Py 5())+P(Py 1 (ay)).
Ademas, tenemos que P, 5(ay) € V] y P, {(ay) € Vy; asi, por la condicién (2)
tenemos

Pla) = P 5(a;) = ag;

asi P(a) = o, con lo que se tiene, por definicién de operador proyector,
que P es el operador proyector sobre V| a lo largo de V5.

Inversamente, sea P el operador proyector sobre V; a lo largo de V,, y
sean los vectores a € V] y ay € Vj, asi se tiene que P(«;) = P(a;+0) = o
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y P(ay) = P(0+ ay) = 0. Entonces P satisface

a, siaeV,
P(a) =

0, siael,,

Denotaremos por I el operador identidad sobre el espacio vectorial E™.

Notemos que si P es el operador proyector sobre V| a lo largo de V),
entonces por el teorema 2.2 tenemos que (I — P) es el operador proyector
sobre V; a lo largo de V;. Ademés, P(I — P) = (I — P)P = 0.

Ahora veremos la relacién entre proyectores y subespacios.

Teorema 2.3. Sean V| y V, subespacios del espacio E™, con subespacios
complementarios W, y Wy, respectivamente; es decir, Vi @W; = E™ y
Vo@ Wy = E™. Sean P, y P, los proyectores sobre V| a lo largo de W y
sobre V, a lo largo de Wy, respectivamente, tales que V| C V5, entonces

P Py(a) = PP (o) = Py ().

Demostracion: Sean ) = I — P}, el proyector sobre W, a lo largo de V/,
y Qy = I — P, el proyector sobre W, a lo largo de V;. Sea cualquier vector
a € E™, como por hipétesis V| C V,, tenemos P, («) € V;, entonces

P2P1:P1- (3)

Ahora, por hipdtesis también se cumple que Wy, C W, entonces de (3)
tenemos ;@ = @5, lo cual implica

(I =P)I =PF)=1-5,

obteniéndose
—P, + PP,=0,
de lo cual tenemos
P, = P,P,. (4)
Asi, de (3) y de (4), obtenemos

P1P2:(P2P1)P2:P2(P1P2):P2P1a

Asi tenemos que PP, = P,P,. [
Ahora presentaremos una clase especial de operador proyector.

Definicién 2.2. Sea V un subespacio del espacio E™, y sea V- su com-

plemento ortogonal. Entonces el operador proyector sobre V a lo largo de
VL, se denomina proyector ortogonal sobre V.
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3. G-INVERSA DE UNA MATRIZ
Un sistema de ecuaciones lineales algebraicas
Ax =y,

donde A es una matriz m X n de rango r < min(m,n), se dice que es
consistente si y s6lo si y € S(A). Si m = n = r, entonces existe una tinica
solucién del sistema Ax =y, la cual estd dada por x = A~ ly, donde A~!
es la matriz inversa de A. Sin embargo, cuando A es rectangular o cuadrada
singular, una representacién simple de una solucién del sistema Ax =y,
en términos de A es més complicada. Brevemente hablando, una matriz
inversa generalizada de A es una matriz AY tal que A9y es una soluciéon
del sistema Ax =y para cualquier y que hace al sistema consistente.

Definicién 3.1. Sea A una matriz de orden m x n de rango r < min(m, n).
La matriz A~ es llamada una matriz inversa generalizada (g-inversa) de
la matriz A si se cumple la siguiente condicion

AAA =A.
Teorema 3.1. Toda matriz tiene una matriz g-inversa.

Demostracion: Sea A una matriz mxn de rango r < min(m, n), asi tenemos
la existencia de dos matrices inversibles T y S tales que

(I(;” g) = TAS. (5)

R:I’”O
0 0/’

H, Hj
donde H;, H, y H;3 son matrices cualesquiera de orden adecuado, se tiene
que la matriz R~ es una matriz g-inversa de la matriz R. Ahora por (5) se

tiene que R = TAS y por ser las matrices T y S inversibles tenemos que
A =T 'RS™!. Definiendo A~ = SR™T, se tiene que la matriz A~ es una

Definamos por

y por
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matriz g-inversa de la matriz A, como se puede ver

AAA =T 'RS7!ISR " TT'RS' =T 'RR RS ! =T 'RS~ ! = A,
[
En lo que resta de esta seccién daremos algunos resultados sobre matrices
g-inversas, los cuales ocuparemos en lo posterior.
El siguiente resultado nos da la relacién existente entre solucién de sis-
temas de ecuaciones consistentes del tipo Ax = y y de las matrices g-
inversas de la matriz A.

Lema 3.1. Si el sistema Ax =y es consistente, entonces A~ es una g-
inversa de A siy solo st ATy es una solucion de Ax =y.

Demostracion: Supéngase que A~ es una matriz g-inversa de la matriz A.
Por hipétesis el sistema Ax =y es un sistema consistente, asi existe x tal
que Ax =y, ahora tenemos

AATy) = AA (y) = AA (Ax) = AA A(x) = Ax =Y,

asi A7y es una solucién del sistema consistente Ax =y.

Denotemos por a; al i-ésimo vector columna de la matriz A, tenemos
que el sistema Ax = a; es un sistema consistente, asi por hipdtesis se tiene
que A~ a; es una solucién de Ax = a;, es decir, AA™a; = a,;, lo anterior se
cumple para todos los vectores columna de la matriz A, asi tenemos

AATA =A. ]

Observacién 3.1. La matriz A~ es una g-inversa de la matriz A si y s6lo
si yA~ es una solucién del sistema xA =y para cualquier y, la cual hace
al sistema consistente.

Por el lema anterior una forma de encontrar expresiones para las solu-
ciones de sistemas de ecuaciones lineales consistentes Ax = y, es encon-
trando una matriz g—inversa de la matriz A.

En la teoria general de matrices g-inversas el objetivo principal es el de
encontrar expresiones para las soluciones de sistemas de ecuaciones consis-
tentes. En este trabajo otro objetivo de utilizar la matriz A ™, g-inversa de la
matriz A, serd la representacion del operador proyector sobre el subespacio
generado por los vectores columna de A.

Denotaremos por Sy(A) al subespacio generado por los vectores fila de
la matriz A, por S(A) al subespacio generado por los vectores columna de
la matriz A y por R(A) a la dimensién de este espacio.
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Observacién 3.2. El subespacio S;(A) y el subespacio S(A) tienen la
misma dimensién.

Definicién 3.2. Sea A una matriz, ésta se denomina idempotente si se
cumple que A = A2

Lema 3.2. Si A~ es una g-inversa de la matriz A, entonces

a) H=AA~ es una matriz idempotente y

b) R(H) = R(A).

Demostracion: a) Por hipétesis A~ es una g-inversa de la matriz A; en-
tonces tenemos

H? = (AA)AA~ = AA~ —H.
b) De (a) tenemos que HA = A. Asi
R(A) > R(AA™)=R(H) > R(HA) = R(A).
Asi R(A) = R(H). ]
Lema 3.3. Si A es una matriz idempotente, entonces R(A) = tr(A).

Demostracion: Supongamos que A es una matriz m X n de rango r <
min(m,n), asi tenemos la existencia de dos matrices inversibles T y S tales

que
I, 0

A=T S.
0 O

Particionemos las matrices T y S de la siguiente manera

S,
T=(T,---Ty) y S=|: |;
Sy
asi tenemos que
S,
I. 0 TS, 0
A= (T ---Ty) | = =T :
(o o= 08 o)
Sy
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asi, tenemos que tr(A) = tr(T;S;). Ademads por ser la matriz A idempo-
tente, y por ser las matrices T y S inversibles tenemos

I 0) (ST, 0
o o/ \ o o)
lo cual implica que tr(I,) = tr(S;T;), asi tenemos que R(A) = r = tr(I,.)

Lema 3.4. Sean B y C matrices tal que el producto BC estd definido.
Entonces

a) Si R(BC) = R(B), entonces C(BC)™ es una matriz g-inversa de la
matriz B.

b) Si R(BC) = R(C), entonces (BC)™B es una matriz g-inversa de la
matriz C.

Demostracion:a) Como S(BC) C S(B), y por hipétesis R(BC) = R(B),
entonces se tiene S(B) C S(BC); asi existe una matriz D tal que B =
BCD. Tenemos que el sistema B = BCD es un sistema consistente, asi,
por el lema 3.1 tenemos que si (BC)~ es una g-inversa de la matriz BC,
la matriz (BC)~ B es una solucién al sistema B = BCD; asi, eligiendo la
matriz D = (BC)™ B, tenemos que

B = BCD = BC(BC) B:;

asi, la matriz C(BC)~ es una matriz g-inversa de la matriz B.

b) Como S;(BC) C S;(C) y por hipétesis R(BC) = R(C), entonces tene-
mos S¢(C) C S;(BC); asi, existe una matriz D tal que C = DBC; pero
eligiendo D = C(BC)~ tenemos que

C =DBC = C(BC) BC,
entonces la matriz (BC)™ B es una matriz g-inversa de la matriz C. [ ]
Lema 3.5. Sean A, B y C matrices tal que el producto CAB estd definido.

Si R(CAB) = R(C), entonces la matriz AB(CAB)™ es una g-inversa de
la matriz C, es decir,

CAB(CAB)C = C, (6)

Asimismo si R(CAB) = R(B), entonces la matriz (CAB) " CA es una

Contenido



REPRESENTACION DEL OPERADOR PROYECTOR POR MATRICES INVERSAS GENERALIZADAS

g-inversa de la matriz B, es decir,
B(CAB) CAB =B, (7)

Demostracion: Por hipdtesis tenemos R(CAB) = R(C), entonces tomando
R(C(AB)) = R(C), del lema 3.4 tenemos que la matriz AB(CAB)~ es
una g-inversa de la matriz C. Similarmente de R((CA)B) = R(B), tenemos
que la matriz (CAB)~ CA es una g-inversa de la matriz B. ]

Anteriormente se dio un resultado que relaciona la g-inversa de la matriz
A con soluciones particulares del sistema de ecuaciones consistente xA =
y. Ahora daremos un resultado para la solucidon general de sistemas de
ecuaciones consistentes del tipo xA =y.

Lema 3.6. Sea A~ una matriz g-inversa de la matriz A de orden m X n.
Ademds sean V y W construidos de la siguiente manera

V = {x:xA =0}

W={x:x=z(I-AA")}.
Entonces se cumple que dim(W) = dim(V).

Demostracion: Tenemos que I — A A~ es una matriz idempotente, asi por el
lema 3.3 se tiene R(I— AA™) =tr(I— AA™). Ademas por la construccién
de W tenemos

dim(W) = dim(S,(I — AA ™))
= dim(S(I— AA"))

=R(I-AA")
=tr(I) — tr(AA™)
=m— R(AA™).

Por otra parte
dim(V) = dim(E™) — dim(Sf(A)) = dim(E™) — dim(S(A)) = m — R(A).

Ademsds, por el lema 3.2 tenemos que R(AA™) = R(A). De lo anterior se
concluye que dim(W) = dim(V'). ]
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Teorema 3.2. Sea A~ una matriz g-inversa de la matriz A. Entonces la
solucion general del sistema de ecuaciones lineales consistente XA = b estd
dada por

x=bA™ +z(I-AA").

Demostracion: Por hipdtesis la matriz A~ es una matriz g-inversa de A;
asi, AAA = A. Sea el sistema xA = b consistente; asi, xA = b implica

(bA7)A = (xAA")A = x(AA~A) = xA = b,

lo cual implica que (bA~)A = b, asi tenemos que una solucién al sistema
consistente XA = b estd dada por x = bA™. Ahora la solucién general al
sistema homogéneo xA = 0 estd dada por x = z(I — AA™) donde z es
un vector arbitrario. Esto lo podemos ver de la siguiente manera: sean los
conjuntos

V = {x:xA = 0},

y
W={x:x=z(I-AA")},

tenemos que x = z(I-AA7)A = 0, lo cual implica que W es un subespacio
de V, y ademds del lema 3.6, tenemos dim(W) = dim(V'), asi W =V, de
lo anterior tenemos que la soluciéon al sistema homogéneo xA = 0 estd
dada por x = z(I — AA™). Por otra parte, sabemos que la solucién gene-
ral de un sistema de ecuaciones no homogéneo estd dada por la suma de
una solucion particular del sistema no homogéneo y la solucién general del
sistema homogéneo. Asi la solucién general al sistema xA = b estd dada
por

x=bA™ +z(I-AA"). ]

4. EXTENSION DE PROYECTORES

En secciones anteriores se traté el operador proyector definido en todo el
espacio euclidiano E™, el cual era formado por la suma directa de dos
subespacios de E™. En esta seccién se trabajara primeramente en un sub-
espacio de E™; tal subespacio sera la suma directa de subespacios de E™.
Se daran las propiedades de los proyectores definidos en dicho subespacio.
El objetivo principal de esta seccién es extender los proyectores definidos
en un subespacio de E™, a todo el espacio E™.

Sean V|, V,,..., V) subespacios independientes de E™ y denotemos el
subespacio suma directa de V|, V,, ..., V. por V|; es decir,

V():Vl@VQ@'“@Vk:
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el cual no sera necesariamente todo el espacio E™.
Denotemos por V(Z-) al subespacio suma lineal de todos los subespacios
excluyendo al subespacio V;; es decir,

=ViD-- PV DV DDV
4.1. Proyectores Definidos en V

Por resultados presentados en el capitulo de suma directa se tiene que
cualquier vector a € V{, tiene una unica descomposicién

a=a;+--+aq donde «; €V,

Definicién 4.1. Sea a € V|, el mapeo de o a a; determina un operador
Pj'(j) sobre V), el cual es llamado el operador proyector sobre V] a lo largo
Al tener los k subespacios independientes V;, ..., V;, formamos el subes-
pacio suma directa Vj, asi obtenemos k operadores Py 1y, Py (9), - - -, P i)
sobre Vj. A continuacién daremos las propiedades de estos & operadores.

Lema 4.1. El operador proyector Pz-'(i) definido en el subespacio Vj, tiene
las siguientes propiedades

a) P, ) es lineal en Vy;
b) P, (Z) es idempotente en Vy;

c) YF 1P es la identidad en V);
d) P 10 (]—Oszz#jenvo

Demostracion: a) Sean 3, 35 € Vj, lo cual implica que o = a,3; + a3, €
Vo, asi o se puede descomponer como, o = oy + -+ - + o, donde «; € V.
Por la definicién de P, (;), se tiene P, (Z)( a) =aq,; «; €V, lo cual implica
Py iy(a181 + agfBs) = a. (8)
Ahora como 3,35 €'V,
ﬂ1=a1+-~~—|—a;€, donde «a; €V,
By=aj+-+a, donde «; €V,
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asi que
P () (51) = 04; y P (ﬁz)
Ahora ) )
a By = aoq + -+ agoy, 9)
entonces .
Pi.(i)(alﬁl) = a0y = a1 By (81,
similarmente,
ayy = ago/ll +o a20¢;, (10)
entonces

b (3) (azﬁz) = a204 = G2P (52)
Asi de (9) y (10), obtenemos

a = a0+ ayBy = ajay + - +ajap + ayal + -+ ayay
= a1 Py )(B1) + -+ ay By (B1) + Py (1y(B2) + -+ + ay Py, 1y (B2)
= (a1 Py 1)(B1) + @y Py (1)(Ba)) + -+ + (a1 Py 1y (By) + ag By (1) (B2))

con (a1 P, ;)81 + ayP; (;yB;) € V;. Ahora como a € V, éste tiene descom-
posicién Unica, asi tenemos

o; = a1 Py (y(By) + ayP; ()(By),

pero de (8) se tiene que a; = P; (;y(a18; + ay;), lo cual implica,

P, () (a18y + agBy) = a1 P, 5y(By) + ag P (;y(Bs).

Asi el operador proyector es un operador lineal.
b) Por la definicién de operador proyector PZ-‘(Z-)7 se cumple que para todo

B; € V; se tiene P, ;) (8;) = B;, asi tenemos para cualquier 3 € V),

P (P y(B)) = Py (5y(B;) = B; = Py (3(B).

Por lo tanto ,
Py = Py

c¢) Sea (3 € Vj, entonces § = 3, + - -- + [3;, donde §; € V;. Ahora

!
Y Piy(B) =Py y(B) + -+ Py (B) =61+ + B = B

=1
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Asf concluimos que 5, P, (;y es la identidad en V.
d) Por la definicién de P, iy y de P}y se tiene que para cualquier 3 € V
se cumple

By @y (Piy(B) = Priy(Bj) = Poy(0+ -+ B;+---+0) = 0.
Entonces
PP =0 st i#] =

Teorema 4.1. El operador P definido en V), es el operador proyector sobre
Vi a lo largo de V(Z-) si y sélo si P satisface

P(a) =

o, siaeV,
{ (1)

0, sia€e ‘/(l)
Demostracion: Sean v € V; y B € V{;), entonces tenemos

a=0+-+0+a+0+-+0
B=0i+ - +Ba+0+5 0+ +5

por hipdtesis P es el operador proyector sobre V; a lo largo de ‘/'(i); asi, se
cumple

Pla)=PO0+---4+04+a+0+---40) = a,
P(ﬂ):P(ﬂl+"'+5i—1+0+5i+1+"'+ﬁk):0‘
Entonces:

a, siaeV,

Pla) = {O, si € Viy.

Sean Pl.(l)» e »Pk.(k) los proyectores sobre V; a lo largo de V(i), respec-
tivamente. Como V=V, @ --- @V}, entonces cualquier a € Vj tiene des-
composicién tnica o = o -+ -+ ay,. Pero o = P ;y(e;), asf a = Py (1)(ay) +
+++ + Py (). De lo anterior tenemos

Pla) = P(Py g)(aq)) + -+ P(By ) (), (12)
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ademads por hipdtesis

o, siaeV,
P(a):{

O, sia € VY(Z)’
y tenemos que (12) se convierte en

Pla) = Pz'.(i)(%‘) = Q

)

Vo

Luego por definicién tenemos que P es el operador proyector sobre V; a lo
largo de V(i). [ |
4.2. Ertension al espacio E™

En la seccién anterior se trataron proyectores definidos en un subespacio V,,
del espacio E™, el subespacio V; era la suma directa de k£ subespacios de
E™; ahora extenderemos estos proyectores a todo el espacio E""; es decir,
obtendremos el operador proyector Pz-.(z-)* el cual es la extensién del operador
proyector F; ; a E™ a traves del subespacio complementario algebraico de
Vo-
Sean V},V,, ...,V subespacios independientes de £ y V|, su subespacio
suma directa, sea V},, ; el subespacio complementario algebraico de Vj,. De-
notemos por V( al subespacio suma lineal de los subespacios V(j) Y Viats
es decir,

)%

Vije = Vi) D Vit

Teorema 4.2. Sea Pi.(i) el operador proyector sobre el subespacio V; a lo
largo del subespacio V(i). Ademds sea V). el subespacio complementario
algebraico del subespacio V. Denotemos por P el proyector sobre V|, a lo
largo de V}, 1 y por Pi.(z‘)* el operador proyector sobre V; a lo largo de V(Z-)*.
Entonces

P iy« = Py P, i=1,...,k.

7.

Demostracion: Como consecuencia del teorema 2.3, tenemos que F; ;) P es
un operador proyector. Ahora sea o € V;, asi P(a) = a y tenemos

P

2.

@iy P(a) =P, (o) = o (13)

Ahora, sea o € V(Z-)* lo cual implica a = oy + gy, asi tenemos

1.
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asi de (13) y (14) tenemos

a, siaeV,

Pi.(i)P(a) = {0’ sia€ V(i)*a

por lo tanto P; ;P es el operador proyector sobre V; a lo largo de V(;),. =

5. REPRESENTACION DE PROYECTORES

A continuaciéon daremos algunos resultados los cuales relacionan la teoria
del subespacio suma directa de subespacios, con la teoria del operador
proyector sobre dichos subespacios y con las g-inversas de las matrices que
generan estos subespacios.
Denotaremos por V; al subespacio generado por los vectores columna de
la matriz A;; es decir,
V. = S(A,).

Definicién 5.1. Sean A; y A, dos matrices, se dird que son matrices
disjuntas cuando los subespacios generados por los vectores columna de A
y A,, respectivamente, sean subespacios independientes.

Definicién 5.2. Sea A, una matriz disjunta con la matriz A ;. Entonces
la matriz A 5 es llamada una A,-g-inversa-restringida de la matriz A, si
A, es una g-inversa de A y ademds,

Observacién 5.1. En lo subsecuente cuando se diga que la matriz B €
S(A), significard que los vectores columna de la matriz B pertenecen al
espacio S(A).

Sean a = (ay,...,a,,) vy 8= (6;,...,0,,), cualesquiera vectores de E™,
el producto interno escalar entre o y 3 esta dado por

m
<O‘76> = Z O‘iﬁz
i=1
Lema 5.1 51 A, A,,..., A, son k matrices disjuntas de orden m x r;

(i=1,....,k), y X{,Xy,..., X, matrices de orden r; x m (i =1,...,k),
entonces
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Demostracion: Supdéngase que Zle A, X, = 0; por independencia de los
subespacios V; se tiene A; X, = 0 para todo i (i =1,...,k). [

Tenemos que cualquier matriz A de orden m X n define una transfor-
macion lineal del espacio E™ en el espacio E™, en lo sucesivo denotaremos
también por A a la transformacion lineal que define la matriz A. Denotare-
mos por ker(A) al espacio nulo de A.

Sea una matriz A de orden m x n y A~ una g-inversa de la matriz A,
la matriz producto AA~ de orden m x m define un operador lineal sobre
el espacio E™. El producto de tales matrices es algo méas que un operador
lineal, como se ve en el siguiente resultado.

Lema 5.2. Sea A una matriz arbitraria; para cualquier matriz A=, g-
inversa de la matriz A, la matriz producto AA~ es un proyector sobre
S(A) a lo largo del espacio nulo de AA™.

Demostracion: Tenemos por el lema 3.2 que la matriz AA~ es idempotente,
por lo que A A~ es un proyector. Ademds se cumple que S(A) @ ker(AA™).
Sea B € S(A), entonces B = AC; asi

AATB=AA"AC=AC=B

Sea, por otro lado, B € ker(AA™), entonces AA™B = 0; con lo que tene-
mos que
B, siBeS(A),

0, siBeker(AAT).
Asi AA~ es proyector sobre S(A) a lo largo del ker(AA ™). ]

AAB = {

Lema 5.3. Si A es una matriz arbitraria, entonces (I—AA™) es un proyec-
tor sobre el espacio nulo de AA™ a lo largo de S(A).

Lema 5.4. Sean A, y A, matrices disjuntas, sea P, el proyector ortogonal
sobre S(A,) y Q, = I — P, el proyector ortogonal sobre el complemento
ortogonal a S(A,). Entonces se cumple

S(A}) + S(Ay) = S(A)) + 5(Q1A,)

Demostracion: Como ); = I — P, es el operador proyector ortogonal sobre
el complemento ortogonal a S(A ), si « € S(A;) + S(A,), entonces

a=a)+ay=ay+ (Pay+ Qay)
= (g + Plag) + Qqay;
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luego a = [(a; + Piay) + Q] € S(A;) + S(QA,). Ahora sea o €
S(A;) + S(Q;A,), esto implica la descomposicién de o como

a=a;+Qay =y + (ay — Piay)
= () — Piag) + ay;
luego a = [(a; — Piay) + ay] € S(A;) + S(Ay). [

Lema 5.5. Sean A y A, matrices disjuntas y P, el proyector ortogonal
sobre S(A ). Entonces se tiene que los subespacios S(A;) y S(Q;A,) son
ortogonales.

Demostracion: Sean oy € S(A) y ay € S(QA,). Tenemos que S(QA,)
es un subespacio de S(A;)*, asi que ay € S(A;)* por lo cual tenemos
que (o, ay) = 0; lo cual implica que los subespacios S(A;) y S(QA,) son
ortogonales. [

Lema 5.6. Sean A, y A, matrices disjuntas y QQ; el proyector ortogonal
sobre el complemento ortogonal de S(A;). Entonces se cumple

R(A§Q1A2) = R(Ay) = R(QAy).
Demostracion: Tenemos por hipétesis que P; es proyector ortogonal sobre
S(A); asi, por el lema 5.4 tenemos
S(A1) +5(Ag) = S(A)) + 5(Q1Ay),
y asi se cumple,
dim[S(A}) + S(Ay)] = dim[S(A;) + 5(Q,A,)].

Ademas, como las matrices A; y A, son disjuntas se tiene que los subespa-
cios S(A;) y S(A,) son independientes, asi tenemos

dim[S(A) + S(Ay)] = dim[S(A;)] + dim[S(A,)];

ademds por el lema 5.5, los subespacios S(A;) y S(Q;A,) son ortogonales,
asi tenemos que

dim[S(A;) + 5(Q;Ay)] = dim[S(A,)] + dim[S(Q; Ay)],
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lo cual implica R(A,y) = R(QA,). Asi

R(ALQ A,) = R(ALQ,Q,A,) = R(ALQIQ,A,)
R((Q1A5)'(Q1A,)) = R((Q,A,)(Q,A,)) .
R(Q1A2) = R(AQ)-

Lema 5.7. Sean A, y A, matrices disjuntas y (Q; proyector ortogonal sobre
el complemento ortogonal de S(A ;). Entonces las matrices

(Q1A9)7Q1 v (ALQ1A,)”ALQ,
son g-inversas de la matriz A,.

Demostracion: Tenemos por hipdtesis que P, es el proyector ortogonal sobre
S(A,); asi, por el lema 5.6 tenemos R(Q);Ay) = R(A,), y por el lema 3.4
se tiene que (Q;A,)” @, es una g-inversa de la matriz A,. De igual manera
tenemos que se cumple R(ALQ,A,) = R(A,); asi, por el lema 3.5 se tiene
que la matriz (ALQ,A,)”ALQ, es una g-inversa de la matriz A.,. [ ]

Observacién 5.2. Sean A,,...,A; k matrices de orden m x r; (i =
1,...,k) y formemos la matriz A = (A;:---:A;), entonces por construc-
cién, A serd una matriz m x r, donde r = | +--- + 1, la matriz A tendra
una matriz g-inversa de orden r X m, sea Y tal matriz g-inversa de A y
particionemos la matriz Y de la siguiente manera

Y,

Yk
donde cada una de las matrices Y, (i =1,...,k es de orden r; x m.
Teorema 5.1. Sea la matriz’ Y, donde Y estd dada como en la observacion
anterior, una matriz g-inversa de la matriz A = (Ay:---:Ay); es decir,
AYA = A. Entonces si las matrices A; son disjuntas tenemos

Demostracion: Tenemos que por la definicién de la matriz Y, se cumple
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AYbfA = A, lo cual implica
AY A+ +AYA+ A Y A=A,
asi tenemos
AY A+ +(AYA A+ + ALY A =0,
lo cual implica
A (Y A+ +A(YA —D+ -+ Ap(YRA;) =0.
Ahora por ser las matrices disjuntas y por el lema 5.1, tenemos que
(A Y; A, -A;)=0 y AY,A; =0 i # 7,
con lo que
AY A=A, v AYA =0 si i #j. ]
El siguiente resultado nos da una manera de obtener los proyectores sobre
su]oespacios en términos de las matrices que los generan y de sus respectivas
g-inversas.

Corolario 5.1. Sean A, ..., A, k matrices disjuntas y Y{,..., Y, matri-
ces definidas como en el teorema 5.1. Entonces una eleccion de P ), el

proyector sobre V; a lo largo de Vi;) estd dada por

Demostracion: Se tiene que A;Y; es efectivamente un proyector, ya que
satisface la condicién de idempotencia; es decir,

(AY,)? =AY AY, =AY,
Por el teorema 5.1 se cumple

P A —

Asi, por el teorema 4.1, P; ;y = A;Y; es el proyector sobre V; a lo largo de
Vi ]
(@)
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En lo que resta de este capitulo daremos la forma en la cual podemos
representar un operador proyector sobre el subespacio V; a lo largo de V(i),
tales que V; @ V(;) = V|, donde Vj, es un subespacio de E™; dichas repre-
sentaciones las daremos en términos de las matrices A; que generan estos
subespacios; asi, como por medio de sus g-inversas.

Primeramente trabajaremos con dos matrices disjuntas A; y A,, las
cuales generan los subespacios V| y V, respectivamente, tales que se tiene
Vo =V, @V, y daremos la representacion del operador proyector P, o sobre
V, alo largo de Vj,, en términos de las matrices A; y A, y de las g-inversas
de dichas matrices.

Teorema 5.2. Sean A, y A, dos matrices disjuntas con sus correspon-
dientes subespacios V| y Vy; sean P, y Py los proyectores ortogonales sobre
Vi y Vs, respectivamente. Entonces P, ,, el operador proyector sobre V| a
lo largo de Vs, tiene las siguientes representaciones.

a) Po=A(QA)"Q+Z(I-QA(QA))Q, (16)
donde Q = I — AyA; para cualquier matriz g-inversa de Ay y Z es
arbitraria.

b) Plo=AAL+Z(I-A A, - AAy ), (17)

donde A;j es la Aj-g-inversa restringida de A; y Z es arbitraria.
c) Pro=A(ATQuA) ATQy + Z(I - (QuA)(ATQA)"Al)Q,, (18)

donde QQy = I — P,, es el proyector ortogonal sobre el complemento
ortogonal de V.

Demostracion: a) Tenemos por hipétesis que P, 5, es el operador proyector
sobre V| a lo largo de V,, asi P, , satisface

P1A2A1 = A1 (19)

Definamos Q = I — A,A; . Tenemos que (20) implica P, , = KQ para
algin K.

Ahora sustituyendo en (19), obtenemos el sistema consistente KQA ;| =
A ;. Sea la matriz (QA;)” una g-inversa de la matriz QA ; asi, del teo-
rema 3.2 el sistema KQA, = A, tiene la solucién general

K=A(QA)” +Z(I-QA,(QA))").
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Entonces el operador proyector P, 5 = KQ toma la forma
Py=A1(QA))"Q+Z(I-QA(QA)))Q.

b) Eligiendo a la matriz A;, A-g-inversa restringida de la matriz A,, en
vez de la g-inversa A, en Q, obtenemos Q = I — AyA5, y a la matriz
A7 ,,A,-g-inversa restringida de la matriz A, en vez de la g-inversa Ay,
tenemos que (16),

P,=A(QA))"Q+Z(I-QA(QA|))Q,
se convierte en
Po=AATQ+Z(I-AA7)Q
=A A LT - AyA ) +Z(1 - AATL)(T—-AyAy )
=AAL+Z(I-AAT, - A)Ay )

¢) Tomando a la matriz g-inversa (ALA,)~ AL, en vez de A, obtenemos
el proyector ortogonal sobre V,, P,, y asi el proyector ()5 = I — P,; ahora
por el lema 5.7 tenemos que tanto (QyA;)”Q,, como (A!Q,A,)"ALQ,
son matrices g-inversas de la matriz A,; asi en vez de la matriz g-inversa
(QuA )~ Q, podemos tomar a la matriz (AL Q,A,)"A!Q,, y asi (16),

Po=A(QA))"Q+Z(I-(QA)(QA))Q
toma la forma
Po=A(QA)) Qy+Z(I-(QA)(QyA1)7)Qy,
=A;(AIQA) AIQy + Z(Q, — (QuA)(QuA))™Qy),
=A(AIQ,A)"AIQ, + Z(Q, — (QuA ) (ATQ,A ) ALQy).
Con esto obtenemos la representacién
Plo=A(AIQA)"AlQy + Z(I - (QA)(AIQ,A|)"AQ,. =

El siguiente corolario presenta una generalizaciéon del teorema 5.2 a k
matrices disjuntas.

Teorema 5.3. Sean A, ..., A, matrices disjuntas generando los subespa-
cios V1, Vs, ..., V)., respectivamente. Entonces el operador proyector sobre
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Vi alo largo de V;), tiene las siguientes representaciones:

b) P = Ai(AgQ(i)Ai)iAEQ(i) +ZQ (22)
donde P(i) es el proyector ortogonal sobre V(Z-), Q(i) =1- P(i) y Py es el

proyector ortogonal sobre el subespacio Vo =V, @VoD--- @V, y Z arbi-
trario.

Demostracion: a) Por el teorema 5.2 para dos matrices disjuntas A y A,,
tomando V; = V| @ V5, la representacion del operador proyector sobre V; a
lo largo de V,, P, 5, esta dada por

Pio=AA1,+Z(I- AjAT, — AyAy,). (23)

El subespacio V, = V@ Vo@D --- @DV, se puede expresar por medio de
Vo =V, ®V,; asi de (23) tenemos:

Py = AA ) T LI - AA G — AnAg ) (24)
Al

Definamos A = (A;---Ay)) y A~ = ). Se tiene AA™ = AAT G+
A

A A ast (24) toma la forma

Ademads, A~ es una g-inversa de la matriz A, por lo que AA ™ es un proyec-
tor sobre V[); ahora eligiendo a la g-inversa (A'A)~ Al en vez de la g-inversa
A~ obtenemos

Py =AA ;) +ZI—-A(ATA)AY),

pero A(A'A)~A! es el proyector ortogonal P, sobre V. Asi se concluye
b) Tenemos del inciso (a) que una representacién del operador proyec-
tor P ;) estd dada por P, G = AiA;() + ZQ, con lo que, tomando a

? . 1
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t — Al :
(A;Q(;)A;)”AjQ(;) como una g-inversa de A;, obtenemos
— t — At
P, ) = A (AIQHA) T AIQ, + ZQ,. u

Las expresiones para los proyectores obtenidas en el teorema 5.3 son
validas cuando estamos en algin subespacio de E™. Ahora, por resultados
anteriores, daremos la representacién de los proyectores en el espacio total
E™ a través del subespacio complemento ortogonal del subespacio V.

Teorema 5.4. Sean V; y P ;) como en el teorema 5.3, y sea Vi- el com-
plemento ortogonal de V. Entonces P ;,, la extension de P;; a E™ a

través de VOL, tiene las siguientes representaciones.

b) Py = Aj(AIQHA) " ALQ(;

Py

donde P, es el proyector ortogonal sobre V.

Demostracion: Por el teorema 4.2, el operador proyector P; ;). estd dado

por P ;) Fy, donde P, ;) estd dado como en el teorema 5.3 y F es el proyec-
tor ortogonal sobre V{); de lo anterior se tienen los siguientes resultados:
a) Tenemos que F; ;) = A;A ;) + ZQy, asf obtenemos

Py = (AA ) +2Q) Py

(4)
b) Se tiene, por (22), que una representacién de P, ;) estd dada por
P ) = A (AIQ)A) " AlQ() + ZQ.
De lo anterior tenemos
P,y = (A (AIQHA,)~ALQ;) +ZQ,)P,

(25)

==
e

Los proyectores ortogonales P(i) y Fjy, cumplen P(z‘)Po = POP(Z-) por el teo-

E===

Contenido



Sapae.

=ZFZ
e

M. M. OJEDA RAMIREZ, J. HERNANDEZ SUAREZ Y F. VELASCO LUNA
rema 2.3, lo cual implica Q ;) Fy = FyQ;), asi se tiene
AgQ(i)Po = (POQ(z’)Az’)t = (Q(i)POAz’)t = (Q(i)Ai)t = A;%Q(z')‘

Por lo tanto, de (25), obtenemos el resultado:

P oy = A (AJQunA)TAIQ,). u
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