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àá âãäåæåçåèáè èã çá éêèãçáëåìí éîçïåíåðãç ñá åéòçåëáèê îí òáòãç ëáèá ðãó éôõ
åéòêöïáíïã èã ãõïá ï÷ëíåëá èãíïöê èã çá ïãêöøá ãõïáèøõïåëá ù çáõ áòçåëáëåêíãõú õåíãéæáöûêü çá åíýãöãíëåá ãõïáèøõïåëá áëãöëá èã çêõ éêèãçêõ éîçïåíåðãç òáöá òöêòêöþëåêíãõ ãõ îíá òöêæçãéôïåëá ÿîã òöãõãíïá èå�ëîçïáèãõ ïãìöåëáõ ù ëêéòîïáëåêíáçãõá�í õåí öãõêçðãö� �áöá ãðåïáö çá ëáöûá ëêéòîïáëåêíáç ù çá åíãõïáæåçåèáè áõêëåáèáëêí çá ëêéòçã�á åíïãûöáëåìí íîé÷öåëá ÿîã åéòçåëá çá ãõïåéáëåìí èã òáöôéãïöêõ èãéêèãçêõ éîçïåíåðãç íê çåíãáçãõ õã ñáí èãõáööêççáèê ðáöåêõ é÷ïêèêõ� �íïöã çêõ éôõ
ëêéîíãõ õã ãíëîãíïöáí çêõ ÿîã õã æáõáí ãí áòöêäåéáëåêíãõ èã çá åíïãûöáç åíðêçîëöáþèá ãí çá ðãöêõåéåçåïîè éáöûåíáçü çêõ é÷ïêèêõ æáùãõåáíêõ æáõáèêõ ãí áçûêöåïéêõ èã�êíïã �áöçê éãèåáíïã �áèãíá èã �áö�êð 	����
ü çêõ é÷ïêèêõ �� ãõïêëôõïåëêõù çêõ é÷ïêèêõ èã ðãöêõåéåçåïîè õåéîçáèá 	�êïêîñå Ù��Ú
� �õïêõ é÷ïêèêõü áîíÿîããí òöåíëåòåê áòçåëáæçãõ ëêí ëåãöïê ÷äåïêü òöãõãíïáí èåðãöõêõ åíëêíðãíåãíïãõú îíá èã
çáõ éôõ íêïáæçãõ èãõðãíïá�áõ ãõ õî áçïê ëêõïê ëêéòîïáëåêíáç�

�í çá áëïîáçåèáèü ëêíïåí�á õåãíèê èã òáöïåëîçáö åíïãö÷õ ãäòçêöáö íîãðêõ é÷ïêþèêõ ÿîã çã æöåíèãí áç åíðãõïåûáèêö ñãööáéåãíïáõ áèãëîáèáõ òáöá çá ãõïåéáëåìí èãòáöôéãïöêõ ãí éêèãçêõ éîçïåíåðãç òáöá èáïêõ ëáïãûìöåëêõ� �ç êæ�ãïåðê èã ãõïã áöþïøëîçê ãõ ýîíèáéãíïáö çá öáëåêíáçåèáè èãç é÷ïêèê òöêòîãõïê òêö �êíïãöêü �áõïãçç
 ��ãèá 	Ù���
� �õïã ãíýêÿîã õã æáõá ýîíèáéãíïáçéãíïã ãí çá åíïãûöáëåìí èã ïöãõãõïöáïãûåáõ ãõïáèøõïåëáõ� �
 �ç îõêü ëêéê æáõã ýîíèáéãíïáç òáöá ãçáæêöáö é÷ïêèêõ
èã åíýãöãíëåá òáöá ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåáü èã éêèãçêõ áõêëåáèêõ á çá èåõïöåæîëåìíáõåíïìïåëá ûáîõõåáíá èã îí ðãëïêö èã ïöáíõýêöéáëåêíãõ èã çáõ ýöãëîãíëåáõ êæõãöþðáèáõú Ù
 �ç îõê èã áòöêäåéáëåêíãõ õåéòçå�ëáèêöáõ òáöá çá éáïöåó èã ëêðáöåáíóááõåíïìïåëá èã çêõ ãööêöãõ áçãáïêöåêõ èã íåðãçþ� ãí ãç éêèãçê éîçïåíåðãç òöêòîãõïê ù
Ú
 àá áòçåëáëåìí èã éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ åïãöáïåðêõ òáöá çá ãõïåéáëåìí
èã òáöôéãïöêõ èã çêõ éêèãçêõ ûáîõõåáíêõ öãõîçïáíïãõ�

�í çá õãëëåìí Ù õã èãõëöåæã æöãðãéãíïã çá �çêõêýøá èãç áíôçåõåõ éîçïåíåðãç òáöá èáþïêõ ëáïãûìöåëêõ� �í çá õãëëåìí Ú õã ýêöéîçá îí éêèãçê éîçïåíåðãç òáöá òöêòêöëåêíãõù ãí çá õãëëåìí Û õã èãéîãõïöá ÿîã çêõ ãõïåéáèêöãõ òöêòîãõïêõ ïåãíãí òöêòåãèáèãõÿîã òãöéåïãí áòçåëáö çá ïãêöøá èã ãõïåéáëåìí òáöá éîãõïöáõ ûöáíèãõ� �í çá éåõéá
õãëëåìí õã èãéîãõïöá çá ëêíõåõïãíëåá èã çêõ ãõïåéáèêöãõü ïáíïê èã çêõ òáöôéãïöêõ
áõêëåáèêõ á ãýãëïêõ ��êõ ëêéê á ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá� �í çá õãëëåìí � õã
òöãõãíïá ãç áçûêöåïéê èã ãõïåéáëåìí èãõëöåïê ãí ãç áíãäê� �åíáçéãíïãü ãí çá õãëëåìí�ü çá áòçåëáëåìí èãç é÷ïêèê õã åçîõïöá ëêí îí ã�ãéòçê�
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�îëñêõ òöêæçãéáõ òöôëïåëêõ ïöáïáí èáïêõ ëáïãûìöåëêõ ÿîã ëêíççãðáí áç áíôçåõåõ
èã îí ëêí�îíïê èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá� ��ãéòçêõ åéòêöïáíïãõ õã òîãèãí ãíþëêíïöáö ãí òöêæçãéáõ èã éãïáþáíôçåõåõ 	�çáõõ ����ü �ãèûãõ 
 �ç�åí ����
ü ãí ãçáíôçåõåõ èã èáïêõ èã òáíãç 	�õåáê ����ü �áéãöçã 
 �êííåíû ����
ü ãí çêõ ãõïîèåêõ
èã ëáõêõ ù ëêíïöêçãõ éîçïåëãíïöê 	àîæåíü �çêïü �ãööåíêü �çáéáíïü �åççåõü �îíóãü
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=ëñé>?ñç 
 @åõëê ���Ûü �ãáöõ 
 �öê?í ����ü �öãõçê? 
 Añáê ����
 ù ãí òöêþæçãéáõ èã ãõïåéáëåìí ãí ôöãáõ òãÿîãBáõ 	Cîèáõ ����
� �í ïêèêõ ãõïêõ ëáõêõü çêõ
åíèåðåèîêõ õã õãçãëëåêíáí èã èåýãöãíïãõ ûöîòêõ ù ãõ òêõåæçã öãëêíêëãö ÿîã çáõ êæõãöþðáëåêíãõ òãöïãíãëåãíïãõ á îí éåõéê ûöîòê õêí éôõ òáöãëåèáõ ãíïöã õø ÿîã çáõ ÿîã õããíëîãíïöáí ãí ûöîòêõ èåýãöãíïãõ� Dûíêöáö çá ãõïöîëïîöá èã ûöîòêõ òîãèã òöêðêëáöõãöåêõ òöêæçãéáõ åíýãöãíëåáçãõ 	=íå�èãöõ 
 �êõ�ãö ����
�

�îáíèê õã áíáçåóáí èáïêõ ãí îí ëêí�îíïê èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá ãõ òêõåæçããõïáæçãëãö îíá ãõïöîëïîöá �ãöôöÿîåëá èã èáïêõ èã èêõ íåðãçãõü ãí çá ÿîã çêõ ûöîòêõÿîã ëêíýêöéáí çáõ ïáæçáõ õã öãëêíêëãí ëêéê çáõ îíåèáèãõ èã íåðãçþÙ ù çêõ åíèåðåþèîêõ áíåèáèêõ èãíïöê èã çêõ ûöîòêõ õã åèãíïå�ëáí ëêéê çáõ îíåèáèãõ èã íåðãçþ��
Eí ãíýêÿîã ÿîã èåõïåíûîã çêõ èåýãöãíïãõ íåðãçãõ èã çáõ ðáöåáæçãõ ãäòçåëáïåðáõ ù ïêþéá ãí ëîãíïá ãäòçøëåïáéãíïã çá ðáöåáíóá èãíïöê ù ãíïöã ûöîòêõ ãõ çá éêèãçáëåìíéîçïåíåðãç 	�êçèõïãåí ����
� �í çêõ éêèãçêõ éîçïåíåðãçü ïáéæå÷í ëêíêëåèêõ ëêéê
éêèãçêõ �ãöôöÿîåëêõ 	�öå� 
 Cáîèãíæîõñ ���Ù
 ê éêèãçêõ èã ëêã�ëåãíïãõ áçãáïêþöåêõ 	àêíûýêöè ����
ü áçûîíêõ òáöôéãïöêõ ðáöøáí èã ûöîòê á ûöîòêü çê ÿîã òãöéåïãïöáïáöçêõ ëêéê ãýãëïêõ áçãáïêöåêõ�

�öãëîãíïãéãíïãü ãç åíïãö÷õ èãç ãõïîèåê ãí ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá õã ëãíïöá ãí ãçáíôçåõåõ èã îí ûöáí í�éãöê èã ýîíëåêíãõ èã çáõ òöêæáæåçåèáèãõ èã çáõ ëãçèáõ� Eíê
èã çêõ éêèãçêõ éôõ îïåçåóáèêõ ãõ ãç èã öãûöãõåìí çêûøõïåëá éîçïåíåðãç 	�ýöêí ����ü
�áöïóãçü àåî 
 Fûöãõïå Ù���ü àãã 
 Gãçèãö Ù��Ù
ú õåí ãéæáöûêü çá áòáöåëåìí èãòöêæçãéáõ ëáèá ðãó éôõ ëêéòçã�êõ ãäåûã ÿîã êïöáõ ýîíëåêíãõ 	�êöïñêýãö 
 àãñíãí����
 èåýãöãíïãõ èã çáõ ëêíêëåèáõ ýîíëåêíãõ çêûåï ê òöêæåïü ïáéæå÷í õãáí ïêéáèáõãí ëêíõåèãöáëåìí�

àá åèãá æôõåëá èãç ãíýêÿîã èãõëöåïê ãí ãõïã áöïøëîçê ãõ îõáö ýîíëåêíãõ èã çáõòöêæáæåçåèáèãõ ëêéê çáõ ðáöåáæçãõ èãòãíèåãíïãõ ãí îí éêèãçê çåíãáç éîçïåíåðãç
	�êíïãöê Ù���
� �õïã ãíýêÿîã õã æáõá ãí ãç îõê èã çêõ éøíåéêõ ëîáèöáèêõ òêíþèãöáèêõ ê éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ òáöá èáïêõ ëáïãûìöåëêõ� �ç ãéòçãê èããõïá éãïêèêçêûøáü òöãõãíïáèá òêö òöåéãöá ðãó òêö �öåóóçãü =ïáöéãö 
 �êëñ 	����

õã ñáæøá çåéåïáèê õìçê áç ëáõê èêíèã çêõ òáöôéãïöêõ èãç éêèãçê õêí ��êõ 	�öåóóçããï áç� ����
� �í ãõïã áöïøëîçê ãõïá ãõïöáïãûøá õã ãäïåãíèã áç ëáõê éîçïåíåðãç�

àá áòçåëáëåìí èãç é÷ïêèê õã åçîõïöá á ïöáð÷õ èã îí ã�ãéòçê èã éãïáþáíôçåõåõü ÿîãòîãèã ëêíõåèãöáöõã ëêéê îí òöêæçãéá ãõïáèøõïåëê éîçïåíåðãçü ùá ÿîã çá åíýêöéáëåìí
èãíïöê èã çêõ ãõïîèåêõ õã ëêéæåíá ãí òöãõãíëåá èã îíá ñãïãöêûãíãåèáè òêïãíëåáçãíïöã çêõ ãõïîèåêõ�
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�í ãõïá õãëëåìí õã èãõëöåæã çá ãõïöîëïîöá �ãöôöÿîåëá åéòîãõïá òêö îí ëêí�îíïê

èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá ù õã ýêöéîçá îí éêèãçê éîçïåíåðãç òáöá òöêòêöëåêíãõ�
�áöá õåéòçåëáö çá ýîïîöá èåõëîõåìí èã çá ïãêöøá èã ãõïåéáëåìí ÿîã õã òöãõãíïá ãí çáõãëëåìí Û ãç éêèãçê õã ãäòöãõá ãí ï÷öéåíêõ éáïöåëåáçãõ�

=ãá
Y îíá ðáöåáæçã öãõòîãõïá ëêí R

ëáïãûêöøáõ� =ãáí X1, X2, . . . , Xt

ü îí ëêíþ�îíïê èã ðáöåáæçãõ ãäòçåëáïåðáõ� =ãá
G îí ýáëïêö èã ãõïöáïå�ëáëåìí ãí J

ûöîòêõ 	îíåþèáèãõ èã íåðãçþÙ
� =ãá
A

ãç ëêí�îíïê ýêöéáèê òêö çáõ èåýãöãíïãõ ëêéæåíáëåêíãõ èã
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çêõ ðáçêöãõ èã X1, X2, . . . Xt

� =ãáí I
ãç ëáöèåíáç èãç ëêí�îíïê A

ù J
= {1, 2, · · · I} .F ëáèá ãçãéãíïê èã A

õã çã ñáëã ëêööãõòêíèãö æåîíøðêëáéãíïã îí ãçãéãíïê K èã
C

� Lêèêõ çêõ åíèåðåèîêõ 	îíåèáèãõ èã íåðãçþ�
 ëêí çá éåõéá ëêéæåíáëåìí èã ðáçêöãõ
(x1, x2, . . . xt)

õã ïöáïáí ëêéê îí õîæûöîòê èãíïöê èã çêõ ûöîòêõ èãïãöéåíáèêõ òêö
G

� Mã ëáèá õîæûöîòê õã õãçãëëåêíáí éîãõïöáõ áçãáïêöåáõ åíèãòãíèåãíïãõ èã ïáéáþBê
nji

� =ãá
njir

ãç í�éãöê èã åíèåðåèîêõ ãí çá éîãõïöá èãç iþ÷õåéê õîæûöîòê èãç
jþ÷õåéê ûöîòê, ëçáõå�ëáèêõ ãí çá rþ÷õåéá ëáïãûêöøá èã öãõòîãõïá (i = 1, 2, . . . , I;
j = 1, 2, . . . , J ; r = 1, 2, . . .R)

�
=ãá

πr|ji = P (Y = r |
K
= i, N = j)

� =ã õîòêíã ÿîã (nji1, nji2, . . . , njir)
òáöá

i−

j
��êõ õåûîã îíá èåõïöåæîëåìí éîçïåíêéåáç ëêí òöêæáæåçåèáèãõ (π1|ji, π2|ji, . . . , πR|ji

)
ù ÿîã çáõ éîãõïöáõ ëêööãõòêíèåãíïãõ á èåýãöãíïãõ õîæûöîòêõ ùOê èåýãöãíïãõ ûöîòêõõêí åíèãòãíèåãíïãõ� àá ãõïöîëïîöá èã èáïêõ èãõëöåïá áíïãöåêöéãíïã òîãèã öãõîéåöõããí J

ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá I × R
ëêéê çá ÿîã õã éîãõïöá ãí çá ïáæçá ��

PQRSQ TU ª$��$ �� �� �� �� ��$ #$�$ �� j������ ���#�"
�áïãûêöøáõ èã çá öãõòîãõïá

=îæûöîòê 1 2 · · · R
Lêïáç

�
nj11 nj12 · · · nj1R nj1Ù
nj21 nj22 · · · nj2R nj2��� ��� ��� ��� ��� ���

D
njI1 njI2 · · · njIR njI

�ç ðãëïêö èã òöêæáæåçåèáèãõüπj

ü áõêëåáèê á çá jþ÷õåéá ïáæçá õã òîãèã ãõëöåæåö ëêþ
éê

πj =
(
π′

j1, π
′
j2, . . . , π

′
jI

)′ ü èêíèã πji =
(
π1|ji, π2|ji, . . . , πR|ji

)′ ëêí R∑
r=1

πr|ji =

1
ü òáöá ëáèá (i, j)

� �áèá ëêí�îíïê èã òöêæáæåçåèáèãõ ïåãíã R − 1
ãçãéãíïêõ ýîíþëåêíáçéãíïã åíèãòãíèåãíïãõ� àêõ

J ðãëïêöãõ èã òöêæáæåçåèáèãõ ãí ëáèá ïáæçá èãëêíïåíûãíëåá ëêíýêöéáí îí �íåëê ðãëïêö π = (π′
1, π

′
2, . . . , π

′
J)

′ �
=ãá

F m (πj) , m = 1, 2, . . . , a îí ëêí�îíïê èã ýîíëåêíãõ èã πj .
MãýøíáõãF (πj) =

[F 1 (πj) , F 2 (πj) , . . . , F a (πj)]
′ ãç ðãëïêö èã ýîíëåêíãõ èã πj

òáöá
j = 1, 2, . . . , Jù

a ≤ I (R − 1)
� �õïáõ ýîíëåêíãõ ãäòöãõáí çá ãõïöîëïîöá öãçãðáíïã èã çêõ èáïêõ VWXY

Z[\ èã çêõ ûöîòêõ� àá ãõïöîëïîöá WXZ[W ûöîòêõ õã ïêéá ãí ëîãíïá áç èã�íåö îí �íåëê
ðãëïêö F (π) = [F (π1)

′
, F (π2)

′
, . . . , F (πJ)

′
]′ èã ýîíëåêíãõ èã òöêæáæåçåèáèãõ èãêöèãí (aJ × 1). ]á ÿîã õã õîòêíã ÿîã çá ãõïöîëïîöá VWXZ[\ èã çêõ ûöîòêõ ãõ çáéåõéá òáöá ïêèêõ çêõ ûöîòêõü õã áòçåëáí çáõ éåõéáõ ýîíëåêíãõ á ëáèá îíê èã ãççêõ�

Måýãöãíïãõ ïåòêõ èã ýîíëåêíãõ òîãèãí öãòöãõãíïáöõã ãí îíá éáíãöá öãçáïåðáéãíþïã õåéòçã îõáíèê íêïáëåìí éáïöåëåáç 	�öåóóçã ãï áç� ����ü �êöïñêòãö 
 �êëñ ���Ú
�
�í çá õãëëåìí � õã òöãõãíïá îí ã�ãéòçê ëêí çá ýîíëåìí çêûåï�

�áöá åíðãõïåûáö áëãöëá èã çá öãçáëåìí èã çá ýîíëåìí èã çáõ òöêæáæåçåèáèãõ ëêí
çáõ ðáöåáæçãõ ãäòçåëáïåðáõ ëêíõåèãöáèáõ õêæöã çá éåõéá òêæçáëåìí êæ�ãïê èã ãõïîèåêü�êíïãöê ãï áç� 	Ù���
 òöêòêíãí ãç õåûîåãíïã éêèãçê çåíãáç éîçïåíåðãç�

�áöá ëáèá îíê èã çêõ J
ûöîòêõ õã òêõïîçá îí éêèãçê èã íåðãçþ��

F (πj) = Xjβj , j = 1, 2, . . . , J
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èêíèãXj

ãõ îíá éáïöåó èã èåõãBê èã êöèãí (a×t)
ù öáíûê t; βj = (β1j , β2j , . . . , βtj)

′ãõ îí ðãëïêö èã òáöôéãïöêõ áçãáïêöåêõ èã êöèãí (t× 1)
ü èêíèã βkj

ãõ ãç ëêã�ëåãíïã
èã çá ðáöåáæçã Xk

ãí çá çá ãëîáëåìí j
�

àá ðáöåáæåçåèáè èã çêõ J
ëêã�ëåãíïãõ (βk1, βk2, . . . , βkJ ) èã çá kþ÷õåéá ðáöåáæçã

(k = 1, . . . , t)
òîãèã ãäòçåëáöõã á ïöáð÷õ èã îí ëêí�îíïê áèåëåêíáç èã ðáöåáæçãõ

Z1,Z2, . . . , Zq

ü éãèåèáõ á íåðãç èã ûöîòêü áõø�

βkj = Z′
kjΓk + ukj , k = 1, . . . , t, j = 1, 2, . . . , J 	�


èêíèã Γk

ãõ ãç ðãëïêö èã êöèãí (qk × 1) èã ëêã�ëåãíïãõ áõêëåáèêõ á çáõ ðáöåáæçãõéãèåèáõ ãí ãç íåðãçþÙü Zkj

öãòöãõãíïá çáõ êæõãöðáëåêíãõ èã çáõ qk
ðáöåáæçãõ ãí ãç

íåðãçþÙü ãí çá jþ÷õåéá ïáæçá ù
ukj

õêí çêõ ãööêöãõ áçãáïêöåêõ íê êæõãöðáæçãõ�
àá ãëîáëåìí ãí 	�
 òîãèã èãõëöåæåöõã èã îíá ýêöéá éôõ ëêéòáëïáü èã éáíãöáÿîã ãç éêèãçê ãí ãç íåðãçþÙ õã èã�íã ëêéê�

βj = ZjΓ + uj , j = 1, 2, . . . , J

èêíèã Zj = diag
(
Z ′

1j , Z
′
2j , . . . , Z

′
tj

) ãõ îíá éáïöåó èåáûêíáç ãí æçêÿîãõ èã êöèãí
(t × Q)

ü ëêí Q = q1 + q2 + . . . + qt

ù ëîùêõ ãçãéãíïêõ õêí çêõ ðáçêöãõ èã çáõ
ðáöåáæçãõ ãäòçåëáïåðáõ ãí ãç íåðãçþÙú Γ ãõ ãç ðãëïêö èã ãýãëïêõ ��êõ èã êöèãí (Q ×
1)

ù
uj

ãõ ãç ðãëïêö èã ãööêöãõ áçãáïêöåêõ èã êöèãí (t × 1)
� =ã áõîéã

E (uj) =
0
ù

Cov (uj)
õã èãíêïá òêö

Ωuj

� �í çá éáïöåó èã ëêðáöåáíóá Ωuj

õã îïåçåóáöô
σukk∗

(k, k∗ = 1, 2, . . . , t)
òáöá èãíêïáö çáõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá èãç íåðãçþÙ�

Fèãéôõü
Cov (uj , uj∗) = 0

ü òáöá
(j, j∗ = 1, 2, . . . , J)

�
Eíá ýêöéá ëêíðãíåãíïã èã ãäòöãõáö ãç éêèãçê ãõ éãèåáíïã çá ýêöéîçáëåìí éáþïöåëåáç èáèê ãí Ù�

F (π) = AΓ + Xu 	Ù

èêíèã A =

(
Z ′

1X
′
1, Z

′
2X

′
2, . . . , Z

′
JX ′

J

)′
,
ëêí Xj = Xj∗

òáöá ïêèê j 6= j∗,
ãõ

îíá éáïöåó èã èåéãíõåìí (aJ × Q)
ù

X = diag(X1, X2, . . . , XJ )
ãõ îíá éáïöåó

èã èåéãíõåìí (aJ × tJ) .
�ç ðãëïêö Γ

ãõïô ýêöéáèê òêö çêõ Q
ãýãëïêõ ��êõ ù

u =
(u1, u2, . . . , uJ)

′
.=ã õîòêíã ÿîã çêõ ãýãëïêõ áçãáïêöåêõ èã ûöîòêõ èåýãöãíïãõ õêí éîïîáéãíïã åíèãþòãíèåãíïãõüE(u) = 0

ù
Cov (u) = Ωu,

ëêí Ωu =
[
IJ ⊗ Ωuj

] ü èêíèã ⊗ öãòöãõãíïáãç òöêèîëïê èã �öêíãë�ãö� Mã áÿîø ÿîã E [F (π)] = AΓ
ù

V ar [F (π)] = V F (π)
ü

èêíèã�
V F (π) = XΩuX ′ ^

�õ åéòêöïáíïã èãõïáëáö ÿîãü á èåýãöãíëåá èãç ëáõê ãí ãç ÿîã çêõ òáöôéãïöêõ
èãç éêèãçê õêí ��êõ ù çáõ åíýãöãíëåáõ ëêíëåãöíãí õìçê á çêõ ûöîòêõ ãõòãëå�ëáèêõ
	ëçáõãõü öãûåêíãõü ãïë�
ü ãí ãç éêèãçê éîçïåíåðãç òáöá òöêòêöëåêíãõ ãç åíïãö÷õ èã
çáõ åíýãöãíëåáõ õã èåöåûã ñáëåá çá òêæçáëåìí èã ûöîòêõü íê õìçê á áÿîãççêõ ÿîã òáþõáí á öãòöãõãíïáö çá éîãõïöá� àêõ ûöîòêõ èã åíèåðåèîêõ ÿîã ëêíýêöéáí çáõ ïáæçáõòîãèãí ëêíõåèãöáöõã ëêéê îíåèáèãõ áíìíåéáõü èã çá éåõéá ýêöéá ÿîã çê õêí çáõêæõãöðáëåêíãõ ãçãéãíïáçãõ�

Eíá ðãó ýêöéîçáèê ãç éêèãçê éîçïåíåðãçü ãõ òêõåæçã áòçåëáö çá ïãêöøá áõåíïìïåëáãí ãç éáöëê èãç éêèãçê çåíãáç ûãíãöáç� �í çá òöìäåéá õãëëåìí õã éîãõïöáí çêõöãõîçïáèêõ ïãìöåëêõ ÿîã òãöéåïãí èãéêõïöáö çá ðáçåèãó èã ãõïã ãíýêÿîã�
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_Þ I4/,-1),5.

�áöá ãõïåéáö çêõ ãýãëïêõ ��êõ ù çêõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá èã éêèãçêõéîçïåíåðãç èãç ïåòê èã�íåèê ãí çá ãëîáëåìí 	Ù
ü õã òöêòêíã áòçåëáö îí ãíýêÿîã
æáõáèê ãí çêõ éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ�

=îòìíûáõã ÿîã õã ñáí ñãëñê êæõãöðáëåêíãõ ãí J
ûöîòêõ èåýãöãíïãõ õãû�í çáãõïöîëïîöá èã èáïêõ èã�íåèá ãí çá õãëëåìí Ú� Fõêëåáèê á çá éîãõïöá èãç iþ÷õåéê

õîæûöîòê èã çá jþ÷õåéá ïáæçá ãäåõïã îí ðãëïêö èã òöêòêöëåêíãõ éîãõïöáçãõ pji =

(pji1, pji2, . . . , pjiR)
′
, èêíèã pjir = njir/nji

� =ãá
pj = [p′

j1, p
′
j2, . . . , p

′
jI ]

′ çá ãõïåþéáëåìí éîãõïöáç èã πj .
�îáíèê çáõ éîãõïöáõ èã çêõ I

õîæûöîòêõ õêí åíèãòãíèåãíþïãõü çá éáïöåó èã ëêðáöåáíóá èã pj

ãõïô èáèá òêö V πj

ü çá ëîáç ãõ îíá éáïöåó èåáûêíáç
ãí æçêÿîãõ èã èåéãíõåìí (IR × IR)

ü ëêí çáõ éáïöåëãõ V πji
= 1/nji[Dπji

−πjiπ
′

ji]
ü

òáöá
i = 1, 2, . . . , I

ù
j = 1, 2, . . . , J,

õêæöã çá èåáûêíáç òöåíëåòáçü èêíèã Dπji

ãõ
îíá éáïöåó èåáûêíáç èã èåéãíõåìí (I × I)

ëêí ãçãéãíïêõ èãç ðãëïêö πji

õêæöã çá
èåáûêíáç òöåíëåòáç�

àêõ
J ðãëïêöãõ èã òöêòêöëåêíãõ êæõãöðáèáõ ãí ëáèá ïáæçá èã ëêíïåíûãíëåá ëêíþýêöéáí îí �íåëê ðãëïêö p = [p′

1, p
′
2, . . . , p

′
J ]′

ëêí éãèåá π
ù éáïöåó èã ëêðáöåáíóá

Vπ

ü çá ëîáç åíðêçîëöá á çáõ éáïöåëãõ èã ëêðáöåáíóá èã pj

� �îáíèê çáõ êæõãöðáëåêþíãõ èã èåýãöãíïãõ ûöîòêõ õêí åíèãòãíèåãíïãõü çá ëêðáöåáíóá ãíïöã êæõãöðáëåêíãõ èã
èåýãöãíïãõ ûöîòêõ ãõ ëãöêü òêö ïáíïêü çá éáïöåó èã ëêðáöåáíóá èã p

ïåãíã ýêöéá èã
îíá éáïöåó èåáûêíáç ãí æçêÿîãõ ëêí çáõ éáïöåëãõ V πj

õêæöã çá èåáûêíáç òöåíëåòáç�
=ã òîãèã èãéêõïöáö òêö ãç ïãêöãéá ëãíïöáç èãç çøéåïã éîçïåðáöåáèê 	Cáê ���Úü ò�

�Ù�
 ÿîã çáõ òöêòêëåêíãõ éîãõïöáçãõ 	ù çáõ òöêòêöëåêíãõ éîãõïöáçãõ ëêíèåëåêíáèáõ
ïåãíãí èåõïöåæîëåìí áõåíïìïåëáéãíïã íêöéáç� �êö ãç é÷ïêèê èãçïá 	Fûöãõïå Ù��Ùü ò�
���
ü çáõ ýîíëåêíãõ 	ù ýîíëåêíãõ ëêíèåëåêíáçãõ
 èã ïáçãõ òöêòêöëåêíãõü õêí ïáéæå÷íáõåíïìïåëáéãíïã íêöéáçãõ� �ç ïãêöãéá �ü á ëêíïåíîáëåìíü ãõòãëå�ëá çáõ èåõïöåæîëåêþíãõ èã ïáçãõ ýîíëåêíãõ�
=̀;:=F@ ab cWd F (p) ed WfZghdKgiX hjWfZ[de VW

F (π) ^ cW fjk\XW ljW
F

ZgWXW
VW[gmdVdf kd[KgdeWf K\XZgXjdf VW fWNjXV\ \[VWX WX jXd [WNgiX dngW[Zd ljW K\XZgWXW
d π ^ cWd H ed hdZ[go p dK\ngdXd VW ed qjXKgiX F (π) r WmdejdVd K\[[Wfk\XVgWXZWY
hWXZWr ed Kjde fW fjk\XW X\ Xjed^

sXZ\XKWft
i)F (p) | u

d
→ N

(
AΓ + Xu, HV πH ′

)

ii)F (p)
d
→ N

(
AΓ, XΩuX

′

+ HV πH ′
)

àá èãéêõïöáëåìí èãç ïãêöãéá ãõ ëêíõãëîãíëåá èåöãëïá èã áòçåëáö ãç é÷ïêèê èãçïá�
�í ãõïá ýáõã èãç áíôçåõåõ ãõ òêõåæçã òêõïîçáö ãç õåûîåãíïã éêèãçê ãí ï÷öéåíêõ èã

çáõ òöêòêöëåêíãõ êæõãöðáèáõ�

F (p) = AΓ + Xu + e 	Ú


èêíèã e
õã öãëêíêëã ëêéê ãç ðãëïêö èã ãööêöãõ áçãáïêöåêõ ãí ãç íåðãçþ��

A
ü
Γ
ü
X

ù
u

õã èã�íãí ëêéê ãí çá ãëîáëåìí ãí 	Ù
�
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àá òáöïã áçãáïêöåá èãç éêèãçê ëêéòöãíèã èêõ ãööêöãõ� îíê òáöá ëáèá íåðãç� =ã
õîòêíã ÿîã u ∼ N(0, Ωu)

ù
e ∼ N(0, HV πH ′)

ü èêíèã çáõ éáïöåëãõ èã ëêðáöåáíóáòáöá çêõ ãööêöãõ èã íåðãçþÙ ù çêõ ãööêöãõ èã íåðãçþ� õêí ýîíëåêíãõ èã çêõ òáöôéãïöêõ
u
ù

π
ü öãõòãëïåðáéãíïã� =åí ãéæáöûêü ëêéê õîûåöåì �êçèõïãåí 	����
ü õã òîãèã åíþïöêèîëåö îíá õåéòçå�ëáëåìí ù öãÿîãöåö õåéòçãéãíïã ÿîã çáõ ðáöåáíóáõ èã çêõ ãööêöãõãí ãç íåðãçþ� õãáí åíðãöõáéãíïã òöêòêöëåêíáç ãõ á nji.

=å áèãéôõ èã çá öãòáöáéãþïöåóáëåìí õã õîòêíã îíá ðáöåáëåìí õåéòçã áçãáïêöåá á ïöáð÷õ èã çáõ ïáæçáõü ãíïêíëãõõã òîãèã õîòêíãö ÿîã çá ðáöåáíóá ãíïöã ïáæçáõ ãõ çá éåõéá òáöá ëáèá îíê èã çêõ Iõîæûöîòêõ� �í ãõïã ëáõê
e ∼ N(0, Ωe)

ü èêíèã Ωe

ãõ îíá éáïöåó èåáûêíáç ëêí çêõãçãéãíïêõ σ2
e/nji

ãí çá èåáûêíáç òöåíëåòáç.�ç ñãëñê èã ÿîã ñáù éôõ èã îí ï÷öéåíê èã ãööêö áBáèã îíá ëêéòçåëáëåìí á
çêõ òöêëãèåéåãíïêõ èã ãõïåéáëåìí� �äåõïãí ïöãõ ïåòêõ èã òáöôéãïöêõ ÿîã òîãèãí õãö
ãõïåéáèêõ� çêõ ãýãëïêõ ��êõü çêõ ëêã�ëåãíïãõ áçãáïêöåêõ èãç òöåéãö íåðãç 	ÿîã òîãèãíõãö ãõïåéáèêõ ê íêü òêöÿîã ãç éêèãçê ûãíãöáç ÿîã öãõîçïá èã õîõïåïîåö çêõ éêèãçêõ
èãç íåðãçþÙ ãí ãç éêèãçê èã íåðãçþ� íê èãòãíèã èã ãççêõ
 ù çêõ ëêéòêíãíïãõ èã çá
ðáöåáíóá ù ëêðáöåáíóá� F ëêíïåíîáëåìí õã òöêòêíãí çêõ ãõïåéáèêöãõ òáöá çêõ ãýãëïêõ��êõ ù çêõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá� �ç èãõáööêççê òáöá çêõ ãýãëïêõ ��êõ ù çêõëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá ñáëã îõê èã çáõ åèãáõ òöãõãíïáèáõ ãí �áõïãççõ 	����
�

uvwv xyz{|}~ ��}~
�á�ê çáõ õîòêõåëåêíãõ èã çêõ ãööêöãõ èãç éêèãçê ãí 	Ú
ü ÷õïã õã òîãèã ãõëöåæåöëêéê îí éêèãçê çåíãáç ëêí òáöôéãïöêõ íê áçãáïêöåêõü ïáç ÿîã�

F (p) = AΓ + e∗ èêíèã e∗ = Xu + e 	Û


Máèê ãç éêèãçê ãí 	Û
 ù èã áëîãöèê ëêí 	Cáê ���Úü ò� Ú��
ü õã ïåãíã ÿîã ãçéã�êö ãõïåéáèêö çåíãáç èã Γ
ãõ ãç ãõïåéáèêö éøíåéê ëîáèöáèê ûãíãöáçåóáèê�

Γ̂ =
(
A′V −1

λ A
)−1

A′V −1
λ F (p)

èêíèã V λ = XΩuX ′ + Ωe.àá ãäåõïãíëåá èãç ãõïåéáèêö Γ̂
ãõïô õî�ãïá á çá ãäåõïãíëåá èã çáõ åíðãöõáõ åíðêçîþëöáèáõ� =åãíèê ãç ãõïåéáèêö Γ̂ èã çá ýêöéá èáèáü ãõïô ëçáöê 	Cáê ���Úü ò� Ú��
 ÿîããõ åíõãõûáèê òáöá

Γ
ù ÿîã

V ar
(
Γ̂
)

=
(
A′V −1

λ A
)−1

=ãá −→
C

ãç ðãëïêö ÿîã öãõîçïá èã ãõëöåæåö çáõ ëêçîéíáõ èã îíá éáïöåó ëîáçÿîåãþöá
C
ü îíá èãæá�ê èã çáõ êïöáõ� �íïêíëãõ çá éáïöåó V λ

èãòãíèã èãç òáöôéãïöê

λ =

( −→
Ωu
−→
Ωe

) ù õå ÷õïã ýîãõã ëêíêëåèêü Γ̂ ù õî éáïöåó èã ëêðáöåáíóá õãöøáí ëáçëîçáþ
æçãõ� =îòêíãö λ

ëêíêëåèê õåûíå�ëáöøá îíá öãõïöåëëåìí òáöá çá áòçåëáëåìí òöôëïåëá èããõïêõ ãõïåéáèêöãõ� Eíá õåïîáëåìí éîëñê éôõ öãáçåõïá õãöøá õîòêíãö λ èãõëêíêëåèêü
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ãõïåéáö ÷õïã ù õîõïåïîåö çáõ ãäòöãõåêíãõ èã õîõ ãõïåéáèêöãõ ãí Γ̂ çêûöáíèê áõø îíãõïåéáèêö ãí èêõ ãïáòáõ òáöá Γ èã çá ýêöéá�

̂̂
Γ =

(
A′V̂

−1

λ A
)−1

A′V̂
−1

λ F (p)

èêíèã V̂ λ

ãõ çá ãõïåéáëåìí èã V λ.

uv�v �}��}�z�|z~ �z �� ��������
Eí òöêëãèåéåãíïê òáöá ãõïåéáö çáõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá ãõ ãç õåûîåãíïã�

ãç ðãëïêö èã ãööêöãõ
e∗ õã òîãèã ãõëöåæåö ãí çá ýêöéá�

e∗ = $1 ξ1 + $2ξ2,
èêíèã�

$1 = X, $2 = IaJ , ξ1 = u
ù

ξ2 = e
ü ëêí�

E (ξi) = 0 ∀ i = 1, 2
ú
Cov(ξ1) = Ωu

ú
Cov (ξ2) = Ωe

ú
Cov (ξ1, ξ2) = Cov (ξ2, ξ1) = 0

ú òêö ïáíïê�
V ar (e∗) = $1Ωu$′

1+
Ωe

�
�îãèá ëçáöê ÿîã ÷õïã ãõ îí éêèãçê èã ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá�
=ãá

L (A)
ãç ãõòáëåê ûãíãöáèê òêö çáõ ëêçîéíáõ èã çá éáïöåó A

ú
[L (A)]

⊥ ãç
ãõòáëåê ëêéòçãéãíïê êöïêûêíáç èã L (A)

ú
R =

[
I − A

(
A′A

)−1
A′
] ãç òöêùãëïêö

õêæöã [L (A)]
⊥ ü ù

r (C)
ãç öáíûê èã îíá éáïöåó ëîáçÿîåãöá C

� �íïêíëãõ r (R) =
aJ−r (A) = n.

=ãá
M îíá éáïöåó èã êöèãí n×aJ

ïáç ÿîã r (M ) = n
ù

MA = 0
�

Mãýøíáõã F̃ = MF (p)
ú õã ïåãíã ÿîã

E
(
F̃
)

= E (MF (p)) = MAΓ = 0

Cov
(
F̃
)

= Cov (MF (p)) = MV λM ′

�êéê
F (p)

d
→ N (AF , V λ)

ãíïêíëãõ F̃ (p)
d
→ N

(
0, MV λM ′

)
=ã ïåãíã ÿîã�

E

(−−→
F̃ F̃

′
)

=
−−−−−−→
MV λM ′ =

(
−−−−−−−−−→
M$1$

′
1M

′

��� −−−−→
MM ′

)( −→
Ωu
−→
Ωe

)
= Z∗λ

èêíèã z∗ =

(
−−−−−−−−−→
M$1$

′
1M

′

���−−−→
MM ′

) ù
λ =

(
−→
Ωu

���−→
Ωe

)′

=ãá ãç éêèãçê çåíãáç èáèê òêö� −−→
F̃ F̃ ′ = Z∗λ + µ

ü ëêí µ =

(−−→
F̃ F̃ ′ − Z∗λ

)
,

E (µ) = 0
ù

Cov (µ) = V ∗
λ, èêíèã V ∗

λ

ïåãíã çá ãäòöãõåìí�

V ∗
F = E

[(−−→
F̃ F̃ ′

)(−−→
F̃ F̃ ′

)′
]
−

[
E

(−−→
F̃ F̃ ′

)
E

(−−→
F̃ F̃ ′

)′
]
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òãöê

[(−−→
F̃ F̃ ′

)(−−→
F̃ F̃ ′

)′
]

=




f̃1f̃1F̃ F̃ ′ f̃1f̃2F̃ F̃ ′ . . . f̃1f̃nF̃ F̃ ′

f̃2f̃1F̃ F̃ ′ f̃2f̃2F̃ F̃ ′ . . . f̃2f̃nF̃ F̃ ′��� ��� � � � ���
f̃nf̃1F̃ F̃ ′ f̃nf̃2F̃ F̃ ′ . . . f̃nf̃nF̃ F̃ ′




èêíèã f̃ i

ãõ çá iþ÷õåéá ëêçîéíá èã çá éáïöåó F̃
�

�áçëîçáíèê E
(
f̃ if̃ jF̃ F̃ ′

)
,
ãéòçãáíèê ãç éêéãíïê èã êöèãí Û èã îíá èåõïöåþ

æîëåìí íêöéáç éîçïåðáöåáèá 	ðãö Fíèãöõêí ����
ü õã êæïåãíã�

E
(
f̃ if̃ jF̃ F̃ ′

)
= τijR + [τi1R (j) , τi2R (j) , . . . , τinR (j)]

+ [τj1R (i) , τj2R (i) , . . . , τjnR (i)]

= τijR + R′ (i) ⊗ R (j) + R′ (j) ⊗ R (i)

�í çá ãäòöãõåìí áíïãöåêöü ù ëêí ãç êæ�ãïåðê èã õåéòçå�ëáö çá ýêöéîçáëåìí éáïãþéôïåëáü õã ñá èãíêïáèê�
MV λM ′ = R

ù
R (i) îíá ëêçîéíá ëîáçÿîåãöá èã R

�
=ã ðã ýôëåçéãíïã ÿîã�

E

[(−−→
F̃ F̃ ′

)(−−→
F̃ F̃ ′

)′
]

= R ⊗ R + [R ⊗ R(1), R ⊗ R(2), . . . , R ⊗ R(n)]

+
[
R′ (1) ⊗

−→
R,R′(2) ⊗

−→
R, . . . , R′(n) ⊗

−→
R
]

= R ⊗ R + [R ⊗ R (1) , R ⊗ R(2), . . . , R ⊗ R(n)] +
−→
R′ ⊗

−→
R

�êö êïöá òáöïã�
[
E

(−−→
F̃ F̃ ′

)
E

(−−→
F̃ F̃ ′

)′
]

=
(−→
R
)(−→

R
)′

=
−→
R′ ⊗

−→
R

�íïêíëãõ�

Cov

(−−→
F̃ F̃ ′

)
= [R ⊗ R] + [R ⊗ R (1) , R ⊗ R (2) , . . . , R ⊗ R (n)]

= V ∗
λ0

�åíåéåóáíèêü öãõòãëïê á
λ
ü çá íêöéá ∥∥∥∥

−−→
F̃ F̃ ′ − Z∗λ

∥∥∥∥
V

∗−

λ0

ëêí�

V ∗
λ0

=
[(

MV λ0
M ′
)
⊗
(
MV λ0

M ′
)]

+
[(

MV λ0
M ′
)
⊗
(
MV λ0

M ′
)
(1) . . .

(
MV λ0

M ′
)
⊗
(
MV λ0

M ′
)
(n)
]
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èêíèã λ0
ãõ îí ðáçêö åíåëåáç òáöá λb �õïã ðáçêö òêèöøá êæïãíãöõã èã çá õåûîåãíïãéáíãöá� õã òîãèã æîõëáö ãç ãõïåéáèêö éøíåéê ëîáèöáèê ûãíãöáçåóáèê òáöá

Γ
ü õîþòêíåãíèê Cov (ξ1) = 0

ü ù çîãûêü ãäáéåíáíèê çêõ öãõåèîêõü êæïãíãö îí ðáçêö åíåëåáçòáöá
λ

�
�ç ãõïåéáèêö òáöá çêõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá ïãíèöô çá ýêöéá�

λ̂ =
(
Z∗′

V ∗−
λ0

Z∗
)

Z∗′

V ∗−
λ0

(−−−→
F̃ F̃ ′

) 	�


	õã ñá îïåçåóáèê ãç õøéæêçê B− òáöá åíèåëáö çá åíðãöõá ûãíãöáçåóáèá èã îíá éáïöåó
B

ëîáçÿîåãöá
� àá ãäòöãõåìí èã λ̂
õã èá ãí ýîíëåìí èã çá åíðãöõá ûãíãöáçåóáèá òêöÿîã

çáõ åíðãöõáõ åíðêçîëöáèáõ íîíëá ãäåõïãí�

uv�v ��}��z���z~ �z �}~ z~|����}�z~
�í ãõïá õãëëåìí õã òöîãæá ÿîã ãç ãõïåéáèêö λ̂

ãí � ãõ îí ãõïåéáèêö èãç ïåòê
λ0

þ�DG�E� � òöêòîãõïê òêö �çã�ã 	����
�
=̀;:=F@ �b se WfZghdV\[

λ̂λ0

Wf jX WfZghdV\[ VWe Zgk\ λ0
Y�����s^

�������� ¡¢£b =ìçê ñáù ÿîã ëêíõåèãöáö ãç öãõîçïáèê èãç ïãêöãéá Ú èãç áíãäê
	èáèê òêö �áõïãççõ ����
 ù òöêæáö ÿîã λ̂λ0

ãõ îíá õêçîëåìí èã çá ãëîáëåìí�

SZ (λ0)λ = U (λ0,F (p))

èêíèã

U i = F (p)
′
M ′

(
MV λ0

M ′
)−1

M F̃iM
′
(
MV λ0

M ′
)−1

MF̃ jM
′

ëêí
SM (λ0)ij = tr

(
MV λ0

M ′
)−1

M F̃iM
′
(
MV λ0

M ′
)−1

M F̃jM
′, j = 1, 2

F̃ 1 = IaJ , F̃ 2 = ω1ω
′
1�ç ãçãéãíïê i èãç ðãëïêö

(
A′V ∗−

λ0
F̃ F̃ ′

) õã òîãèã ãõëöåæåö èã çá õåûîåãíïã ýêöéá�

(
A′V ∗−

λ0

−−→
F̃ F̃ ′

)
=

(−−−−−−→
M iF̃ iM

′

)′

V ∗−
λ0

−−→
F̃ F̃ ′

=

(−−−−−−→
MF̃ iM

′

)′

Θ−1
−−→
F̃ F̃ ′

=
1

2
tr
[(

MV λ0
M ′
)−1

MF̃ iM
′
(
MV λ0

M ′
)−1

F̃ F̃ ′
]

=
1

2
F̃′
(
MV λ0

M ′
)−1

MF̃ iM
′
(
MV λ0

M ′
)−1

F̃

¤ÈÌ ÄÌÎÆ¥ÁË ¦§¨§¦©¦ ¨ª«¦ ¬©­®«­¯§° ©¨±§­²³® ³²¯§¦­¯§ª¨´
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�ç ãçãéãíïê iþj èã çá éáïöåó (A′V −
λ0

A
) ðåãíã ãäòöãõáèê òêö�

(
A′V −

λ0
A
)
ij

=

(−−−−−−→
MF̃ iM

′

)′

V ∗−
λ0

(−−−−−−→
MF̃ jM

′

)

=
1

2
tr
[(

MF̃ iM
′
) (

MV ∗
λ0

M ′
)−1

(
MF̃ jM

′
) (

MV ∗
λ0

M ′
)−1
]

=
1

2
tr

[(
MV ∗

λ0
M ′
) (

MF̃ iM
′
)−1 (

MV ∗
λ0

M ′
)−1

(
M F̃jM

′
)]

çê ëîáç òöîãæá ÿîã λ̂λ0

ãõ îí ãõïåéáèêö èãç ïåòê èã�íåèê λ0
þ�DG�E��

µÞ ¶12,+1),5. +*2 123(',/-( +* *4/,-1),5.
�êéê òáöïã èã çá ãõïöáïãûåá èã ãõïåéáëåìíü ãí ãõïã áöïøëîçê õã òöãõãíïáí 	ðãöáíãäê
 çêõ òáõêõ æôõåëêõ èã îí áçûêöåïéê èã éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ åïãþöáïåðêõ õåûîåãíèê ãç ãíýêÿîã òöêòîãõïê� àá ðáçåèãó èãç òöêëãèåéåãíïê õã ñá ðãíåèêãäòçêöáíèê á ïöáð÷õ èã ðáöåêõ ãõïîèåêõ èã õåéîçáëåìí òáöá ëêí�îíïêõ èã èáïêõ æáþçáíëãáèêõ 	ãç ïáéáBê èã çáõ éîãõïöáõ ãõ ãç éåõéê òáöá ïêèêõ çêõ õîæûöîòêõ
 ù

èãõæáçáíëãáèêõ 	ãç ïáéáBê èã çáõ éîãõïöáõ èã çêõ õîæûöîòê ãõ èåýãöãíïã
� �í ïêþèêõ çêõ ëáõêõ õã îïåçåóì îí éêèãçê èã öãûöãõåìí çêûøõïåëá èêíèã çêõ çêûáöåïéêõ èã
çá öáóìí èã öåãõûê 	e\N \VVf [dZg\f
 õã öãëêíêëãí ëêéê ãýãëïêõ áçãáïêöåêõ èã îíáòêæçáëåìí èã ûöîòêõ� �ç åíïãö÷õ èã çá åíðãõïåûáëåìí õã ëãíïöì ãí ãç áíôçåõåõ èã çáõãõïåéáëåêíãõ èã çêõ èêõ òáöôéãïöêõ ��êõ ù çá ðáöåáíóá áç íåðãç èã ûöîòê�

�í ãç ëáõê æáçáíëãáèê 	�êíïãöêü �áõïãçç 
 ��ãèá Ù���
 õã ãäáéåíì çá åíâîãíëåá
èã èåýãöãíïãõ ïáéáBêõ èã éîãõïöáõ ù éáûíåïîèãõ èã çá ðáöåáíóá èã çêõ ãýãëïêõ
áçãáïêöåêõ õêæöã çá òöãëåõåìí èã çáõ ãõïåéáëåêíãõ� =ã ëêíõåèãöáöêí õãïãíïá èåõãBêõ
èåýãöãíïãõü èáèêõ òêö çáõ ëêéæåíáëåêíãõ èã ëåíëê í�éãöêõ èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá
	��ü Ù�ü ��ü ��ü ���
ü õåãïã ïáéáBêõ èã éîãõïöá 	��ü Ù�ü ��ü ��ü ���ü Ù��ü Ú��
 èã
çêõ õîæûöîòêõ ù èêõ éáûíåïîèãõ èã ðáöåáíóáü îíá ûöáíèã ù êïöá òãÿîãBá� àêõ
öãõîçïáèêõ åíèåëáí ÿîã çáõ ãõïåéáëåêíãõ èã çêõ òáöôéãïöêõ ��êõ õêí òöãëåõáõ òáöáéîãõïöáõ èã ïáéáBê éêèãöáèáéãíïã òãÿîãBáõü òãöê õã íãëãõåïá îí éáùêö í�éãöê
èã êæõãöðáëåêíãõ òáöá áçëáíóáö îí ëêéòêöïáéåãíïê öáóêíáæçã èãç ãõïåéáèêö òáöá çá
ðáöåáíóá èã íåðãçþÙ� �í ûãíãöáçü òáöá áçëáíóáö éáùêö òöãëåõåìí ãí çáõ ãõïåéáëåêíãõãõ éôõ åéòêöïáíïã îí í�éãöê ûöáíèã èã åíèåðåèîêõ òêö õîæûöîòêõ 	

>
Ù��
 ÿîã

îí í�éãöê ûöáíèã èã ûöîòêõ� àá èåýãöãíëåá ãí òöãëåõåìí èã çáõ ãõïåéáëåêíãõ òáöá
èåõãBêõ ëêí �� ê éôõ ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá íê ãõ õîõïáíëåáç�

�í ãç ëáõê èãõæáçáíëãáèê õã ãíëêíïöì ÿîã ãí ëåãöïáõ õåïîáëåêíãõü çáõ ãõïåéáëåêþíãõ èã çá ðáöåáíóá òöêèîëãí õãõûêõ ûöáíèãõ ù ãõïåéáëåêíãõ íãûáïåðáõ� �áöá éã�êöáö
çêõ öãõîçïáèêõ õã òöêòîõê ëêööãûåö ãç áçûêöåïéê áòçåëáíèê îíá ï÷ëíåëá æáõáèá ãí
çá èãõëêéòêõåëåìí èã ðáçêöãõ õåíûîçáöãõ ïöîíëáèêõ ãí çá õêçîëåìí èã çêõ éøíåéêõ
ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ òáöá ãõïåéáö çêõ ëêéòêíãíïãõ èã çá ðáöåáíóá� �ãèåáíïãõåéîçáëåìí õã éêõïöì çá ãýãëïåðåèáè èã çá ï÷ëíåëá ãí ëîáíïê á çá öãèîëëåìí èãç õãõûê
èã çêõ ãõïåéáèêöãõ 	�êíïãöê 
 �îãööá Ù���
� �í ãç ãõïîèåê õã ��ì ãç í�éãöê èãïáæçáõ� àêõ ïáéáBêõ éîãõïöáçãõ ãí çêõ õîæûöîòêõ õã ûãíãöáöêí á òáöïåö èã ïöãõ èåõþïöåæîëåêíãõ îíåýêöéãõ èåýãöãíïãõü èáíèê çîûáö á ïöãõ ïåòêõ èã èåõãBêõ 	çåûãöáéãíïã

�ÀÕÄÁÃÂ �¾Æ¾Ê�ÄÂÌÂ ÔÀ ÈÁÃÂÔ ÁÃÄÍÂ !! "#$%$& #''(#)$



ÙÛÛ �� ���� $ ¹$������� º$��� º" �̄��$ Ü º� ���$ º� ����

èãõæáçáíëãáèêü éêèãöáèáéãíïã èãõæáçáíëãáèê ù éîù èãõæáçáíëãáèê
� =ã ëêíõåèãþöáöêí èêõ éáûíåïîèãõ èã ðáöåáíóá èã íåðãçþÙü çáõ éåõéáõ ÿîã ãí ãç ëáõê æáçáíëãáèê�
�áöá çáõ ãõòãëå�ëáëåêíãõ ëêíõåèãöáèáõ çêõ öãõîçïáèêõ éêõïöáöêí íåðãçãõ áëãòïáæçãõ
èã õãõûê ù òöãëåõåìí� =ã êæõãöðì áèãéôõ ÿîã çá ëáçåèáè èã çáõ ãõïåéáëåêíãõ íê õã
áýãëïì òêö ãç ûöáèê èã èãõæáçáíëã èã çêõ èáïêõ�

�áöá ïêèêõ çêõ ëáõêõ õã ãíëêíïöì ÿîã ãç é÷ïêèê èã ãõïåéáëåìí õã ëêéòêöïá
éã�êö ëîáíèê çá ðáöåáíóá èã çêõ ãýãëïêõ áçãáïêöåêõ ãõ òãÿîãBá�

·Þ I¸*-82(
�áöá åçîõïöáö ãç ãíýêÿîã èåõëîïåèê ãí ãõïã áöïøëîçêü õã îõáöêí çêõ èáïêõ öãòêöþïáèêõ ãí Lîöíãöü �éáöü ]áíûü �êçèõïãåí 
 Lñêéòõêí 	Ù���
ü ëêíõåõïãíïãõ ãí ÙÙ

ãíõáùêõ ëçøíåëêõ öãáçåóáèêõ òáöá åíðãõïåûáö ãç ãýãëïê èã èãõëêíïáéåíáëåìí õãçãëïåðá
èãç ïöáëïê èåûãõïåðêü õêæöã ãç öåãõûê èã åíýãëëåìí èãç ïöáëïê öãõòåöáïêöåê� =ã õãçãëþëåêíáöêí áçãáïêöåáéãíïã òáëåãíïãõ èã îíåèáèãõ èã ëîåèáèêõ åíïãíõåðêõü ùá õãá òáöá
öãëåæåö îí ïöáïáéåãíïê èã ëêéæåíáëåìí èã áíïåæåìïåëêõ ê òáöá íê öãëåæåö ïöáïáéåãíþïê� �í çá ïáæçá Ú 	ðãö áíãäê
 õã òöãõãíïá çá òöêòêöëåìí èã òáëåãíïãõ åíýãëïáèêõ ãíëáèá ïöáïáéåãíïê òáöá ëáèá îíê èã çêõ ãíõáùêõü áõø ëêéê çêõ çêûáöåïéêõ èã çá öáóìí
èã öåãõûê 	e\N \VVf [dZg\f
 ù õîõ ðáöåáíóáõ�

àêõ èáïêõ òîãèãí ëêíõåèãöáöõã èãíïöê èã îíá ãõïöîëïîöá �ãöôöÿîåëáü èêíèã çêõõîæûöîòêõ èã òáëåãíïãõ 	ïöáïáéåãíïê ù ëêíïöêç
 õã áíåèáí èãíïöê èã çêõ ãíõáùêõ�
Mã ãõïá éáíãöáü çêõ õîæûöîòêõ èã òáëåãíïãõ õã ëêíõåèãöáí ëêéê çáõ îíåèáèãõ èãç
íåðãçþ� ù çêõ ãíõáùêõü çáõ îíåèáèãõ èã íåðãçþÙ�

�ç éãïáþáíôçåõåõ èã çêõ ãíõáùêõ ëêí öãõòîãõïá æåíáöåá õã öãáçåóì á�îõïáíèê îíéêèãçê èã öãûöãõåìí çêûøõïåëá ãí ãç ÿîã õã ��áí çêõ ãýãëïêõ èã çêõ ïöáïáéåãíïêõ ù õã
òãöéåïã ÿîã çêõ çêûáöåïéêõ èã çá öáóìí èã öåãõûê 	e\N \VVf [dZg\f
 ðáöøãí á ïöáð÷õ
èã çêõ J

ãíõáùêõ 	Lîöíãö ãï áç� Ù���
�

logit (πij) = β0jxij +
J∑

k=1

βkDkij

ãí ãç íåðãçþ� 	 ¹èãíïöêº èã çêõ ãíõáùêõ
 	�


β0j = θ + uj

ãí ãç íåðãçþÙ 	 ¹ãíïöãº çêõ ãíõáùêõ
 	�

uj ∼ N

(
0, σ2

u

)

èêíèã πij

ãõ çá òöêæáæåçåèáè èã åíýãëïáöõã òáöá çêõ åíèåðåèîêõ èãç iþ÷õåéê õîæûöîòêãí ãç jþ÷õåéê ãíõáùêü xij = 0/1 åíèåëá õî õîæûöîòê ëêíïöêçOïöáïáéåãíïêü ù ãçëêí�îíïê èã D1ij , . . . , DJij = 0/1
ü õî òãöïãíãíëåá áç ãíõáùê�

=îõïåïîùãíèê � ãí � õã êæïåãíã ãç õåûîåãíïã éêèãçê�

logit (πij) = (θ + uj)xij +

J∑

k=1

βkDkij
	�


èêíèã θ 	e\N \VVf [dZg\
 öãòöãõãíïá ãç ãýãëïê òöêéãèåê èã åíïãö÷õ�

�ÀÕÄÁÃÂ �¾Æ¾Ê�ÄÂÌÂ ÔÀ ÈÁÃÂÔ ÁÃÄÍÂ !! "#$%$& #''(#)$



*+,-./010.23, 4 567,+031, /. .83015-092 .2 1,/.6,8 1:63020;.6 <5+5 <+,<,+-0,2.8 ÙÛ�
àáõ ãõïåéáëåêíãõ èã çêõ òáöôéãïöêõ èãç éêèãçê ãí 	�
ü êæïãíåèáõ éãèåáíïã ãçãíýêÿîã èã éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ 	�à=»
 òöêòîãõïê ãí ãõïã áöïøëîçêüõã ëêéòáöáí ëêí çáõ éêõïöáèáõ òêö Lîöíãö ãï áç� 	Ù���
ü îïåçåóáíèê êïöêõ é÷ïêèêõ

èåõòêíåæçãõ ãí ãç õåõïãéá èã òöêûöáéáõ �à?åG 	�êçèõïãåíü Cáõæáõñü �çã?åõü Möáþòãöü �öê?íãü ]áíûü ¼êêèñêîõã 
 �½C ����
� ãç é÷ïêèê èã ëîáõåþðãöêõåéåçåïîèéáöûåíáç 	��à
ü ãç é÷ïêèê èã ëîáõåþðãöêõåéåçåïîè òãíáçåóáèá 	��à
 ù îí é÷ïêþèê �êêïõïöáò òáöáé÷ïöåëê 	ðãö �êçèõïãåí 
 Cáõæáõñ ����ü �î� ����ü òáöá îíá
èåõëîõåìí èãïáççáèá èã çêõ é÷ïêèêõ
�

�í çá ïáæçá Ù õã éîãõïöáí çêõ ðáçêöãõ ãõïåéáèêõ èã θ
ù

σ2
u

ù çêõ ëêööãõòêíèåãíïãõ
åíïãöðáçêõ èã ëêí�áíóá ¼áçè� Gìïãõã ÿîã çá ãõïåéáëåìí �à= èã θ

ãõ éîù õåéåçáö á
çá êæïãíåèá òêö ãç é÷ïêèê �êêïõïöáò èã ëêööãëëåìí èã õãõûêõ� �í ãç ëáõê èã σ2

u, çáãõïåéáëåìí �à= èã σ2
u

ãõ çá éôõ ãäïöãéá�

PQRSQ ¾U �����$��� �� ��� ���$�$ ������ �� ��� �$��� �� � ������ ��� ��$��� ���#��$�����"º����� ��� ¯¿ À­¹ Á%ÂÃ Ä$��$ �$ � ��� � �$��� À­¹ Á%ÂÃ
θ σ2

uºÅ�
−

��Æ! À
−

��Ç��
−

���ÈÃ ��ÆÉ À���Ç� ��ÇÆÃ
ÊÅ�

−

��ÆÁ À
−

��Á��
−

���ÈÃ ��ÉÆ À���Æ� ���ÆÃ
ÊÅ��Ë������$#

−

��ÉÉ À
−

���É�
−

���%Ã ��È� À����� ���!Ã
®��

−

��É! À
−

���É�
−

���ÆÃ ���É À��ÆÆ� ��ÉÁÃ

�áöá ëêéòçãïáö çá ëêéòáöáëåìí èã ãíýêÿîãõü çáõ ãõïåéáëåêíãõ �à= õã ëêéòáþöáí ëêí çáõ êæïãíåèáõ áòçåëáíèê îí é÷ïêèê ëêéòçãïáéãíïã æáùãõåáíêü ÿîã îïåçåóáãç éîãõïöãáèêö �åææõ òáöá �êíïã �áöçê éãèåáíïã �áèãíá èã �áö�êð 	����

	=ëñéåèïü =òåãûãçñáçïãö 
 Lñêéáõ ����
ü ù ëêí çáõ êæïãíåèáõ éãèåáíïã áòöêäåéáþëåêíãõ áç éêèãçê ëêéòçãïáéãíïã æáùãõåáíê 	Fæöáéõ 
 =áíõì ����
ü òöêòîãõïáõòáöá öãèîëåö çêõ ëôçëîçêõ öãÿîãöåèêõ� �õïêõ é÷ïêèêõ õã òîãèãí åéòçãéãíïáö ãíõåõïãéáõ ëêéê ãç �E�= 	�åç�õü Lñêéáõ 
 =òåãûãçñáçïãö ���Û
�

àá ãõïåéáëåìí �à= èã θ
õã òöãõãíïá ëêí ãç ðáçêö éôõ ãäïöãéê 	−�ü�Ú ëêéòáöáèêëêí ãç −�üÛ� èãç ëêéòçãïáéãíïã æáùãõåáíê ù ãç −�ü�� èãç æáùãõåáíê áòöêäåéáèê


ù çá ãõïåéáëåìí èã σ2
u

ãäñåæã îí ðáçêö éîù ëãöëáíê áç êæïãíåèê éãèåáíïã çêõ êïöêõé÷ïêèêõ 	�ü�� ëêéòáöáèê ëêí ãç �ü�� èãç ëêéòçãïáéãíïã æáùãõåáíê ù �ü�� èãç
æáùãõåáíê áòöêäåéáèê
�

�êéê õã ñá òêèåèê êæõãöðáöü ãç òöêëãèåéåãíïê òöêòîãõïê òöêèî�ê ãõïåéáëåêíãõ
èã çêõ òáöôéãïöêõü öáóêíáæçãéãíïã ëãöëáíáõ á çáõ êæïãíåèáõ òêö êïöêõ é÷ïêèêõùá ëêíêëåèêõ� Mã ãõïá ýêöéáü õã òöãïãíèã òêíãö èã éáíå�ãõïê çáõ åéòêöïáíïãõòêõåæåçåèáèãõ ÿîã êýöãëã îí é÷ïêèê èã ãõïåéáëåìí ëêéòîïáëåêíáçéãíïã éîù õåéòçã
èã áòçåëáö ãí ëêéòáöáëåìí ëêí êïöêõ é÷ïêèêõ æáõáèêõ ãí ãõïöáïãûåáõ éôõ ëêéòçã�áõ�

ÌÈÌ ÀÁÃÀ Â½Ã ÍÅÆ¾ Æ¾Á Ê¥Ã¾Ô¾Á ÔÀ ÀÁÃÄÊÂÍÄÍÌ ÅÃÄÆÄÎÂÔ¾Á ÁÀ ÄÔÀÌÃÄÏÍÂÌ Ð¾½ ÁÅÁ ÁÄÎÆÂÁ ÀÌ ÄÌÎÆ¥ÁÇ
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ÙÛ� �� ���� $ ¹$������� º$��� º" �̄��$ Ü º� ���$ º� ����
ÑÞ Ò(.)264,(.*4

�ç òöêëãèåéåãíïê èã ãõïåéáëåìí òöãõãíïáèê ãí ãõïã áöïøëîçê îæåëá áç áíôçåõåõ
èã îí ëêí�îíïê èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá ãí îíá ëçáõã èã òöêæçãéáõ ÿîã òîãèãíïöáïáöõã îïåçåóáíèê éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ�

Eíá èã çáõ òöåíëåòáçãõ ðãíïá�áõ èãç ãíýêÿîã òöêòîãõïê ãõ ÿîã òîãèã îõáöõã ãíõåïîáëåêíãõ èêíèã êïöêõ é÷ïêèêõ åéòêíãí çá õêçîëåìí èã ëêéòçåëáèáõ ãäòöãõåêíãõéáïãéôïåëáõ� �ïöá ðãíïá�á åéòêöïáíïã ãõ çá ýáëåçåèáè ÿîã çã êýöãëã áç åíðãõïåûáèêöòáöá ëêíõïöîåö îíá áéòçåá ýáéåçåá èã ýîíëåêíãõ èã òáöïåëîçáö åíïãö÷õ òáöá ãç áíôçåõåõéîçïåíåðãç èã çáõ òöêòêöëåêíãõ ãõòãöáèáõ ãí îí ëêí�îíïê èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá�
�í ûãíãöáçü ãç ãíýêÿîã òöêòîãõïê êýöãëã îíá ñãööáéåãíïá éîù �ïåç òáöá éêèãþçáö îíá ûöáí ðáöåãèáè èã õåïîáëåêíãõ ÿîã êëîööãí ýöãëîãíïãéãíïã ãí çá òöôëïåëáüëêíõïåïîùãíèê áõø îíá ã�ëáó áçïãöíáïåðá á çá éêèãçáëåìí éîçïåíåðãç òáöá èáïêõëáïãûìöåëêõ �ãöôöÿîåëêõ�

[ÓÔÕÖ×ÖØÙÚ Û×ÜÖÝ ØÔ Þßßà á âÕÔãäÛØÙÚ ÙÕäå×ÜÔ ØÔ Þßæß]

ç*è*'*.),14
Fæöáéõü �� 
 =áíõìü �� 	����
ü éFòòöêäåéáïã �áùãõåáí Díýãöãíëã ýêö Cáíèêé��ãëïõ éãïáþáíáçùõåõêü cZdZgfZgKf gX �WVgKgXW aëü Ù��ìÙ���
Fûöãõïåü F� 	Ù��Ù
ü JdZWN\[gKde ídZd îXdeïfgfü ¼åçãùü Gã? ]êö��
Fíèãöõêíü L� ¼� 	����
ü îX �XZ[\VjKZg\X Z\ �jeZgmd[gdZW cZdZgfZgKde îXdeïfgfü ¼åþçãùü Gã? ]êö��
�öãõçê?ü G� �� 
 Añáêü à� �� 	����
ü éàêûåõïåë Cãûöãõõåêí ýêö =ïöáïå�ãè �áõãþ�êíïöêç =ïîèåãõêü ðg\hWZ[gKf ññü ���ì����
�öå�ü F� =� 
 Cáîèãíæîõñü =� ¼� 	���Ù
ü ògW[d[KógKde ôgXWd[ �\VWeft îkkegKdZg\Xf

dXV ídZd îXdeïfgf �WZó\Vfü =áûã �îæçåëáïåêíõü �áçåýêöíåá�
�áõïãççõü �� 	����
ü �õïåéáëåìí ãí îí éêèãçê ëêí òáöôéãïöêõ áçãáïêöåêõü Lãõåõ èãéáãõïöøáü �áëîçïáè èã �áïãéôïåëáü Eíåðãöõåèáè èã àá �áæáíáü àá �áæáíá�
�ýöêíü �� 	����
ü é�éòåöåëáç �áùãõ �ãïñêèõ ýêö �êéæåíåíû àå�ãçåñêêèõêü õ\j[Xde\q ZóW îhW[gKdX cZdZgfZgKde îff\KgdZg\X ö÷	ÛÚÛ
ü �Ú�ì����
�ãáöõü L� C� 
 �öê?íü �� �� 	����
ü éàêûåõïåë Cãûöãõõåêí �ãïñêèõ ýêö Cãïöêõòãëþïåðã �áõãþ�êíïöêç Mïîèåãõ îõåíû �êéòçãä =áéòçåíû �öêëãèîöãõêü ðg\hWZ[gKf

ñ�ü ���ì����
�êöïñêýãöü C� G� 
 àãñíãíü C� �� 	����
ü øjnegK ø[\N[dh îXdeïfgft î �Wù JdZWY

N\[gKde ídZd îkk[\dKóü àåýãïåéã àãáöíåíû �îæçåëáïåêíõü �ãçéêíïü �áçåýêöíåá�
�êöïñêòãöü C� G� 
 �êëñü �� �� 	���Ú
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�êçèõïãåíü �� 	����
ü �jeZgeWmWe �\VWef gX sVjKdZg\Xde dXV c\Kgde üWfWd[Kóü �ñáöþçãõ �öåþíü àêíèêí�
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 �êííåíûü �� 	����
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�ãèûãõü à� @� 
 �ç�åíü D� 	����
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�õåáêü �� 	����
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�çã�ãü ½� 	����
ü éF Gêïã êí �DG�E� ýêö Gêöéáç �êèãçõêü �dZóWhdZgfKóW �kWY

[dZg\Xfq \[fKójXN jXV cZdZgfZg� ëü ���ì��Û�
�î�ü F� ]� �� 	����
ü éFõùéïêïåëáççù Eíæåáõãè �õïåéáïåêí åí �ãíãöáçåóãè àåíãáö�êèãçõ ?åïñ Cáíèêé ��ãëïõêü õ\j[Xde \q ZóW ü\ïde cZdZgfZgKde c\KgZï ýëü Ú��ìÛ���
àããü ]� 
 Gãçèãöü ½� F� 	Ù��Ù
ü éFíáçùõåõ êý Eçëãö èáïá Eõåíû �åãöáöëñåëáç �ãíãþöáçåóãè àåíãáö �êèãçõêü cZdZgfZgKf gX �WVgKgXW �aü ���ìÙ�Ù�
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àîæåíü ½� ��ü �çêïü ¼� ½�ü �ãööåíêü ��ü �çáéáíïü C�ü �åççåõü �� C�ü �îíóãü ��ü

=ëñé>?ñçü M� 
 @åõëêü �� 	���Û
ü é�áïïãöíõ êý àîíû �áíëãö Cåõû Fëëêöèåíûïê Lùòã êý �åûáööãïïã =éê�ãèêü �XZW[XdZg\Xde õ\j[Xde \q JdXKW[ ûûü ���ì����
�êíïãöêü �� 	Ù���
ü Fíôçåõåõ èã ïáæçáõ èã ëêíïåíûãíëåá� îí ãíýêÿîã éîçïåíåðãçüLãõåõ èã èêëïêöáèêü �áëîçïáè èã �áïãéôïåëáü Eíåðãöõåèáè èã àá �áæáíáü àá�áæáíá�
�êíïãöêü ��ü �áõïãççü �� 
 ��ãèáü �� �� 	Ù���
ü é�åïïåíû á �îçïåçãðãç �êèãç ïê á

=áéòçã êý �êíïåíûãíëù Láæçãõ îõåíû ïñã �=� Fòòöêáëñêü üWmgfZd �XmWfZgNdYKgiX �kW[dKg\Xde �ú	Ú
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�êíïãöêü ��ü �áõïãççü �� 
 ��ãèáü �� �� 	Ù���
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�êíïãöêü �� 
 �îãööáü @� 	Ù���
ü é�õïåéáïåíû �îçïåçãðãç �êèãçõ ýêö �áïãûêöåþëáç Máïá ðåá �ãíãöáçåóãè àãáõï =ÿîáöãõêü üWmgfZd J\e\hngdXd VW sfZdV�fZgKd^

�a	�
ü �Úì���
Cáêü �� C� 	���Ú
ü ôgXWd[ cZdZgfZgKde �Xq W[WXKW dXV �Zf îkkegKdZg\Xfü õãûîíèá ãèíü½êñí ¼åçãù 
 =êíõü Díë�ü Gã? ]êö��
Cîèáõü L� 	����
ü éF �êíïã �áöçê �êéòáöåõêí êý ïñã =éáçç =áéòçã �ãñáðåêö êýïñã �ãáöõêíü ïñã àå�ãçåñêêè Cáïåê áíè ïñã �öãõõåãþCãáè =ïáïåõïåëõêü õ\j[Xde\q cZdZgfZgKde J\hkjZdZg\X dXV cghjedZg\X 	ÙÛ
ü ���ì�Ù��
=ëñéåèïü L� ��ü =òåãûãçñáçïãöüM� ½� 
 Lñêéáõü F� 	����
ü é�áùãõåáí Fòòöêáëñãõ ïêCáíèêéêã�ãëïõ �ãïáþáíáçùõåõ� F �êéòáöáïåðã =ïîèùêü cZdZgfZgKf gX �WVgKgXW

añü Ù���ìÙ����
=íå�èãöõü L� F� �� 
 �êõ�ãöü C� 	����
ü �XZ[\VjKZg\X Z\ ðdfgK dXV îVmdXKWV �jeYZgeWmWe �\VWeegXNü =áûãü àêíèêí�
Lîöíãöü C� ��ü �éáöü C� A�ü ]áíûü ��ü �êçèõïãåíü �� 
 Lñêéòõêíü =� �� 	Ù���
ü

é�îçïåçãðãç éêèãçõ ýêö éãïáþáíáçùõåõ êý ëçåíåëáç ïöåáçõ ?åïñ æåíáöù êîïëêéãõêü
cZdZgfZgKf gX �WVgKgXW aöü ÚÛ��ìÚÛÚÙ�

�8�.+,)* �Þ

=̀;:=F@ ûb cWdX edf hdZ[gKWft

V ∗
λ = R ⊗ R+ [R ⊗ R (1) , R ⊗ R (2) , . . . , R ⊗ R (n)] y

Θ = 2 (R ⊗ R) ,

ï A ï B
V\f hdZ[gKWf fgh�Z[gKdf KjdeWfljgW[d VW \[VWX n×nr WXZ\XKWf fW KjhkeWt

i) V ∗
λ

−→
B = Θ

−→
B

ii)
−→
A′V ∗�

λ

−→
B =

−→
A ′Θ−1−→B

	�
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�íõáùê DíýãëëåìíOLêïáç �VVf [dZg\ àêû �C @áöåáíóá 	àêû �C

Löáïáéåãíïê �êíïöêç

� �OÛ� Ù�O�Û �üÙ�
−

�ü�� �üÙÛ
Ù ÛOÚ� ÙÛOÛ� �ü��

−
ÙüÛ� �üÚ�

Ú Ù�O�� Ú�O�� �üÛ�
−

�ü�� �ü��
Û �O�Û ��O�� �ü�Û

−
Úü�� �üÚÚ

� ��OÛ� Ù�OÛ� �üÙÚ
−

�üÛ� �üÙ�
� ÙO��� �ÚO�Û �ü��

−
ÙüÙ� �ü��

� �ÙO��� Ú�O��� �üÙ�
−

�üÙ� �ü�Ù
� �OÙ� Ù�O�� �ü�Û

−
ÚüÙÚ �ü��

� �O�� �OÙ� �ü��
−
Ùü�� �üÙ�

�� ÙÙOÛ� ÛÛOÛ� �ü��
−
Ùü�� �üÛÛ

�� Ù�O��Ù Ú�O��� �ü��
−

�üÙÚ �ü��
�Ù Ú�OÙ�� Û�O��� �ü��

−
�üÛ� �ü��

�Ú �OÚ� ��OÛ� �ü�Ú
−

�ü�� �üÙ�
�Û ÙÙO��Ú Û�O��� �üÛ�

−
�ü�� �ü��

�� �OÛ� ÛOÛ� �ü��
−
ÙüÙ� ÙüÙ�

�� Ú�O�Ú� ��O�Û� �üÛ�
−

�ü�� �ü��
�� ÛO�� �ÙO�� �üÚ�

−
�üÙÙ �üÚ�

�� Ú�OÙÙ� ÛÙOÙÙ� �ü��
−

�üÚÛ �ü��
�� �O�� Ù�O�� �ü��

−
�ü�� �üÙÚ

Ù� ÚO�� ��O�Ù �ü�� −
�ü�� �üÛÙ

Ù� �ÛOÙ� ÙÚOÙÚ �ü�Ú
−
Úü�Ù ÙüÙ�

ÙÙ ÚO�� �O�� �ü��
−

�ü�� �ü�Ú

�� �æïãíãö ãõïåéáëåêíãõ åíåëåáçãõ èã çêõ òáöôéãïöêõ ��êõ îïåçåóáíèê îí á�îõïã
èã éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõ òáöá èáïêõ ëáïãûìöåëêõü áõîéåãíèê ÿîã
çêõ ãööêöãõ áçãáïêöåêõ ãí ãç íåðãçþÙ ïåãíãí ðáöåáíóá ��

Ù� F òáöïåö èã ãõïáõ ãõïåéáëåêíãõ ýêöéáö çêõ öãõåèîêõ ¹ëöîèêõº

F̃ (p) = F (p) − AΓ̂

Ú� �áçëîçáö çá éáïöåó èã òöêèîëïêõ ëöîóáèêõ�
F (p)

∗
= F̃ (p) F̃ (p)

′ �
Û� �êöéáö ãç ðãëïêö�

F (p)
∗∗

=
−−−−→
F (p)

∗
.

�� =åéåçáöéãíïãü ëêíõïöîåö ãç ðãëïêö −→V λ

�
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�� àá öãçáëåìí ãíïöã çêõ ðãëïêöãõ èã�íåèêõ ãí çêõ òáõêõ Û ù � õã òîãèã ãäòöãõáöéãèåáíïã ãç éêèãçê çåíãáç� E

(
F (p)

∗∗)
= Z∗λ, èêíèã z∗ ãõ çá éáïöåó èã

èåõãBê òáöá çêõ òáöôéãïöêõ áçãáïêöåêõ 	ê õãáü çêõ ãçãéãíïêõ èã Ωu

ù
Ωe)

�
àîãûêü ãí ãõïã òáõê ãõ òêõåæçã òêõïîçáö ãç éêèãçê�

F (p)
∗∗

= Z∗λ + R
�

�� �áöá ãõïåéáö
λ

õã áòçåëá éøíåéêõ ëîáèöáèêõ ûãíãöáçåóáèêõü ê õãá�

λ̂ =
(
Z∗′

V ∗−
λ Z∗

)−1

Z∗′

V ∗−
λ F (p)

∗∗

èêíèã V ∗
λ = V̂ λ ⊗ V̂ λ

�
�� àáõ ãõïåéáëåêíãõ èã Ωu

ù
Ωe

êæïãíåèáõ ãí ãç òáõê áíïãöåêö õã õîõïåïîùãí ãí�

V λ = XΩuX ′ + Ωe

�� =ã ëáçëîçáí íîãðáõ ãõïåéáëåêíãõ èã çêõ ãýãëïêõ ��êõ éãèåáíïã ãç ãõïåéáèêöéøíåéê ëîáèöáèê ûãíãöáçåóáèêü îïåçåóáíèê çá ãõïåéáëåìí ãí ãç òáõê � òáöá çáéáïöåó èã ðáöåáíóá ù ëêðáöåáíóáü êæïãíå÷íèêõã áõø�

̂̂
Γ =

(
A′V̂

−1

λ A
)−1

A′V̂
−1

λ F (p)

��� Cãïêöíáö áç òáõê Ùü òãöê îïåçåóáíèê ̂̂Γ ãí çîûáö èã Γ̂
�

�ç áçûêöåïéê áçïãöíá ãíïöã çáõ ãõïåéáëåêíãõ èã çêõ òáöôéãïöêõ ��êõ ù áçãáïêöåêõ
ñáõïá ÿîã ãç òöêëãèåéåãíïê ëêíðãö�á�
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