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Presentacion

En estas memorias publicamos los resimenes de algunas contribuciones libres presentadas
durante el XXIV Foro Nacional de Estadistica. La institucién sede fue el Colegio de Post-
graduados y el evento tuvo lugar en Texcoco, Estado de México, del 12 al 16 de octubre de
2009.

El volumen esta integrado por tres secciones:

[. Trabajos de investigacion,
IT. Aplicaciones,

ITI. Tesis de licenciatura y maestria.

Los trabajos fueron sometidos a un proceso de arbitraje coordinado por la mesa directiva
de la Asociacion Mexicana de Estadistica. En este proceso, todos los articulos fueron revisa-
dos en su forma y contenido; siguiendo, en todo momento, criterios minimos para evaluar la
calidad en sus propuestas, resultados y aplicaciones, con énfasis en la originalidad para los
trabajos de la Seccién 1.

Agradecemos profundamente a todos los autores por su entusiasmo y por la calidad de
los trabajos presentados. Agradecemos, ademads, a todos aquellos colegas que nos apoyaron
participando como arbitros, pues con su esfuerzo, contribuyen a la calidad académica de
estas memorias. En nombre de la Asociacion Mexicana de Estadistica expresamos también
nuestra gratitud al Colegio de Postgraduados por el apoyo en la realizacién de este Foro, y al
Instituto Nacional de Estadistica y Geografia por patrocinar la ediciéon e impresiéon de esta

obra.

El Comité Editorial:

Yolanda Margarita Fernandez Ordonez,

Silvia Ruiz Velasco Acosta.
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Caracterizacion del BLUP de la media

poblacional en el modelo lineal general mixto

Fernando Velasco Luna®* Mario Miguel Ojeda Ramirez"
Facultad de Estadistica e Informdtica. Universidad Veracruzana

1. Introduccién

La teoria de espacios vectoriales de dimension finita proporciona un marco para trabajar
en forma didéctica los procesos de inferencia en el modelo lineal general (MLG). Conceptos
como subespacio columna y operador proyector, juegan un papel de suma importancia en
la estadistica tedrica, en particular en el estudio de la estimacién y prediccién en el MLG.
La caracterizacién de estimadores en el MLG por medio del operador proyector permite
comprender sus propiedades y plantear generalizaciones de la inferencia. Por otro lado, la
teoria de muestreo para poblaciones finitas se encarga de la seleccion de muestras, de las que
se observan y miden caracteristicas de cada una de las unidades muestreadas; usando estas
observaciones la teoria estadistica, en este contexto, desarrolla mecanismos para conducir
inferencias acerca de ciertas caracteristicas de la poblaciéon, como por ejemplo la media
poblacional Y = T/N [?]. Uno de los enfoques de inferencia en la teorfa de muestreo de
poblaciones finitas para estudiar los procesos de inferencia en el muestreo bietdpico es el
basado en el Modelo Lineal General Mixto (MLGM). En este enfoque se considera el modelo
Y; = X;8+Zju; +ej, en la j-ésima unidad de nivel 2, la cual cuenta con N; unidades; sea
s; la muestra de n; unidades en la j-ésima drea pequena, la cual cuenta con N; unidades en
la poblacién, r; denotando las unidades en la j-ésima drea que no estan en s; y r; = N; —n;
el nimero de unidades no muestreadas. Una vez que la muestra s; ha sido obtenida se tiene

la descomposicion del modelo para la parte observada, que esta dado por:

Yo = X;oB + Zjeu; + €js (1)

afyelasco@uv.mx
bmoj eda@uv.mx
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84 Caracterizacién del BLUP de la media poblacional en el modelo lineal general mixto

y el modelo para la parte no observada, que esta dado por:
Yir = XjeB + Zjru; + €r. (2)

La media de la poblacién finita en la j-ésima unidad de nivel 2 Y; = Nj_1 Zfﬁl Yi; se
puede descomponer en la media obtenida de la muestra Y ;s mds la media de las unidades
no muestreadas ?jr. Para la parte no muestreada se debe de tener una estimacion de la
media poblacional j; de la j-ésima unidad de nivel 2, la cual es un efecto mixto. Por la
teorfa de Henderson (1975) [?] un predictor del efecto mixto p; estd dado por medio de
Xir [As +Zjr é Z;st_sls (Yjs - Xs ﬁ) donde X, y Zj. son los vectores de medias para
las r; unidades no muestreadas en la j-ésima unidad de nivel 2. Aunque en la literatura se
conocen suficientes resultados acerca de la teoria del algebra lineal relacionada con la teoria
de estimacién y prueba de hipétesis en el modelo lineal general (MLG), no existen resultados
que caracterizen al mejor predictor lineal insesgado (BLUP) de la media poblacional s, de
la j-ésima unidad de nivel 2 en términos de las matrices de proyeccion. En este trabajo
se presenta la caracterizacion del BLUP de la media poblacional p; en términos de los
operadores proyector, ortogonal Pz = Z (Z'Z) " Z! y oblicuo Pxy = X (X/V1X) ' XtV 1,

definidos sobre los subespacios generados por las matrices de diseno.

2. Marco teodrico
Se considera el modelo dado por:
Y =XB+Zu+e,
u~ N (0,02,), e~ N(0,0°,), 3)
Cov (e, ut) =0,

donde Y € R", X y Z son matrices de orden n X p y n X J respectivamente y 3 € RP. En este
caso la matriz de varianzas y covarianzas de Y estd dada por V. = Var (Y) = 02ZZ' + ¢21,,.
Henderson (1975) obtiene el mejor estimador lineal insesgado (BLUFE) de B y el BLUP

A A
de u, que estén dados por 8= (X'V1X) ' XI'V-1Y y li= GZ'V-! (Y - X ﬂ), respecti-
vamente. Ademds del BLUP del efecto mixto k'3 + m‘u que esté dado por:

k'3 +m' . (@)
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3. Caracterizacion del BLUP del efecto mixto X3+ Zu

En esta seccién se presenta la caracterizacion del BLUP del efecto mixto X34 Zu en términos

de los operadores Pxv y Pz.

Teorema 3.1. Bajo el modelo (3), si se cumple la condicion n;jPz, = ZjZE., entonces el
BLUP del efecto mixto X3+ Zu se expresa en términos de los operadores, proyector oblicuo
Pxv sobre S (X) y proyector ortogonal Pz sobre S (Z) por:

[Pxv + PzBQxv]Y, (5)
donde B = ®&7_, (b;I,) y b; = njoz/ (njoz, +a2).
Demostracidn. Si se cumple la condicién n;Pz, = ZjZE, entonces la matriz V se expresa en
términos de los operadores proyector Pz, y Qgz, por V = @/, [(njo2 + 02) Pz, + 02Qg,],
Pz, Qz,

J )_I__Ug

.42 2
Nn;jo,0t0g

y la inversa V! se expresa por V7' = @7, ( } , de lo cual y de (4) se tiene:

A A
BLUP(XB+7Zu) = X B+Z0=PxyY +0%,ZZ'V" <Y X B)

J njO-ZOPZj A
= PXVY+ @jzl (7%0_20—_’_0_2) Y—Xﬁ

7 njoiOInj A
= PxvY +Pz (D5, —) Y-Xj3],

2 2
(nj00 + 02

definiendo b; = n;o2y/ (njosy +02) y B = &7 (b;I,,) se obtiene (5).

Corolario 3.1. Bajo el modelo (3), si se cumple njPg, = ijg, entonces el BLUP del
efecto aleatorio Zu se expresa en términos de los operadores proyector, oblicuo Pxv sobre
S (X) y ortogonal Pz sobre S (Z), por medio de PzBQxvY, donde B = &/_, (b;1,,) y

bj = ”jago/ (”jago + 03).

Observacion. Dada una matriz Z; de orden n; X ¢, la condicién n;jPz, = ZjZE- se cumple

si Z;Zj = n;l,, lo cual ocurre si las columnas de la matriz Z; son ortogonales y ademads se

nj 2,2_

cumple la condicién ;7 275 = n;.
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4. Caracterizacion del BLUP de la media poblacional

Hj
En estd seccién se presenta la caracterizaciéon del BLUP de la media poblacional p; de la
7-ésima unidad de nivel 2 en términos de los operadores Pxv y Pz, y de una transformacion
lineal definida sobre el subespacio S (X;) generado por la matriz de disenio X;.
Una vez que la muestra s ha sido obtenida el vector Y, las matrices X y V, los operadores

Qxv y Pz, la estimacion del pardmetro 3 y la prediccion del efecto aleatorio u; se denotaran
A
por medio de Yy, Xg, Vs, Qx.v., Pz., 8. ¥ ?/)js respectivamente.

Teorema 4.1. Tj, dada por Tjs = X; (XLV1X,) ' XtV ! define una transformacion
lineal de R® a RJ.

Teorema 4.2. Bajo el modelo (3) si se cumple la condicion n;Pz, = Z;Z5,, entonces el
BLUP del efecto mixto 7;5 +u; se expresa en términos de los operadores proyector Qx v,

y Pz, y de la transformacion lineal T js por:

1 7!
FJTJS _|_ ns (PZSBSQXSVS) YS7 (6)
J s

donde By = &7_; (b;In,) y bj = njoly/ (njoly + 02).

Demostracion. Del corolario 3.1, el BLUP de Zu se expresa en términos de los operadores

proyector, oblicuo Px_vy, sobre S (Xg) y ortogonal Pz_ sobre S (Zs), por:
(PZSBS (I - PXSVS>> YS7 (7)

donde By = @7, (b;1,,) v b; = njo2y/ (njo2y + o2). La relacién entre el BLUP del vector
Zuy el BLUP de u; estd dada por:

*jt

BLUP (u;) = 2 BLUP (Zu), (8)

U

donde 1%/ " es un vector en R™ de 0’s con un 1 en las posiciones correspondientes a las unidades
de nivel 1 que pertenecen a la j-ésima unidad de nivel 2. Asi de (7) y (8) el BLUP del efecto
aleatorio u; se expresa en términos de los operadores proyector Qx, v, v Pz, por:

*jst

= (Pg,BsQx,v.) Ys. (9)

Njs
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t

. 4+ A
X;,B + u; es un efecto mixto, asf su BLUP esta dado por X; B, + ﬁjs, y de (9)

15, X A
N; <) ,BS + 'l/zjs

-t <t A A
BLUP (Xif+u;) = X B, + lj= —
J
t

= X (XAVIIXL) XV s
J
1t *jst
= NT.y, + 2% (P, B.Qx.v.)Ys.
]\/*‘7 J njs s s Vs

La media poblacional 1; se define como E (Y |u;), que bajo el modelo (2) con Z; = 1,,,

estd dada por Yz-,ﬁ + u;. Cuando n;/N; es insignificante p; toma la forma yzﬁ + u;.

Teorema 4.3. Bajo el modelo (3) si se cumple la condicion n;Py, = ZjZk,, y sinj/Nj es

insignificante, entonces el BLUP de p; se expresa en términos de los operadores proyector

Qx.v. ¥ Pz, y de la transformacion lineal T js por:

1t 1*jst

Nj Ns

w Lis + - (stBstsVs)] Y, (10)
J Js

donde Bg = &7_; (b;1,,) y b; = njo2y/ (njo2, + o2).

_ A
Demostracion. Como p; es el efecto mixto X ;8 + u;, su BLUP esta dado por X; Bs + @js
y del teorema 4.2, el BLUP de 1 se expresa en términos de Qx_v., Pz, y Tjs, por:

t «ist
14, 5
FJT]S + n5 (PZSBSQXSVS) YS7
J Js

5. Caracterizacion en el modelo sdlo intercepto

Se presenta la caracterizacion del BLUP de la media poblacional j;, considerando el ca-
so balanceado, es decir n; = d Vj = 1,...,k, bajo el modelo sélo intercepto sin variables

explicatorias, dado por:
Y;j:,u—l—uj—l—eij, izl,...,d, j: 1,...,k. (11)

donde p es un pardmetro fijo; u; es el efecto aleatorio; u; y e;; son independientes, con
u; ~ N (0,02)) y €;; ~ N (0,02). El modelo para la j-ésima unidad de nivel 2 tiene la forma
szldﬂ+1de+ej, ]:1,,16
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Teorema 5.1. Bajo el modelo sdlo intercepto sin variables explicatorias (11), considerando
el caso balanceado y si n;/N; es insiginificante, entonces el BLUP de la media poblacional
1, estd dado por:

c(k—1)

?s + [?js - 7(7j)s] (12)

donde Y, Y]s Y Y s denotan la media muestral, la media muestral de la j-éstma unidad
de nivel 2, y la medza muestral de las unidades de nivel 1 que no pertenecen a la j-ésima

unidad de nivel 2, respectivamente.

Demostracion. Definiendo ¢ = do?,/ (do?, + ¢2), por (10) del teorema 4.3, el BLUP de p;

lt . *jst
estd dado por |:%Tjs 4 1m (cPz.Qx.v.)| Ys. Ademds se cumple para el modelo sélo
J

d
intercepto (11): a) Pxv = 1%2;“‘, b) PzPxv =Pxvy c¢) T, = lNk;kd, asi:
1, 1n,1h, 195 e
BLUP (p;) = [Nj ™ y [kd (k (®141}) — 1kd1§€d)} Y,

o Nj 11;@(1 xjst t t

- {Fjﬁ paa L1 O (@101) — il | Y

_ 111;d c xjst t

= =Y, a (k1 —1p,)] Y,

~ Y, +é[(k¢— 1)dY j, — (kd — d) Y (j,]

= Y + %[Y — Y]

6. Conclusiones

En este trabajo se expres6 el BLUP de la media poblacional x; como la suma ponderada de
un elemento en S (X;) y un elemento en el espacio S (Zs). Lo anterior al aplicarlo al modelo
solo intercepto sin variables explicatorias, considerando el caso balanceado, permiti6 expresar
el BLUP de la media poblacional p; como la suma de la media muestral, y un multiplo de
la diferencia entre las medias muestrales Yjs y 7(,]-)5, que denotan la media muestral de
las unidades de nivel 1 en la j-ésima unidad de nivel 2 y la media muestral de las unidades
de nivel 1 que no pertenecen a la j-ésima unidad de nivel 2, respectivamente. Se espera
que esta caracterizacion en términos de los proyectores permita una mejor comprensién de

las propiedades del BLUP de p; tal como sucede en la caracterizacién del estimador de
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parametros 3 en el MLG. Al considerar situaciones en las cuales la matriz de diseno Z
involucre a las columnas de la matriz de diseno X, por ejemplo en el modelo de coeficientes
aleatorios, se debe cumplir necesariamente que X*X = dI para que los resultados presentados

se puedan aplicar.
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