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En estas memorias publicamos los resúmenes de algunas contribuciones libres presentadas

durante el XXIV Foro Nacional de Estad́ıstica. La institución sede fue el Colegio de Post-

graduados y el evento tuvo lugar en Texcoco, Estado de México, del 12 al 16 de octubre de
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Los trabajos fueron sometidos a un proceso de arbitraje coordinado por la mesa directiva

de la Asociación Mexicana de Estad́ıstica. En este proceso, todos los art́ıculos fueron revisa-

dos en su forma y contenido; siguiendo, en todo momento, criterios mı́nimos para evaluar la

calidad en sus propuestas, resultados y aplicaciones, con énfasis en la originalidad para los
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Sección III. Tesis de licenciatura y maestŕıa
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Memoria FONE XXIV (2010), Sección I, 83–89

Caracterización del BLUP de la media

poblacional en el modelo lineal general mixto

Fernando Velasco Lunaa, Mario Miguel Ojeda Ramı́rezb

Facultad de Estad́ıstica e Informática. Universidad Veracruzana

1. Introducción

La teoŕıa de espacios vectoriales de dimensión finita proporciona un marco para trabajar

en forma didáctica los procesos de inferencia en el modelo lineal general (MLG). Conceptos

como subespacio columna y operador proyector, juegan un papel de suma importancia en

la estad́ıstica teórica, en particular en el estudio de la estimación y predicción en el MLG.

La caracterización de estimadores en el MLG por medio del operador proyector permite

comprender sus propiedades y plantear generalizaciones de la inferencia. Por otro lado, la

teoŕıa de muestreo para poblaciones finitas se encarga de la selección de muestras, de las que

se observan y miden caracteŕısticas de cada una de las unidades muestreadas; usando estas

observaciones la teoŕıa estad́ıstica, en este contexto, desarrolla mecanismos para conducir

inferencias acerca de ciertas caracteŕısticas de la población, como por ejemplo la media

poblacional Y = T/N [?]. Uno de los enfoques de inferencia en la teoŕıa de muestreo de

poblaciones finitas para estudiar los procesos de inferencia en el muestreo bietápico es el

basado en el Modelo Lineal General Mixto (MLGM). En este enfoque se considera el modelo

Yj = Xjβ+ Zjuj + ej, en la j-ésima unidad de nivel 2, la cual cuenta con Nj unidades; sea

sj la muestra de nj unidades en la j-ésima área pequeña, la cual cuenta con Nj unidades en

la población, rj denotando las unidades en la j-ésima área que no están en sj y rj = Nj −nj
el número de unidades no muestreadas. Una vez que la muestra sj ha sido obtenida se tiene

la descomposición del modelo para la parte observada, que está dado por:

Yjs = Xjsβ + Zjsuj + ejs (1)

afvelasco@uv.mx
bmojeda@uv.mx
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84 Caracterización del BLUP de la media poblacional en el modelo lineal general mixto

y el modelo para la parte no observada, que está dado por:

Yjr = Xjrβ + Zjruj + ejr. (2)

La media de la población finita en la j-ésima unidad de nivel 2 Y j = N−1
j

∑Nj
i=1 Yij se

puede descomponer en la media obtenida de la muestra Y js más la media de las unidades

no muestreadas Y jr. Para la parte no muestreada se debe de tener una estimación de la

media poblacional µj de la j-ésima unidad de nivel 2, la cual es un efecto mixto. Por la

teoŕıa de Henderson (1975) [?] un predictor del efecto mixto µj está dado por medio de

Xjr

∧
β +Zjr

∧
G Zt

jsV
−1
jss

(
Yjs −Xjs

∧
β

)
donde Xjr y Zjr son los vectores de medias para

las rj unidades no muestreadas en la j-ésima unidad de nivel 2. Aunque en la literatura se

conocen suficientes resultados acerca de la teoŕıa del álgebra lineal relacionada con la teoŕıa

de estimación y prueba de hipótesis en el modelo lineal general (MLG), no existen resultados

que caracterizen al mejor predictor lineal insesgado (BLUP) de la media poblacional µj de

la j-ésima unidad de nivel 2 en términos de las matrices de proyección. En este trabajo

se presenta la caracterización del BLUP de la media poblacional µj en términos de los

operadores proyector, ortogonal PZ = Z (ZtZ)
−1

Zt y oblicuo PXV = X (XtV−1X)
−1

XtV−1,

definidos sobre los subespacios generados por las matrices de diseño.

2. Marco teórico

Se considera el modelo dado por:

Y = Xβ + Zu + e,

u ∼ N
(
0, σ2

uIJ
)
, e ∼ N

(
0, σ2

eIn
)
, (3)

Cov
(
e,ut

)
= 0,

donde Y ∈ Rn, X y Z son matrices de orden n×p y n×J respectivamente y β ∈ Rp. En este

caso la matriz de varianzas y covarianzas de Y está dada por V = V ar (Y) = σ2
uZZt +σ2

eIn.

Henderson (1975) obtiene el mejor estimador lineal insesgado (BLUE ) de β y el BLUP

de u, que están dados por
∧
β= (XtV−1X)

−1
XtV−1Y y

∧
u= GZtV−1

(
Y −X

∧
β

)
, respecti-

vamente. Además del BLUP del efecto mixto ktβ + mtu que está dado por:

kt
∧
β +mt ∧u . (4)
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3. Caracterización del BLUP del efecto mixto Xβ+Zu

En está sección se presenta la caracterización del BLUP del efecto mixto Xβ+Zu en términos

de los operadores PXV y PZ.

Teorema 3.1. Bajo el modelo (3), si se cumple la condición njPZj = ZjZ
t
j, entonces el

BLUP del efecto mixto Xβ+Zu se expresa en términos de los operadores, proyector oblicuo

PXV sobre S (X) y proyector ortogonal PZ sobre S (Z) por:

[PXV + PZBQXV] Y, (5)

donde B = ⊕Jj=1

(
bjInj

)
y bj = njσ

2
u0/ (njσ

2
u0 + σ2

e).

Demostración. Si se cumple la condición njPZj = ZjZ
t
j, entonces la matriz V se expresa en

términos de los operadores proyector PZj y QZj por V = ⊕Jj=1

[
(njσ

2
u0 + σ2

e) PZj + σ2
eQZj

]
,

y la inversa V−1 se expresa por V−1 = ⊕Jj=1

[
PZj

(njσ2
u0+σ2

e)
+

QZj

σ2
e

]
, de lo cual y de (4) se tiene:

BLUP (Xβ + Zu) = X
∧
β +Z

∧
u = PXVY + σ2

u0ZZtV−1

(
Y −X

∧
β

)
= PXVY +

(
⊕Jj=1

[
njσ

2
u0PZj

(njσ2
u0 + σ2

e)

])(
Y −X

∧
β

)
= PXVY + PZ

(
⊕Jj=1

[
njσ

2
u0Inj

(njσ2
u0 + σ2

e)

])(
Y −X

∧
β

)
,

definiendo bj = njσ
2
u0/ (njσ

2
u0 + σ2

e) y B = ⊕Jj=1

(
bjInj

)
se obtiene (5).

Corolario 3.1. Bajo el modelo (3), si se cumple njPZj = ZjZ
t
j, entonces el BLUP del

efecto aleatorio Zu se expresa en términos de los operadores proyector, oblicuo PXV sobre

S (X) y ortogonal PZ sobre S (Z), por medio de PZBQXVY, donde B = ⊕Jj=1

(
bjInj

)
y

bj = njσ
2
u0/ (njσ

2
u0 + σ2

e).

Observación. Dada una matriz Zj de orden nj×q, la condición njPZj = ZjZ
t
j se cumple

si Zt
jZj = njIq, lo cual ocurre si las columnas de la matriz Zj son ortogonales y además se

cumple la condición
∑nj

i=1 z
2
ij = nj.
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4. Caracterización del BLUP de la media poblacional

µj

En está sección se presenta la caracterización del BLUP de la media poblacional µj de la

j-ésima unidad de nivel 2 en términos de los operadores PXV y PZ, y de una transformación

lineal definida sobre el subespacio S (Xj) generado por la matriz de diseño Xj.

Una vez que la muestra s ha sido obtenida el vector Y, las matrices X y V, los operadores

QXV y PZ, la estimación del parámetro β y la predicción del efecto aleatorio uj se denotarán

por medio de Ys, Xs,Vs, QXsVs , PZs ,
∧
βs y

∧
ujs respectivamente.

Teorema 4.1. Tjs dada por Tjs = Xj (Xt
sV
−1
s Xs)

−1
Xt

sV
−1
s define una transformación

lineal de Rs a Rj.

Teorema 4.2. Bajo el modelo (3) si se cumple la condición njPZjs = ZjsZ
t
js, entonces el

BLUP del efecto mixto X
t

jβ + uj se expresa en términos de los operadores proyector QXsVs

y PZs, y de la transformación lineal Tjs por:[
1tNj
Nj

Tjs +
1∗jsns

t

njs
(PZsBsQXsVs)

]
Ys, (6)

donde Bs = ⊕Jj=1

(
bjInj

)
y bj = njσ

2
u0/ (njσ

2
u0 + σ2

e).

Demostración. Del corolario 3.1, el BLUP de Zu se expresa en términos de los operadores

proyector, oblicuo PXsVs sobre S (Xs) y ortogonal PZs sobre S (Zs), por:

(PZsBs (I−PXsVs)) Ys, (7)

donde Bs = ⊕Jj=1

(
bjInj

)
y bj = njσ

2
u0/ (njσ

2
u0 + σ2

e). La relación entre el BLUP del vector

Zu y el BLUP de uj está dada por:

BLUP (uj) =
1∗jn

t

nj
BLUP (Zu) , (8)

donde 1∗jn
t
es un vector en Rn de 0’s con un 1 en las posiciones correspondientes a las unidades

de nivel 1 que pertenecen a la j-ésima unidad de nivel 2. Aśı de (7) y (8) el BLUP del efecto

aleatorio uj se expresa en términos de los operadores proyector QXsVs y PZs , por:

1∗jsns
t

njs
(PZsBsQXsVs) Ys. (9)
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X
t

jβ + uj es un efecto mixto, aśı su BLUP está dado por X
t

j

∧
βs +

∧
ujs, y de (9)

BLUP
(
X
t

jβ + uj

)
= X

t

j

∧
βs +

∧
ujs=

1tNjXj

Nj

∧
βs +

∧
ujs

=
1tNj
Nj

Xj

(
Xt

sV
−1
s Xs

)−1
Xt

sV
−1
s Ys +

∧
ujs

=
1tNj
Nj

TjsYs +
1∗jsns

t

njs
(PZsBsQXsVs) Ys.

La media poblacional µj se define como E
(
Y j |uj

)
, que bajo el modelo (2) con Zj = 1nj

está dada por X
t

jrβ + uj. Cuando nj/Nj es insignificante µj toma la forma X
t

jβ + uj.

Teorema 4.3. Bajo el modelo (3) si se cumple la condición njPZjs = ZjsZ
t
js, y si nj/Nj es

insignificante, entonces el BLUP de µj se expresa en términos de los operadores proyector

QXsVs y PZs, y de la transformación lineal Tjs por:[
1tNj
Nj

Tjs +
1∗jsns

t

njs
(PZsBsQXsVs)

]
Ys, (10)

donde Bs = ⊕Jj=1

(
bjInj

)
y bj = njσ

2
u0/ (njσ

2
u0 + σ2

e).

Demostración. Como µj es el efecto mixto Xjβ + uj, su BLUP está dado por X
t

j

∧
βs +

∧
ujs

y del teorema 4.2, el BLUP de µj se expresa en términos de QXsVs , PZs y Tjs, por:[
1tNj
Nj

Tjs +
1∗jsns

t

njs
(PZsBsQXsVs)

]
Ys,

5. Caracterización en el modelo sólo intercepto

Se presenta la caracterización del BLUP de la media poblacional µj, considerando el ca-

so balanceado, es decir nj = d ∀j = 1, ..., k, bajo el modelo sólo intercepto sin variables

explicatorias, dado por:

Yij = µ+ uj + eij, i = 1, ..., d, j = 1, ..., k. (11)

donde µ es un parámetro fijo; uj es el efecto aleatorio; uj y eij son independientes, con

uj ∼ N (0, σ2
u0) y eij ∼ N (0, σ2

e). El modelo para la j-ésima unidad de nivel 2 tiene la forma

Yj = 1dµ+ 1duj + ej, j = 1, ..., k.
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Teorema 5.1. Bajo el modelo sólo intercepto sin variables explicatorias (11), considerando

el caso balanceado y si nj/Nj es insiginificante, entonces el BLUP de la media poblacional

µj está dado por:

Y s +
c (k − 1)

k

[
Y js − Y (−j)s

]
(12)

donde Y s, Y js y Y (−j)s denotan la media muestral, la media muestral de la j-ésima unidad

de nivel 2, y la media muestral de las unidades de nivel 1 que no pertenecen a la j-ésima

unidad de nivel 2, respectivamente.

Demostración. Definiendo c = dσ2
u0/ (dσ2

u0 + σ2
e), por (10) del teorema 4.3, el BLUP de µj

está dado por

[
1tNj
Nj

Tjs + 1∗jsns

t

d
(cPZsQXsVs)

]
Ys. Además se cumple para el modelo sólo

intercepto (11): a) PXV =
1kd1

t
kd

kd
, b) PZPXV = PXV y c) Tjs =

1Nj1
t
kd

kd
, aśı:

BLUP (µj) =

[
1tNj
Nj

1Nj1
t
kd

kd
+

1∗jsns
t

d

[ c
kd

(
k
(
⊕1d1

t
d

)
− 1kd1

t
kd

)]]
Ys

=

[
Nj

Nj

1tkd
kd

+
c

kdd

[
1∗jsns

t (
k
(
⊕1d1

t
d

)
− 1kd1

t
kd

)]]
Ys

=
1tkd
kd

Ys +
c

kdd

[
d
(
k1∗jsns

t − 1tkd

)]
Ys

= Y s +
c

kd

[
(k − 1) dY js − (kd− d)Y (−j)s

]
= Y s +

c (k − 1)

k

[
Y js − Y (−j)s

]
.

6. Conclusiones

En este trabajo se expresó el BLUP de la media poblacional µj como la suma ponderada de

un elemento en S (Xj) y un elemento en el espacio S (Zs). Lo anterior al aplicarlo al modelo

sólo intercepto sin variables explicatorias, considerando el caso balanceado, permitió expresar

el BLUP de la media poblacional µj como la suma de la media muestral, y un múltiplo de

la diferencia entre las medias muestrales Y js y Y (−j)s, que denotan la media muestral de

las unidades de nivel 1 en la j-ésima unidad de nivel 2 y la media muestral de las unidades

de nivel 1 que no pertenecen a la j-ésima unidad de nivel 2, respectivamente. Se espera

que esta caracterización en términos de los proyectores permita una mejor comprensión de

las propiedades del BLUP de µj tal como sucede en la caracterización del estimador de
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parámetros β en el MLG. Al considerar situaciones en las cuales la matriz de diseño Z

involucre a las columnas de la matriz de diseño X, por ejemplo en el modelo de coeficientes

aleatorios, se debe cumplir necesariamente que XtX = dI para que los resultados presentados

se puedan aplicar.
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