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PREFACIO�

En�los�últimos�años�la�matemática�ha�tenido�un�auge�importante�en�la�construcción�y�
la�modelación�de�problemas�que�surgen�en�las�diferentes�disciplinas�de�investigación,�
aplicación� y� enseñanza.� Además,� se� ha� tenido� la� necesidad� de� interactuar� y� de�
colaborar� con� otros� investigadores� y� expertos� que� manejan� los� conceptos� y�
herramientas� apropiadas� de� la� matemática� dando� como� resultado� un� trabajo�
multidisciplinario.�
�
En�especial,� �en�Probabilidad�y�Estadística�es�notable� la�necesidad�de�realizar� trabajo�
conjunto� entre� científicos� y� expertos� que� manejan� estas� áreas.� En� este� contexto,� la�
importancia� de� � formar� una� cultura� general� a� través� de� distintos� medios� de�
comunicación,�como�el�material�didáctico,�realización�de�eventos�de�difusión�y�foros�de�
discusión,� que� permitan� a� estudiantes,� profesionistas,� investigadores� y� público� en�
general,�conocer,�plantear�y� resolver�problemas�relacionados�con� la� identificación�de�
algunas� características� relevantes� en� problemas� de� Probabilidad� y� Estadística,� para�
poder�realizar�una�adecuada�toma�de�decisiones.�
����
En� esta� edición� de� “Aportaciones� y� Aplicaciones� de� la� Probabilidad� y� la� Estadística�
2010”,� contiene� las� experiencias� de� investigadores� de� gran� prestigio� Nacional� e�
Internacional,�quienes�son�líderes�en�el�desarrollo�y�/o�aplicación�de�la�Estadística�y�la�
Probabilidad.���
�
La� presente� edición� se� pudo� realizar� a� través� de� la� invitación� hecha� por� el� Cuerpo�
Académico� de� Probabilidad� de� la� Facultad� de� Ciencias� Físico� Matemáticas� de� la�
Benemérita� Universidad� Autónoma� de� Puebla,� a� investigadores� y� expertos� en� estas�
áreas.�
�
La�estructura�del�libro�está�conformada�en�dos�partes:�la�primera�contiene�los�trabajos�
de� investigación� relacionados� con� la� Estadística� y� la� segunda� los� relacionados� con� la�
Probabilidad.�
�
Los� trabajos� sometidos� fueron� arbitrados� por� un� Comité� revisor� conformado� por��
investigadores�de� la�Universidad�Autónoma�de�Guerreo,�de� la�Universidad�Autónoma�
de�Tabasco,�del�Instituto�Politécnico�Nacional�y�por�miembros�del�Cuerpo�Académico,�
los�cuales�fueron�reproducidos�siguiendo�las�recomendaciones�hechas�por�los�árbitros.�
Se�debe�señalar�que�los�trabajos�forman�parte�intelectual�de�cada�uno�de�los�autores.�
Agradecemos� la� participación� de� los� revisores� que� permitieron� tener� una� mejor�
estructura�de�los�artículos�para�la�edición�de�este�libro.�
�
Finalmente,�agradecemos�al�director�de�la�Facultad�de�Ciencias�Físico�Matemáticas,�Dr.�
Cupatitzio�Ramírez�Romero,�por�su�colaboración�y�su�apoyo�para�la�publicación�de�este�
libro.�

Atentamente�
Comité�Editorial�

�
�
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Caracterización del BLUP del efecto mixto

Xβ + Zu

Fernando, Velasco-Luna
Mario Miguel, Ojeda-Ramı́rez

Facultad de Estad́ıstica e Informática,
Universidad Veracruzana,

Av. Xalapa Esq. Avila Camacho s/n,
Xalapa, Veracruz. Código Postal 91020, México,

fvelasco@uv.mx, mojeda@uv.mx

Resumen. El modelo lineal general mixto (MLGM ) engloba una clase amplia
de modelos que permiten la modelación en una gran variedad de situaciones con
datos de estructura jerárquica. La teoŕıa del álgebra lineal relacionada con la teoŕıa
de estimación y prueba de hipótesis en el modelo lineal general (MLG) no satisface
totalmente los requerimientos de la teoŕıa de predicción en el MLGM. En el criterio
de mı́nimos cuadrados para definir el mejor ajuste, el estimador de mı́nimos cuadra-
dos ordinarios del vector de coeficientes en el MLG se puede expresar en términos
del operador proyector ortogonal; aśı mismo el estimador de mı́nimos cuadrados
generalizados se puede expresar en términos del operador proyector oblicuo. En
este trabajo se considera la caracterización del Mejor Predictor Lineal Insesgado
(BLUP) de un efecto mixto, en el contexto del MLGM, en términos del operador
proyector ortogonal y del operador proyector oblicuo definidos sobre los espacios
generados por las matrices de diseño. Se presenta la condición que debe cumplir
una matriz de diseño del modelo bajo la cual el BLUP de un efecto mixto se puede
expresar en términos de los operadores. Se consideran casos particulares del MLGM
con dos componentes de la varianza.
Abstract. The general linear mixed model (GLMM ) encompasses a wide class

of models useful for a large variety of data with hierarchical structure. However,
the linear algebra related to the theory of estimation and testing for the general
linear model (GLM ) does not satisfy the requirements of the prediction theory
of the GLMM. For the least squares criterion of goodness of fit, the ordinary least
squares estimator in the GLM can be expressed in terms of an orthogonal projection
operator; while the generalized least squares estimator can be expressed in terms
of an oblique projection operator. In this work we characterize the Best Linear
Unbiased Predictor (BLUP) of a mixed effect in the context of the GLMM in terms
of the orthogonal projection operator and the oblique projection operator defined on
spaces spanned by the design matrices. It is presented the condition that a design
matrix has to satisfy so that the BLUP of the mixed effect can be expressed in
terms of the operators. We consider the unbalanced case and particular cases of the
GLMM with two variance components.
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Palabras claves: Componentes de la varianza, mejor predictor lineal insesgado,
modelo lineal jerárquico.

1. Introducción

Los modelos lineales jerárquicos forman una clase general que permiten la mod-
elación en una gran variedad de situaciones con datos que presentan una estructura
jerárquica. Estos modelos tienen una gran variedad de aplicaciones, tales como:
investigación educativa (efectividad de escuela, logro escolar), bioloǵıa (curvas de
crecimiento, estudios genéticos), investigación social (análisis de encuestas, estu-
dios de mercado), psicoloǵıa (análisis de conducta), medicina (ajuste de datos de
medidas repetidas y estudios de centros hospitalarios), entre otras. Los modelos
lineales jerárquicos tienen una larga historia, pero han recibido especial atención en
los últimos años y sus áreas de aplicación se han multiplicado considerablemente
(Longford, 1995; Goldstein, 1995; Raudenbush y Bryk, 2002). Recientes desarrollos
en cómputo han permitido que se incremente el uso de estos modelos, que son tam-
bién conocidos como modelos multinivel (Goldstein, 1995), modelos de coeficientes
aleatorios (Longford, 1995), modelos de componentes de la varianza y covarianza
(Searle et al., 2006), o como modelos de efectos mixtos (Laird y Ware, 1982). Un
tratamiento y abundantes referencias acerca de estos modelos se puede encontrar
en (Goldstein, 1995; Longford, 1995; Raudenbush y Bryk, 2002). En la actualidad
existe software para analizar datos con estructura jerárquica: MLwiN, (Rasbash et
al., 2009), S-PLUS (Pinheiro y Bates, 2000), SAS (Littell, et al., 2006), Stata (Rabe
and Srondal, 2008).

La teoŕıa de espacios vectoriales de dimensión finita proporciona un marco para
trabajar conceptos de inferencia en el modelo lineal general. Conceptos como sube-
spacio columna, operador proyector ortogonal u oblicuo, matriz inversa generaliza-
da, entre otros, juegan un papel de suma importancia en el estudio del modelo
lineal general. El teorema de Gauss-Markov se puede formular en lenguaje de espa-
cio vectorial. La caracterización de estimadores de coeficientes de regresión β y de la
varianza σ2 en el modelo lineal general por medio del operador proyector, ortogonal
PX = X (XtX)−Xt u oblicuo PXV = X

(
XtV−1X

)−
XtV−1, permite una mejor

comprensión de las propiedades, ya que está basada en los principios del operador
proyector y del subespacio generado por las columnas de las matrices involucradas.
Los proyectores asociados con un estimador en particular en el modelo lineal general
juegan un papel importante en la caracterización de las propiedades estad́ısticas del
estimador. En el criterio de mı́nimos cuadrados para definir el mejor ajuste, el esti-
mador de mı́nimos cuadrados ordinarios del vector de coeficientes en el modelo lineal
general se puede expresar en términos del operador proyector ortogonal PX sobre
el espacio S (X); aśı mismo el estimador de mı́nimos cuadrados generalizados se
puede expresar en términos del operador proyector oblicuo PXV. Para una revisión
de la aplicación del operador proyector en modelos lineales ver Christensen (2002).
Kala y Pordzik, 2006 presentan propiedades de operadores lineales y su relación con
el Mejor Estimador Lineal Insesgado (BLUE ). Peng et al., 2005 presentan algunas
propiedades del operador oblicuo. Para un estudio del operador oblicuo y de sus
propiedades ver Takane y Yanai (1999).

Aunque en la literatura se conocen suficientes resultados acerca de la teoŕıa del



155

álgebra lineal relacionada con la teoŕıa de estimación y prueba de hipótesis en el
modelo lineal general (MLG), en particular en la caracterización de los parámetros
en términos del operador proyector ortogonal u oblicuo, no existen resultados que
caracterizen al BLUP de efectos mixtos en el contexto del MLGM en términos de
operadores.

En este trabajo primero se presenta la condición que debe cumplir una matriz
de diseño para que la matriz de varianzas y covarianzas V de la variable respuesta,
aśı como su inversa V−1, y el BLUP del efecto mixto Xβ + Zu se expresen en
términos de los operadores proyector definidos sobre los subespacios generados por
las matrices de diseño del modelo bajo estudio. Aśı mismo se obtiene la caracteri-
zación del BLUP del efecto mixto Xβ+Zu en términos de los operadores. Además
se presentan modelos que cumplen la condición enunciada en la matriz de diseño y
por lo cual se les pueden aplicar los resultados obtenidos.

2. Operador proyector en el MLG

En esta sección se presenta la teoŕıa relacionada con el operador proyector y la
manera en la cual los estimadores de los parámetros que intervienen en el MLG se
caracterizan por medio de éste. En el apartado 2.1 se presenta la teoŕıa relacionada
con el operador proyector, aśı como sus propiedades. En el apartado 2.2 se presen-
tan algunas de las aplicaciones del operador proyector, ortogonal u oblicuo en la
caracterización de los estimadores de los parámetros β y σ2 en el MLG.

2.1. Teoŕıa de proyectores

Sean V1 y W1 subespacios de R
n, tales que su suma directa es R

n, es decir,
V1

⊕
W1 = R

n. Cualquier elemento α ∈ R
n, tiene descomposición única α =

α1 + α2, donde α1 ∈ V1 y α2 ∈ W1. Denotemos por P el mapeo de R
n a V1 dado

por P(α) = α1. P es un operador lineal sobre R
n.

Definición 2.1 Al operador P se le denomina el operador proyector sobre V1 a
lo largo de W1.

A continuación presentamos algunas propiedades del operador proyector.

Teorema 2.2 Un operador P sobre R
n es un operador proyector sobre algún sube-

spacio V1 si, y solo si, es idempotente, es decir, si PP = P.

Demostración. Sea P el operador proyector sobre V1 a lo largo de W1. Si
α1 ∈ V1, la proyección de α1 sobre V1 a lo largo de W1 es α1. Para cualquier
α ∈ R

n, se tiene α = α1 + α2, donde α1 ∈ V1 y α2 ∈W1. Tenemos

PP(α) = P(α1) = α1 = P(α) (1)

por lo que P es un operador idempotente. Inversamente, sea P un operador idem-
potente. Definamos V1 como el conjunto de todos los vectores α ∈ R

n, tales que
P (α) = α y sea W1 el conjunto de todos los vectores α ∈ R

n tales que P(α) = 0;
es decir,

V1 = {α ∈ R
n |P(α) = α} (2)
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y
W1 = {α ∈ R

n |P(α) = 0} . (3)

Ahora supóngase α ∈ V1 ∩W1, entonces α = 0, aśı V1 ∩W1 = {0}, además para
cualquier α ∈ R

n se tiene que α = P(α) + (I − P)α. Definamos α1 = P(α) y
α2 = (I−P)α, entonces α = α1 + α2, y se tiene

Pα1 = PP(α) = P(α) = α1

por lo que α1 ∈ V1, y
P(α2) = 0,

lo cual implica que α2 ∈ W1. Aśı V1 + W1 = R
n. Aśı se tiene V1

⊕
W1 = R

n.
Además como α = α1 + α2, ésto implica que

P(α) = P(α1) +P(α2) = α1 + 0 = α1. (4)

Entonces por la definición 2.1 de operador proyector se tiene de (4) que P es el
operador proyector sobre V1 a lo largo de W1

Teorema 2.3 Sean V1 y W1 dos subespacios de R
n, tales que V1

⊕
W1 = R

n, y
sea P un operador lineal sobre R

n. Tenemos que P es el operador proyector sobre
V1 a lo largo de W1, si, y solo si, P satisface

P(α) =
{

α si α ∈ V1

0 si α ∈W1.
(5)

Demostración. Supóngase se cumple (5) y denotemos con PV.W al operador
proyector sobre V1 a lo largo de W1 y con PW.V al operador proyector sobre W1

a lo largo de V1. Para cualquier α ∈ R
n, se tiene α = α1 + α2, donde α1 ∈ V1 y

α ∈W1. Ahora α = α1 + α2 = PV.W α1 +PW.V α2, de lo cual obtenemos

P(α) = PPV.W (α1) +PPW.V (α2).

Además tenemos que PV.W (α1) ∈ V1 y PW.V (α2) ∈ W1, aśı por la condición (5)
tenemos

Pα = PV.W (α1) = α1,

aśı P(α) = α1, con lo que se tiene por definición de operador proyector, que P es
el operador proyector sobre V1 a lo largo de W1. Inversamente, sea P el operador
proyector sobre V1 a lo largo de W1, y sean los vectores α1 ∈ V1 y α2 ∈ W1, aśı se
tiene que

P(α1) = P(α1 + 0) = α1 y P(α2) = P(0+ α2) = 0.

Entonces P satisface

P(α) =
{

α si α ∈ V1

0 si α ∈W1

Notación 2.4 Se denotará por I el operador identidad sobre el espacio vectorial
R

n.
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Observación 2.5 Si P es el operador proyector sobre V1 a lo largo de W1, entonces
por el teorema 2.3, tenemos que (I−P) es el operador proyector sobre W1 a lo largo
de V1. Además P(I−P) = (I−P)P = 0.

Definición 2.6 Sea V un subespacio del espacio R
n, y sea V ⊥ su complemento

ortogonal. Entonces el operador proyector sobre V a lo largo de V ⊥, se denomina
proyector ortogonal sobre V .

Notación 2.7 Sea X una matrix de orden n×m, se denotará por S (X) al espacio
generado por los vectores columna de la matrix X.

Teorema 2.8 P es el operador proyector ortogonal sobre S (X) śı y sólo śı

a) P (α)=α para cualquier α ∈ S (X) y

b) P (β)=0 para cualquier β ∈ S (X)⊥

Demostración. Se tiene que S (X)⊕ S (X)⊥ = R
n, aśı por la definición 2.6 de

proyector ortogonal y por el teorema 2.3, se cumple el resultado

Definición 2.9 Dada una matriz A, una matriz inversa generalizada de la matriz
A es cualquier matriz G la cual satisface AGA = A.

Notación 2.10 Se denotará por A− una inversa generalizada de la matriz A.

Teorema 2.11 Si G es una matriz inversa generalizada de XtX, entonces GXt

es una matriz inversa generalizada de X, es decir, se cumple XGXtX = X.

Demostración. Sea α ∈ R
n, éste tiene descomposición única α = α1 + α2,

donde α1 ∈ S (X) y α2 ∈ S (X)⊥. Aśı α1 = Xγ1 para algún γ1. Entonces

αtXGXtX = αt
1XGX

tX

= γt
1

(
XtX

)
G

(
XtX

)
= γt

1

(
XtX

)
= αtX.

Aśı se cumple XGXtX = X

Teorema 2.12 Sea (XtX)− una inversa generalizada de la matrix (XtX), entonces
X (XtX)−Xt es el operador proyector ortogonal sobre S (X).

Demostración. Si α ∈ S (X) entonces α = Xγ y por el teorema 2.11, se tiene

X
(
XtX

)−
Xt (α) = X

(
XtX

)−
XtXγ

= Xγ = α.

Ahora si β ∈ S (X)⊥ se tiene que X (XtX)−Xt (β)=0. Aśı se cumple que

a) X (XtX)−Xt (α)=α para cualquier α ∈ S (X) y

b) X (XtX)−Xt (β)=0 para cualquier β ∈ S (X)⊥
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y por el teorema 2.8, se tiene el resultado
Sea V una matrix definida positiva. Aśı existe una matriz no singular R para la

cual se cumple V = RRt. Es de interés el operador proyector ortogonal PR sobre
S
(
R−1X

)
, el cual, por el teorema 2.12, está dado por medio de

(
R−1X

) [
(R−1X)t(R−1X)

]− (
R−1X

)t
.

Teorema 2.13 Sea V una matrix definida positiva, entonces

X
(
XtV−1X

)−
XtV−1

es un operador proyector sobre S (X).

Demostración. Denotaremos por PXV al operadorX
(
XtV−1X

)−
XtV−1. En

primer lugar veamos que efectivamente es un operador proyector. Se tiene

PXV2 =
[
X

(
XtV−1X

)−
XtV−1

] [
X

(
XtV−1X

)−
XtV−1

]
=

[
X

(
XtV−1X

)− (
XtV−1X

) (
XtV−1X

)−
XtV−1

]
= X

(
XtV−1X

)−
XtV−1 = PXV,

se tiene que se cumple la idempotencia, aśı por el teorema 2.2, PXV es un operador
proyector. Ahora veamos que es un proyector sobre S (X). Se tiene que el operador
proyector ortogonal PR sobre S

(
R−1X

)
, cumple la relación

(
R−1X

) [
(R−1X)t(R−1X)

]− (
R−1X

)t (
R−1X

)
=

(
R−1X

)
,

lo cual puede ser escrito como:

R−1X
(
XtV−1X

)−
XtV−1X = R−1X,

de lo que se obtiene
X

(
XtV−1X

)−
XtV−1X = X. (6)

Si α ∈ S (X) entonces α = Xγ. Entonces

PXV (α) = X
(
XtV−1X

)−
XtV−1α

= X
(
XtV−1X

)−
XtV−1Xγ

= Xγ = α.

Aśı se cumple PXV (α) = α para α ∈ S (X)

2.2. Aplicaciones del operador proyector en el MLG

En está sección se presentan las principales aplicaciones del operador proyector
en el MLG. Tanto en la estimación del parámetro β, como en la estimación de la
varianza σ2.
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2.2.1. Estimación por mı́nimos cuadrados

Considérese el modelo

Y = Xβ + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2I, (7)

donde Y ∈ R
n, X es una matrix de constantes de orden n × p, β ∈ R

p es un
vector de parámetros desconocidos, y e ∈ R

n es un vector de errores aleatorios no
observables.

El interés es la estimación del valor esperado de la variable respuesta, E(Y). Se
tiene que E(Y) = Xβ, pero β es desconocido, lo que se sabe es que E(Y) ∈ S(X).
Para la estimación de E(Y) se toma el vector perteneciente a S(X) que este más
cercano a Y. La distancia está dada en términos de (Y −Xβ)t (Y −Xβ).

Definición 2.14 Una estimación
∧
β se denomina una estimación por mı́nimos cuadra-

dos de β, si X
∧
β es el vector perteneciente a S(X) que esta más cercano a Y. En

otras palabras,
∧
β es una estimación mı́nimos cuadrados si(
Y −X

∧
β

)t (
Y −X

∧
β

)
= min

β
(Y −Xβ)t (Y −Xβ) . (8)

Teorema 2.15 Sea PX el operador proyector ortogonal sobre S(X), entonces

(Y −Xβ)t (Y −Xβ) = (Y −PXY)t (Y −PXY) + (PXY −Xβ)t (PXY −Xβ) .

Demostración. Lo anterior se demuestra en base a las propiedades del operador
proyector ortogonal, (I−PX)PX = 0 y (I−PX)X = 0

Teorema 2.16
∧
β es un estimador por mı́nimos cuadrados de β śı y sólo śı se

cumple X
∧
β = PXY, donde PX es el operador proyector ortogonal sobre S(X), es

decir si y sólo si X
∧
β = X (XtX)−XtY.

Demostración. Por el teorema 2.15, se cumple la relación

(Y −Xβ)t (Y −Xβ) = (Y −PXY)t (Y −PXY)
+ (PXY −Xβ)t (PXY −Xβ) .

Ambos términos de la derecha son no negativos, y el primer término no depende de
β. (Y −Xβ)t (Y −Xβ) es minimizado cuando se minimiza

(PXY −Xβ)t (PXY −Xβ) .

la cual es mı́nima śı y sólo śı PXY = Xβ, lo cual prueba el teorema

Teorema 2.17 β∗ dado por medio de β∗ = (XtX)−XtY es un estimador mı́nimos
cuadrados de β.
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Demostración. Por el teorema 2.16, se tiene que β∗ es un estimador por mı́ni-
mos cuadrados de β śı y sólo śı Xβ∗ = PXY, donde PX es el operador proyector
ortogonal sobre S(X). En este caso se tiene

Xβ∗ = X
[(
XtX

)−
XtY

]
=

[
X

(
XtX

)−
Xt

]
Y = PXY.

Por lo que β∗ = (XtX)−XtY es un estimador mı́nimos cuadrados de β
Otro parámetro de interés en el modelo lineal general es la varianza σ2.

Teorema 2.18 Sea el modelo

Y = Xβ + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2I, (9)

Denotese por r (X) el rango de la matriz X. Entonces

Yt(I−PX)Y
n− r (X)

(10)

es un estimador insesgado de σ2, respecto al modelo (7).

Demostración. Para la función cuadráticaYtBY se cumple la siguiente relación

E[YtBY] = tr(B[Cov(Y)]) + [E(Y)]tB[E(Y)].

En el caso de interés se tiene B = I−PX, E(Y) = Xβ y Cov(Y) = σ2, aśı se tiene

E
[
Yt(I−PX)Y

]
= tr(σ2(I−PX)) + βtXt(I−PX)Xβ.

Además se cumple

tr(σ2(I−PX)) = σ2[tr(I−PX)] = σ2(n− r (X))

y
(I−PX)X = 0,

aśı βtXt(I−PX)Xβ = 0. De lo anterior

E[Yt(I−PX)Y] = σ2(n− r (X)).

Aśı

E

[
Yt(I−PX)Y

n− r (X)

]
= σ2

Yt(I−PX)Y se denomina la suma de cuadrados para el error (SCE ). Al rango
de (I−PX) se le denomina los grados de libertad para el error (gl). De lo anterior
se tiene que una estimación insesgada de σ2 está dada por la razón de la suma de
cuadrados para el error dividida entre los grados de libertad para el error.
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2.2.2. Mı́nimos cuadrados generalizados

Ahora considérese el modelo

Y = Xβ + e, E(e) = 0, Cov(e) = σ2V, (11)

donde V es alguna matriz definida positiva. Aśı existe una matriz no singular R
para la cual se cumple V = RRt. Del modelo (11), se obtiene el modelo

R−1Y = R−1Xβ +R−1e, E
(
R−1e

)
= 0, Cov

(
R−1e

)
= σ2I (12)

Para el modelo (12) las estimaciones de mı́nimos cuadrados minimizan(
R−1Y −R−1Xβ

)t (
R−1Y −R−1Xβ

)
= (Y −Xβ)tV−1 (Y −Xβ) (13)

Está distancia es una generalización de la distancia (Y −Xβ)t (Y −Xβ), por lo
que los estimadores del parámetro β que minimizan tal distancia se conocen como
estimadores por mı́nimoscuadradosgeneralizados.

Teorema 2.19 Bajo el modelo (12),
∧
β es un estimador de mı́nimos cuadrados de

β si y sólo si

X
∧
β = X

(
XtV−1X

)−
XtV−1Y. (14)

En términos del operador proyector PXV del teorema 2.16, el teorema 2.19, se

expresa como: Bajo el modelo (12),
∧
β es un estimador por mı́nimos cuadrados de

β śı y sólo śı X
∧
β = PXVY donde

PXV = X
(
XtV−1X

)−
XtV−1 (15)

es un proyector sobre S (X).
En la sección correspondiente a mı́nimos cuadrados y estimación de σ2 se vió que

una estimación insesgagada de σ2 está dada por la razón de SCE dividida entre los
grados de libertad. Lo anterior bajo el modelo propuesto. Bajo el modelo (7) la
SCE estaba dada en términos del operador proyector ortogonal PX sobre S (X)
por medio de Yt(I−PX)Y.

En este caso el modelo de interés es el modelo (12) por lo cual se tiene que la
SCE está dada en términos del operador proyector ortogonal PR sobre S

(
R−1X

)
.

El operador proyector ortogonal PR sobre S
(
R−1X

)
está dado por medio de

(
R−1X

) [
(R−1X)t(R−1X)

]− (
R−1X

)t
.

Aśı la SCE está dada por
(
R−1Y

)t (I−PR)
(
R−1Y

)
.

SCE =
(
R−1Y

)t
[
I−R−1X [

(R−1X)t(R−1X)
]− (
R−1X

)t
]
(R−1Y).

Teorema 2.20 Bajo el modelo (12), la SCE se puede exprersar como

Yt (I−PXV)tV−1 (I−PXV)Y.



162

Demostración.

SCE =
(
R−1Y

)t
[
I−R−1X [

(R−1X)t(R−1X)
]− (
R−1X

)t
]
(R−1Y)

= YtV−1Y −YtV−1X
(
XtV−1X

)−
XtV−1Y

= Yt (I−PXV)tV−1 (I−PXV)Y

R es una matriz no singular, aśı se cumple r
(
R−1X

)
= r (X) y los gl para el

error bajo el modelo (12) están dados por medio de n − r (X). De lo anterior se
tiene que bajo el modelo (12) una estimación insesgada para σ2 está dada por

Yt (I−PXV)tV−1 (I−PXV)Y
n− r (X)

. (16)

3. Teoŕıa de la predicción en el MLGM

Sea MLGM el cual está dado por medio de:

Y = Xβ + Zu+ e,

E (e) = 0, V ar (e) = R, (17)

E (u) = 0, V ar (u) = G y Cov
(
e,ut

)
= 0,

donde Y ∈ R
n, X es una matriz conocida de orden n × p, β ∈ R

p, Z es una
matriz conocida de orden n× q, y e y u están distribuidos independientemente con
media cero y matriz de varianza y covarianzaG y R respectivamente, tales matrices
dependen de parámetros desconocidos llamados los componentes de la varianza, los
cuales serán denotados por σ.

El MLGM se dividen en dos partes; la parte fija y la parte aleatoria. La parte
fija está compuesta por los coeficientes de regresión, los cuales forman el parámetro
β, mientras que la parte aleatoria está compuesta por los efectos aleatorios u.

Respecto a la estimación de los efectos fijos, de los supuestos del MLGM dado
por la ecuación (17) se tiene

E (Y) = Xβ y V = V ar (Y) = ZGZt +R.

Bajo el supuesto de que las varianzas son conocidas se puede obtener el estimador
de mı́nimos cuadrados generalizados del parámetro β el cual está dado por:

β̂ =
(
XtV−1X

)−1
XtV−1Y.

Uno de los objetivos en el análisis del MLGM es la estimación de los coefi-
cientes de la parte fija y la estimación (predicción) de los efectos aleatorios. Los
estimadores para efectos aletorios son conocidos como predictores. La predicción de
efectos aleatorios tiene una larga historia la cual data desde los primeros trabajos
de Henderson sobre genética animal (Henderson 1984).

Henderson et al. (1959), desarrollaron un conjunto de ecuaciones que simultánea-
mente proporcionan el BLUE deXβ y el BLUP de u. Estas ecuaciones son derivadas
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por la maximización de la densidad conjunta de Y y u, la cual está dada para,
V ar (e) = R y V ar (u) = G, por medio de:

f (Y,u) =
exp

{
−1

2

[
(Y −Xβ − Zu)tR−1 (Y −Xβ − Zu) + utG−1u

]}
(2π)

N+q.
2 |R| 12 |R| 12

.

Igualando a cero las derivadas parciales de f (Y,u) con respecto a los elementos de
β y de u, se obtienen las ecuaciones

XtR−1Xβ +XtR−1Zu = XtR−1Y,

ZtR−1Xβ +
(
ZtR−1Z+R−1

)
u = ZtR−1Y.

Las cuales se pueden expresar de la siguiente manera:[
XtR−1X XtR−1Z
ZtR−1X ZtR−1Z+G−1

] [
β
u

]
=

[
XtR−1Y
ZtR−1Y

]
.

Éstas se denominan Ecuaciones del Modelo Mixto.
Para obtener estimaciones de β y u, el método estándar es resolver las ecuaciones

del modelo mixto (Henderson 1984). Las estimaciones pueden ser escritas como:

∧
β =

(
XtV−1X

)−1
XtV−1Y,

∧
u = GZtV−1

(
Y −X

∧
β

)
.

Además de la estimación del parámetro β y de la prediccón de u, es necesaria
la estimación de combinaciones lineales de éstos, es decir, funciones de la forma
ktβ +mtu, para vectores espećıficos de constantes k y m, estas funciones se de-
nominan efectos mixtos ya que son combinaciones de efectos fijos y efectos aleatorios.
Henderson (1975) obtiene el BLUP del efecto mixto ktβ +mtu bajo el MLGM, el
BLUP de este efecto mixto está dado por medio de:

kt
∧
β +mt∧u. (18)

4. Caracterización del BLUP del efecto Xβ + Zu

Se presenta la caracterización del BLUP del efecto mixtoXβ+Zu en términos de
los operadores proyector definidos sobre los subespacios generados por las matrices
de diseño X y Z. En el apartado 4.1 se presenta la caracterización considerando el
caso balanceado y en el apartado 4.2 el caso desbalanceado.

Se considera el modelo dado por:

Y = Xβ + Zu+ e,

u ∼ N
(
0, σ2

uIq
)
, e ∼ N

(
0, σ2

eIn
)
, (19)

Cov
(
e,ut

)
= 0,



164

donde Y ∈ R
n, X es una matriz conocida de orden n × p, β ∈ R

p es un vector de
efectos fijos, Z es una matriz conocida de orden n × q, y u es un vector de efectos
aleatorios. En este caso la matriz de varianzas y covarianzas de Y está dada por

V = V ar (Y) = σ2
uZZ

t + σ2
eIn.

De la sección 3 el BLUP del efecto mixto ktβ +mtu bajo el MLGM está dado
por:

kt
∧
β +mt∧u. (20)

4.1. Caso balanceado

El siguiente resultado presenta la condición que debe de cumplir la matriz de
diseño Z para que la matriz de varianzas y covarianzas V se exprese en terminos
del operador proyector ortogonal PZ y de su complemento ortogonal QZ.

Teorema 4.1 Bajo el modelo (19), si se cumple ZZt = dPZ, d ∈ R, entonces
la matriz de varianzas y covarianzas de Y se expresa en términos del operador
proyector ortogonal PZ y de su complemento ortogonal QZ por:

V =
(
dσ2

u + σ2
e

)
PZ + σ2

eQZ.

Demostración. Bajo el modelo (19), si se cumple ZZt = dPZ, entonces

V = σ2
uZZ

t + σ2
eIn

= dσ2
uPZ + σ2

e (PZ +QZ)
= dσ2

uPZ + σ2
ePZ + σ2

eQZ
=

(
dσ2

u + σ2
e

)
PZ + σ2

eQZ

El siguiente resultado presenta la caracterización de la matriz inversa V−1 de
la matriz de varianzas y covarianzas en terminos del operador proyector ortogonal
PZ y de su complemento ortogonal QZ.

Teorema 4.2 Bajo el modelo (19), si se cumple ZZt = dPZ, d ∈ R, entonces la
inversa V−1 de la matriz de varianzas y covarianzas de Y se expresa en términos
del operador proyector ortogonal PZ y de su complemento ortogonal QZ por:

V−1 =
PZ

(dσ2
u + σ2

e)
+
QZ
σ2

e

.

Demostración. Por el teorema 4.1, bajo el modelo (19), si se cumple ZZt =
dPZ, entonces

V =
(
dσ2

u + σ2
e

)
PZ + σ2

eQZ.

Aśı la inversa V−1 se expresa por medio de:

V−1 =
PZ

(dσ2
u + σ2

e)
+
QZ
σ2

e

El siguiente resultado presenta la caracterización de la matriz V en términos de
los proyectores mencionados.



165

Teorema 4.3 Bajo el modelo (19), si se cumple ZZt = dPZ, d ∈ R, entonces el
BLUP del efecto mixto Xβ + Zu se expresa en términos de los operadores PXV y
PZ por:

PXVY + cPZ (I−PXV)Y,

donde c = dσ2
u/

(
dσ2

u + σ2
e

)
.

Demostración. Por (20), el BLUP del efecto mixto Xβ + Zu está dado por
medio de Xβ̂ + Zû. Por el teorema 2.19, el estimador de mı́nimos cuadrados gen-
eralizado β̂ está caracterizado por el operador proyector oblicuo PXV por medio
de Xβ̂ = PXVY, además û = GZtV−1QXVY. Por el teorema 4.2, bajo el modelo
(19), si se cumple ZZt = dPZ, entonces

V−1 =
PZ

(dσ2
u + σ2

e)
+
QZ
σ2

e

.

Aśı

BLUP (Xβ + Zu) = Xβ̂ + Zû
= PXVY + ZGZtV−1QXVY
= PXVY + σ2

uZZ
tV−1QXVY

= PXVY + σ2
uZZ

t

[
PZ

(dσ2
u + σ2

e)
+
QZ
σ2

e

]
QXVY

= PXVY + dσ2
uPZ

[
PZ

(dσ2
u + σ2

e)
+
QZ
σ2

e

]
QXVY

= PXVY +
dσ2

u

(dσ2
u + σ2

e)
PZQXVY

= PXVY + cPZ (I−PXV)Y,

donde c = dσ2
u/

(
dσ2

u + σ2
e

)
. Además se tiene que el BLUP del efecto mixtoXβ+Zu

es la suma de un elemento en S (X) y un elemento de S (Z), por lo que

BLUP (Xβ + Zu) ∈ S (X) + S (Z) (21)

Corolario 4.4 Bajo el modelo (19), si se cumple ZZt = dPZ, d ∈ R, entonces el
BLUP del efecto aletaorio Zu se expresa en términos de PXV y PZ por:

cPZ (I−PXV)Y,

donde c = dσ2
u/

(
dσ2

u + σ2
e

)
.

4.2. Caso desbalanceado

En el siguiente resultado se presenta la condición que debe de cumplir la matriz
de diseño Zj para que la matriz V se exprese en terminos de los operadores PZj y
QZj

,

Teorema 4.5 Bajo el modelo (19), si se cumple njPZj
= ZjZt

j, nj ∈ R, entonces
la matriz de varianzas y covarianzas V de Y se expresa en términos de los oper-
adores proyector PZj

y QZj
por V = ⊕J

j=1

[(
njσ

2
u + σ2

e

)
PZj

+ σ2
eQZj

]
.
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Demostración. Bajo el modelo (19), si se cumple njPZj
= ZjZt

j , entonces

V = σ2
u

(⊕J
j=1Zj

) (⊕J
j=1Zj

)t
+ σ2

eIn

= σ2
u

(⊕J
j=1Zj

) (⊕J
j=1Z

t
j

)
+ σ2

eIn

= σ2
u

(⊕J
j=1ZjZt

j

)
+ σ2

eIn

= σ2
u

(⊕J
j=1njPZj

)
+ σ2

eIn

= ⊕J
j=1

[
njσ

2
uPZj

+ σ2
eInj

+ σ2
ePZj

− σ2
ePZj

]
= ⊕J

j=1

[(
njσ

2
u + σ2

e

)
PZj

+ σ2
eInj

− σ2
ePZj

]
= ⊕J

j=1

[(
njσ

2
u + σ2

e

)
PZj

+ σ2
eQZj

]
Teorema 4.6 Bajo el modelo (19), si se cumple njPZj = ZjZt

j, nj ∈ R, entonces
la inversa de la matriz de varianzas y covarianzas V de Y se expresa en términos
de los operadores proyector PZj

y QZj
por:

V−1 = ⊕J
j=1

[
PZj

(njσ2
u + σ2

e)
+
QZj

σ2
e

]
.

Demostración. Por el teorema 4.5, la matriz de varianzas y covarianzas de Y
se expresa por V = ⊕J

j=1

[(
njσ

2
u + σ2

e

)
PZj + σ2

eQZj

]
. Aśı

V−1 =
{⊕J

j=1

[(
njσ

2
u + σ2

e

)
PZj

+ σ2
eQZj

]}−1
=

{
⊕J

j=1

[(
njσ

2
u + σ2

e

)
PZj + σ2

eQZj

]−1}
= ⊕J

j=1

[
PZj

(njσ2
u + σ2

e)
+
QZj

σ2
e

]

Lema 4.7 Bajo el modelo (19), si se cumple njPZj
= ZjZt

j, nj ∈ R, entonces

σ2
uZZ

tV−1 = ⊕J
j=1

[
njσ

2
uPZj

(njσ2
u + σ2

e)

]
.

Demostración. Por el teorema 4.6, si se cumple njPZj = ZjZt
j , entonces la

inversa de la matriz de varianzas y covarianzas de Y se expresa en términos de los
operadores proyector PZj

y QZj
por

V−1 = ⊕J
j=1

[
PZj

(njσ2
u + σ2

e)
+
QZj

σ2
e

]
.

Aśı

σ2
uZZ

tV−1 = σ2
uZZ

t

{
⊕J

j=1

[
PZj

(njσ2
u + σ2

e)
+
QZj

σ2
e

]}

= σ2
u

{⊕J
j=1ZjZt

j

}{
⊕J

j=1

[
PZj

(njσ2
u + σ2

e)
+
QZj

σ2
e

]}

= σ2
u

{⊕J
j=1njPZj

}{
⊕J

j=1

[
PZj

(njσ2
u + σ2

e)
+
QZj

σ2
e

]}

= ⊕J
j=1

[
njσ

2
uPZj

(njσ2
u + σ2

e)

]



167

En el siguiente resultado se presenta la caracterización del BLUP del efecto mix-
to Xβ+Zu en términos de los operadores proyector definidos sobre los subespacios
S (X) y S (Z), considerando el caso desbalanceado.

Teorema 4.8 Bajo el modelo (19), si se cumple njPZj
= ZjZt

j, nj ∈ R, entonces
el BLUP del efecto mixto Xβ + Zu se expresa en términos del operador proyector
oblicuo PXV sobre S (X) y del operador proyector ortogonal PZ sobre S (Z), por
medio de:

[PXV +PZBQXV]Y,

donde B = ⊕J
j=1

(
bjInj

)
y bj = njσ

2
u/

(
njσ

2
u + σ2

e

)
.

Demostración. Por el lema 4.7, si se cumple njPZj
= ZjZt

j , entonces

σ2
uZZ

tV−1 = ⊕J
j=1

[
njσ

2
uPZj

(njσ2
u + σ2

e)

]
.

De lo cual se tiene

BLUP (Xβ + Zu) = X
∧
β + Z

∧
u

= PXVY + ZGZtV−1
(
Y −X

∧
β

)

= PXVY + σ2
uZZ

tV−1
(
Y −X

∧
β

)

= PXVY +
(
⊕J

j=1

[
njσ

2
uPZj

(njσ2
u + σ2

e)

])(
Y −X

∧
β

)

= PXVY +PZ

(
⊕J

j=1

[
njσ

2
u

(njσ2
u + σ2

e)

])(
Y −X

∧
β

)
= [PXV +PZBQXV]Y,

donde B = ⊕J
j=1

(
bjInj

)
y bj = njσ

2
u/

(
njσ

2
u + σ2

e

)
. Además el BLUP del efecto

mixto Xβ + Zu es la suma de un elemento en S (X) y un elemento de S (Z), por
lo que

BLUP (Xβ + Zu) ∈ S (X) + S (Z) (22)

Corolario 4.9 Bajo el modelo (19), si njPZj
= ZjZt

j, nj ∈ R, entonces el BLUP
del efecto aleatorio Zu se expresa términos del operador proyector oblicuo PXV
sobre S (X) y del operador proyector ortogonal PZ sobre S (Z), por medio de:

PZBQXVY,

donde B = ⊕J
j=1

(
bjInj

)
y bj = njσ

2
u/

(
njσ

2
u + σ2

e

)
.

5. Modelos

En está sección se presentan dos modelos, casos particulares del MLGM, los
cuales satisfacen la condición ZZt = dPZ o la condición njPZj = ZjZt

j . Para los
dos modelos se presenta el caso balanceado y el caso desbalanceado.



168

5.1. Caso balanceado

Casos particulares del modelo (19), que cumplen la condición ZZt = dPZ son:
(i) Modelo intercepto aleatorio sin variables explicatorias. Este es el caso más

simple de un modelo lineal jerárquico; el modelo para la i-ésima unidad de nivel 1
en la j-ésima unidad de nivel 2 está dado por:

Yij = μ + uj + eij , i = 1, ..., d, j = 1, ..., k, (23)

donde μ es un parámetro fijo; uj es el efecto aleatorio; uj y eij son independientes,
con uj ∼ N

(
0, σ2

u0

)
y eij ∼ N

(
0, σ2

e

)
. El modelo para la j-ésima unidad de nivel 2

tiene la forma:
Yj = 1dμ + 1duj + ej , j = 1, ..., k, (24)

tomando β = μ, X = 1k ⊗ 1d, Z = Ik ⊗ 1d y u = (u1, ..., , uk)
t, el modelo (24) es

de la forma Y = Xβ + Zu+ e. En este caso se tiene:

ZZt = (Ik ⊗ 1d) (Ik ⊗ 1d)
t = (Ik ⊗ 1d)

(
Itk ⊗ 1t

d

)
=

(
IkItk ⊗ 1d1t

d

)
=

(
Ik ⊗ 1d1t

d

)
.

Aśı:

PZ = Z
(
ZtZ

)−1
Zt

= (Ik ⊗ 1d)
[
(Ik ⊗ 1d)

t (Ik ⊗ 1d)
]−

(Ik ⊗ 1d)
t

= (Ik ⊗ 1d)
[(
Itk ⊗ 1t

d

)
(Ik ⊗ 1d)

]− (Ik ⊗ 1d)
t

= (Ik ⊗ 1d)
[(
ItkIk ⊗ 1t

d1d

)]− (Ik ⊗ 1d)
t

= (Ik ⊗ 1d) [(Ik ⊗ 1/d)] (Ik ⊗ 1d)
t = (Ik ⊗ 1d/d) (Ik ⊗ 1d)

t

= Ik ⊗ 1d1t
d

d
=

1
d

(
Ik ⊗ 1d1t

d

)
=

1
d
ZZt.

(ii) Modelo intercepto aleatorio con variables explicatorias. Considérese el mod-
elo:

Yij = β0 + β1X1ij + β2X2ij + uj + eij , i = 1, ..., d, j = 1, ..., k, (25)

donde β0, β1, y β2 son parámetros fijos; uj es el efecto aleatorio; uj y eij son
independientes, con uj ∼ N

(
0, σ2

u0

)
y eij ∼ N

(
0, σ2

e

)
. El modelo para la j-ésima

unidad de nivel 2 tiene la forma:

Yj = 1dβ0 +X1jβ1 +X2jβ2 + 1duj + ej , j = 1, ..., k, (26)

tomando β = (β0, β1, β2)
t, Xj = (1d : X1j : X2j), y Zj = 1d, el modelo (26) toma

la forma:
Yj = Xjβ + Zjuj + ej . (27)

Además, definiendo a X1 y X2 como las matrices de las variables explicatorias de
nivel 1, X = (1k ⊗ 1d : X1 : X2), Z = Ik ⊗ 1d y u = (u1, . . . , uk)

t, el modelo (27)
es de la forma Y = Xβ + Zu + e. En este caso también se cumple la condición
dPZ = ZZt.
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5.2. Caso desbalanceado

Casos particulares del MLGM (19), para los cuales se cumple la condición
njPZj

= ZjZt
j , son:

(iii) Modelo intercepto aleatorio sin variables explicatorias. El modelo para la
i-ésima unidad de nivel 1 en la j-ésima unidad de nivel 2 está dado por:

Yij = μ + uj + eij , i = 1, ..., nj , j = 1, ..., k, (28)

donde μ es un parámetro fijo; uj es el efecto aleatorio; uj y eij son independientes,
con uj ∼ N

(
0, σ2

u0

)
y eij ∼ N

(
0, σ2

e

)
. El modelo para la j-ésima unidad de nivel 2

tiene la forma:
Yj = 1nj

μ + 1nj
uj + ej , j = 1, ..., k, (29)

tomando β = μ, X = 1k ⊗ 1nj
, Z = Ik ⊗ 1nj

y u = (u1, ..., , uk)
t, el modelo (29) es

de la forma Y = Xβ + Zu+ e. En este caso se tiene:

PZj = Zj

(
Zt

jZj

)−1
Zt

j

= 1nj

(
1t

nj
1nj

)−1
1t

nj

= 1nj
(nj)

−1 1t
nj

=
1
nj

(
1nj
1t

nj

)
=

1
nj
ZjZt

j ,

de lo cual se cumple njPZj
= ZjZt

j .
(iv) Modelo intercepto aleatorio con variables explicatorias. Considérese el mod-

elo:

Yij = β0 + β1X1ij + β2X2ij + uj + eij , i = 1, ..., nj , j = 1, ..., k, (30)

donde β0, β1, y β2 son parámetros fijos; uj es el efecto aleatorio; uj y eij son
independientes, con uj ∼ N

(
0, σ2

u0

)
y eij ∼ N

(
0, σ2

e

)
. El modelo para la j-ésima

unidad de nivel 2 tiene la forma:

Yj = 1nj
β0 +X1jβ1 +X2jβ2 + 1nj

uj + ej , j = 1, ..., k, (31)

tomando β = (β0, β1, β2)
t, Xj =

(
1nj : X1j : X2j

)
, Zj = 1nj el modelo (31) toma

la forma
Yj = Xjβ + Zjuj + ej . (32)

Además definiendo a X1 y X2 como las matrices de las variables explicatorias de
nivel 1, y X =

(
1k ⊗ 1nj

: X1 : X2

)
, Z = Ik ⊗ 1nj

y u = (u1, . . . , uk)
t, el modelo

(32) es de la forma Y = Xβ+Zu+ e. En este caso también se cumple la condición
njPZj

= ZjZt
j .
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6. Modelo intercepto aleatorio

En esta sección se presenta el desarrollo de la caracterización del BLUP del efecto
mixto Xβ+Zu bajo el modelo intercepto aleatorio sin variables explicatorias (23),
considerando el caso balanceado.

Lema 6.1 Para el modelo intercepto aleatorio sin variables explicatorias (23), con-
siderando el caso balanceado, el operador proyector oblicuo está dado por:

PXV =
1kd1t

kd

kd
. (33)

Demostración. Bajo el modelo

Yij = μ + uj + eij , i = 1, ..., d, j = 1, ..., k, (34)

con uj ∼ N
(
0, σ2

u0

)
y eij ∼ N

(
0, σ2

e

)
, se tiene Z = Ik ⊗ 1d, de lo cual se cumple

PZ =
ZZt

d
=

(Ik ⊗ 1d1t
d)

d
. (35)

Del teorema 4.2, la matriz V−1 está dada por:

V−1 =
(Ik ⊗ 1d1t

d)
d (dσ2

u0 + σ2
e)

+
(dIkd − (Ik ⊗ 1d1t

d))
dσ2

e

(36)

en este caso X = 1k ⊗ 1d = 1kd, aśı de (36)

XtV−1 = 1t
kd

[
(Ik ⊗ 1d1t

d)
d (dσ2

u0 + σ2
e)

+
(dIkd − (Ik ⊗ 1d1t

d))
dσ2

e

]

= 1t
kd

(Ik ⊗ 1d1t
d)

d (dσ2
u0 + σ2

e)
+ 1t

kd

(dIkd − (Ik ⊗ 1d1t
d))

dσ2
e

,

desarrollando cada uno de los términos involucrados en XtV−1

1t
kd

(Ik ⊗ 1d1t
d)

d (dσ2
u0 + σ2

e)
=

d1t
kd

d (dσ2
u0 + σ2

e)
=

1t
kd

(dσ2
u0 + σ2

e)
(37)

y

1t
kd

(dIkd − (Ik ⊗ 1d1t
d))

dσ2
e

= 1t
kd

(dIkd)
dσ2

e

− 1t
kd

((Ik ⊗ 1d1t
d))

dσ2
e

= 0 (38)

Aśı de (37) y (38), se tiene

XtV−1 =
1t

kd

(dσ2
u0 + σ2

e)
(39)

Considerando (39), el producto XtV−1X está dado por:

XtV−1X =
1t

kd1kd

(dσ2
u0 + σ2

e)
=

kd

(dσ2
u0 + σ2

e)

y su g-inversa por: (
XtV−1X

)−
=

dσ2
u0 + σ2

e

kd
. (40)
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De (39) y (40), se tiene

(
XtV−1X

)−
XtV−1 =

dσ2
u0 + σ2

e

kd

1t
kd

(dσ2
u0 + σ2

e)
=
1t

kd

kd
(41)

Por lo que el operador proyector oblicuo PXV, bajo el modelo intercepto aleatorio
sin variables explicatorias (23), considerando el caso balanceado, está dado por:

PXV =
1kd1t

kd

kd

Lema 6.2 Bajo el modelo intercepto aleatorio sin variables explicatorias (23), se
cumple PZPXV = PXV.

Demostración. De (33) y (35), se tiene

PZPXV =
(Ik ⊗ 1d1t

d)
d

1kd1t
kd

kd
=

d1kd1t
kd

dkd
= PXV

El siguiente resultado presenta en forma explicita la caracterización del BLUP
del efecto mixto Xβ +Zu para el modelo intercepto aleatorio sin variables explica-
torias (23).

Teorema 6.3 El BLUP del efecto mixto Xβ+Zu bajo el modelo intercepto aleato-
rio sin variables explicatorias (23), está dado por

(1− c)
1kd1t

kd

kd
Y + c

(Ik ⊗ 1d1t
d)

d
Y,

donde c = dσ2
u0/

(
dσ2

u0 + σ2
e

)
.

Demostración. Por el teorema 4.3, la caracterización del BLUP del efecto
mixto Xβ + Zu está dada por

PXVY + cPZ (I−PXV)Y,

donde c = dσ2
u0/

(
dσ2

u0 + σ2
e

)
. Aśı por los lemas 6.1 y 6.2, se tiene

BLUP (Xβ + Zu) = PXVY + cPZY − cPZPXVY

= PXVY + cPZY − cPXVY

= (1− c)PXV + cPZY

= (1− c)
1kd1t

kd

kd
Y + c

(Ik ⊗ 1d1t
d)

d
Y

donde c = dσ2
u0/

(
dσ2

u0 + σ2
e

)

7. Conclusiones

En este trabajo se presentó la condición bajo la cual se puede dar la carac-
terización del BLUP del efecto mixto Xβ + Zu. Para poder obtener la caracteri-
zación, la matriz de diseño Z, del modelo considerado, debe de cumplir la condición
dPZ = ZZt. La caracterización del BLUP del efecto mixto permite ver que éste es
un elemento de la suma lineal de S (X) y de S (Z), donde esta suma no necesaria-
mente es directa ya que depende de la estructura de las matrices X y Z.
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