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Presentacion

Este libro estd constituido por 20 articulos que forman la Memoria del XXV Foro Nacional
de Estadistica, evento que se llevo a cabo en las instalaciones del Instituto Nacional de Salud
Publica, en la ciudad de Cuernavaca, Morelos, del 22 al 24 de septiembre de 2010.

La Seccion 1 contiene tres articulos y es acerca de temas generales. El primero, de Patricia
Romero Mares y Rail Rueda, invita a preguntarse si, en el caso del muestreo de poblaciones
finitas para hacer inferencias, se debe escoger el enfoque basado en el modelo o en el diseno.
El segundo, de Alexander von Eye y Patrick Mair, analiza la pérdida de informacion debido
a la dicotomizacion de variables y presentan un ejemplo empirico donde este proceso no
produce tal pérdida. El tercer trabajo, de Maria Guadalupe Russell Noriega y Enrique Villa
Diharce, se refiere al uso de cartas de control en el area de salud.

La Seccion 2 es de estadistica bayesiana y contiene dos articulos. En el primero, Gabriel
Nunez Antonio y Eduardo Gutiérrez Pena presentan “Un Modelo Bayesiano para Datos
Longitudinales Circulares”. Por su parte, el trabajo de Olga Vladimirovna Panteleeva, Hum-
berto Vaquera Huerta y Eduardo Gutiérrez Gonzdlez trata de los estimadores de maxima
verosimilitud en “Modelos de Mezclas Finitas Univariadas”.

La Seccion 3 esta dedicada a problemas de inferencia estadistica y lo forman cuatro articu-
los. En el primero, Félix Almendra Arao nos habla de “Una prueba de no inferioridad Basada
en Estimadores de Proporcion Contraidos” para la comparacion de grupos via la estimacion
de la desviacién estandar de la diferencia de los estimadores de proporcion. Maria D. Kantim
Chim y José A. Villasenor Alva, se refieren a “La prueba de Bondad de Ajuste R para la
Distribucién Exponencial”, donde R es la razén de dos estimadores del pardametro de escala
de la distribucion exponencial. Por su parte, Agustin Jaime Garcia Banda, Luis Cruz Kuri e
Ismael Sosa Galindo, utilizan el programa Mathematica para mostrar con ejemplos sencillos
“Una Aproximacién Binomial con Tres parametros”. El iltimo trabajo de esta seccién es
el de Luis Cruz-Kuri, Agustin Jaime Garcia Banda e Ismael Sosa Galindo, “Utilizacion de

Procesos de Ramificacion para el Estudio del Desarrollo de una Epidemia”.
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La Seccion 4 contiene cuatro articulos sobre el tema de muestreo. Martin H. Félix Medina
discute la “Estimacién de Totales y Medias en el Muestreo por Bola de Nieve en Presencia
de Probabilidades de Nominacién Heterogéneas”. A continuacién, Alberto Manuel Padilla
Teran nos habla de “Cotas para la varianza, efecto del diseno y coeficiente de variacién de
proporciones en el muestreo por conglomerados en dos etapas con tamanos iguales”. El tercer
trabajo es de Javier Suarez Espinosa “Formulacion natural del tamano de muestra para el
caso del Muestreo por Conglomerados en dos Etapas”. Esta seccién termina con el articulo
de Fernando Velasco Luna y Mario Miguel Ojeda Ramirez, “Caracterizacion del BLUP de

la media poblacional finita Y; en estimacién en areas pequenias (Small Area Estimation)”.

La Seccién 5 se dedica a las aplicaciones y estd compuesta por siete articulos. El primero
es de aplicaciones a las ciencias de la salud: Fidel Ulin Montejo, Jorge A. Pérez Chavez y
Rosa Ma. Salinas Hernandez discuten un “Anélisis de Confiabilidad para Tiempos de Eficacia
Analgésica en Pacientes con Colico Renoureteral”. El siguiente trabajo es sobre cuestiones
atmosféricas, en el que Nahun Israel Loya Monares, Hortensia J. Reyes Cervantes y Francisco
J. Ariza Hernandez hablan de la “Modelacion de fenémenos atmosféricos usando Procesos de
Poisson No Homogéneos”. El articulo de Soraida Nieto Murillo, Blanca Rosa Pérez Salvador
y José Fernando Soriano Flores, “Credit Scoring: Una Aplicacién de la Estadistica”, presenta

una aplicacién en finanzas.

Posteriormente vienen dos trabajos de aplicaciones a cuestiones sociales: El primero, de
Blanca Rosa Pérez Salvador, “Un modelo de series de tiempo para describir la demanda en
grupos escolares con seriacion estricta”. El segundo, de Alfredo Cuevas Sandoval, Flaviano
Godinez Jaimes y Sulpicio Sanchez Tizapa, “Estudio de factores que influyen en la resistencia
de los morteros formulados para reparacién de vivienda de interés social en la zona costera

de Guerrero”.

Finalmente, se discuten dos aplicaciones a la agronomia: Emilio Padrén Corral, Arman-
do Munoz Urbina, Haydée de la Garza Rodriguez e Ignacio Méndez Ramirez, en el trabajo
“Relacion entre Ecuaciones Estructurales y Correlaciéon Canodnica en un Experimento con
Guayule”, y Lorena Alonso, Dante Covarrubias y Carlos N. Bouza, con “Muestreo por con-

juntos ordenados (Ranked Set Sampling) y su aplicacién en poblacién de maguey silvestre”.
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Caracterizacion del BLUP de la media
poblacional finita Y; en prediccién en dreas
pequenas (Small Area Estimation)

Fernando Velasco Lunaf} Mario Miguel Ojeda Ramire7]

Facultad de Estadistica e Informadtica. Universidad Veracruzana

1. Introducciéon

La teoria de muestreo para poblaciones finitas se encarga de la seleccién de muestras, de
las que se observan y miden caracteristicas de cada una de las unidades muestreadas; us-
ando estas observaciones la teoria estadistica, en este contexto, desarrolla mecanismos para
conducir inferencias acerca de ciertas caracteristicas de la poblacion, como por ejemplo la
media poblacional Y = T/N Valliant et al. (2000), donde T denota el total poblacional
y N denota el nimero de unidades en la poblacién. Uno de los enfoques de inferencia en
la teoria de muestreo de poblaciones finitas para estudiar los procesos de inferencia en el
muestreo bietapico es el basado en el Modelo Lineal Mixto. En este enfoque se considera el
modelo Y; = X,;3 4+ Z;u; + e;, donde Y, X; y Z; denotan el vector respuesta, y las ma-
trices de diseno (variables explicatorias a nivel 1 y nivel 2), respectivamente, en la j-ésima
unidad de nivel 2 (drea pequena), la cual cuenta con N; unidades, B denota el vector de
parametros fijos, y u; y e; los efectos aleatorios de nivel 1 y nivel 2, respectivamente; sea s;
la muestra de n; unidades en la j-ésima area pequena, la cual cuenta con N; unidades en la
poblacién, r; denotando las unidades en la j-ésima drea que no estdn en s; y r; = N; —n;
el nimero de unidades no muestreadas. Una vez que la muestra s; ha sido obtenida se tiene

la descomposicién del modelo para la parte observada, que esta dado por:

Yjs = XjsB + Zjsu; + ejs (1)

afvelasco@uv.mx
Pmojeda®uv.mx
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y el modelo para la parte no observada, que esta dado por:
er = Xjr,B + eru]‘ + €jr. (2)

Entre todos los predictores, el mejor predictor lineal insesgado (BLUP) de la media
poblacional finita 7]- = Nj’1 ZZN:J1 Y;; en la j-ésima drea pequena estd dado por fj?js +
(1= f) | Xje é +2;;GZi Vi, (Yjs — X ﬁ)} donde f; = nj/N;, vy X;» v Zjr son los
vectores de medias para las r; unidades no muestreadas en la j-ésima unidad de nivel 2. La
media de la poblacion finita 7]- se puede descomponer en la media obtenida de la muestra
7]»5 mas la media de las unidades no muestreadas ?jr. Para la parte no muestreada se debe
de tener una estimaciéon de la media poblacional y; de la j-ésima area pequena, la cual es
un efecto mixto. Velasco y Ojeda (2010a) desarrollan la caracterizacion del BLUP de la
media poblacional j; en términos de los operadores proyector, ortogonal Pz = Z (ZtZ)_1 VA
y oblicuo Pxy = X (X'fV_lX)_1 X'V~ definidos sobre los subespacios generados por las
matrices de diseno. Aunque en la literatura se conocen suficientes resultados acerca de la
teoria del algebra lineal relacionada con la teoria de estimacién y prueba de hipdtesis en
el modelo lineal general (MLG), no existen resultados que caracterizen al BLUP de la me-
dia poblacional finita 7j de la j-ésima unidad de nivel 2 en términos de las matrices de
proyeccion. En este trabajo se presenta la caracterizaciéon del BLUP de la media poblacional
finita Y; de la j-ésima drea pequefia en términos de los operadores proyector Pz y Pxy,

aplicandose la caraterizacion obtenida al modelo intercepto aleatorio.

2. Efecto mixto

Se considera el modelo dado por:
Y = X3+ Zu + e,

u~ N (0,01,), e~N(0,0L,), Cov(eu®) =0, (3)

donde Y € R", X y Z son matrices de orden n X p y n X ¢, respectivamente y 3 € RP. En
este caso la matriz de varianzas y covarianzas de Y estd dada por V = ¢2ZZ! + ¢1,.

Henderson (1975) obtiene el mejor estimador lineal insesgado (BLUE) de 3y el BLUP
A A
de u, que estdn dados por 8= (X'VX) ' X'V-1Y y = GZ'V-! <Y -X B), respecti-
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vamente. Ademds obtiene el BLUP del efecto mixto k'3 + m'u que estd dado por:
k'B+m'u. (4)

Velasco y Ojeda (2010b) desarrollan la caracterizacién del BLUP del efecto mixto X3 +

Zu en términos de los operadores Pxv v Pz.

Teorema 2.1. Bajo el modelo @), si se cumple la condicion njPz, = ZjZ;-, entonces el
BLUP del efecto mizto X3+ Zu se expresa en términos de los operadores, proyector oblicuo

Pxv sobre S (X) y proyector ortogonal Pz sobre S (Z) por:

Pxv + PzBQxv]Y, (5)
donde B = ®7_, (b1,,) y b; = njo2y/ (njok, + o2).

Demostracion. Para una demostracién ver Velasco y Ojeda (2010b).

Observacion. Dada una matriz Z; de orden n; X ¢, la condicién n;Pz, = ZjZE- se
cumple si Z;Zj = n,l,, lo cual ocurre si las columnas de la matriz Z; son ortogonales y
S zfj = n;. En términos précticos, la condicién se cumple cuando todos los niveles j de
los efectos aleatorios asociados a Z, tienen el mismo niimero de observaciones (repeticiones).

3. Media poblacional y;

En esta seccion se presenta la caracterizacion del BLUP de la media poblacional 1}, de la
J-6ésima area pequena, en términos de Pxv, Pz y Tjs.

Una vez que la muestra s, de tamano n, ha sido obtenida el vector Y, las matrices X
y V., los operadores Qxv v Pz, la estimacion del parametro 3 Ay la prediccién del efecto

. ’ . A .
aleatorio u; se denotardn por medio de Y, Xg, Vs, Qx.v., Pz., B¢ vV Ujs, respectivamente.

Teorema 3.1. Tj, dada por T;s = X; (XLV1X,) ' XLV, define una transformacion
lineal de R™ a RMi.

La media poblacional p; se define como £ (7j |uj), que bajo el modelo 1} conZ; =1,

J

estd dada por Yzlﬂ + u;, que es un efecto mixto.
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Teorema 3.2. Bajo el modelo (@) si njPgz, = Z;Z,, entonces el BLUP de p; se expresa

is)

en términos de los operadores proyector Qx,v. y Pz, y de la transformacion lineal T s por:

*jrt >s<jstL
Ny n

Tjs + (PZSBSQXSVS) YS?
Tj 1

donde 1775 es un vector de 0's en R™ con un 1 en las posiciones correspondientes a las

unidades que pertenecen a la j-ésima drea pequena, Bs = @7_, (b;L,,) yb; = njoly/ (njos, + o2).

Demostracion. Para una demostracién ver Velasco y Ojeda (2010a).

4. Caracterizacion del BLUP de la media poblacional

finita Y

En estd seccién se presenta la caracterizacion del BLUP de Y; en términos de Pxv, Pz y
Ts.
1’;\?; es un vector de 0's en RYi con un 1 en las posiciones correspondientes a las unidades

de nivel 1, que pertenecen a la j-ésima area pequena, que no estan en la muestra.

Teorema 4.1. Bajo el modelo (@, conZj = 1,,, el BLUP de la media poblacional finita ?j

esta dado por:
BT (1= ) (R Bt | )
Demostracion. E1 BLUP de la media poblacional finita 7j esta dado por:
fi¥ e+ (1= ;) {Xjr gs +Z;p GZ Vi, (Yjs + Xjs /gs)l (7)
en interviene el término
Z,GZ.V. (Yjs X, ﬁs) ®)
Bajo el modelo , si Z; = 1,,, entonces er =1, por lo que toma la forma:

A
GZj»SVj‘Sé (Yjs + Xs ﬂs> 9)

A .
que corresponde a u;s. De lo cual se sigue (6)).
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Teorema 4.2. Bajo el modelo (@), conZ; = 1,,, sinjPz, = stZE-S, n; € R, entonces el
BLUP de la media poblacional finita Y ;, se expresa en términos de los operadores proyector

Qx.v, ¥ Pz,, y de la transformacion lineal Tj5 por medio de:

it
ist *Jr ist
1*J8 rs N *JS
n J J n
oy | Tt (P2BaQxv,) | | Y
J J J J

donde Bs = ®7_, (b;1,,) y bj = njos/ (njon + 07).

S— — _ A
Demostracion. Por el teorema , BLUP (Yj) =fiYis+(1—f) [Xjr B, + ﬁjs} . Ademas,
*jrt

por el teorema , BLUP (pj) = [ ki T;s + IZ—JSt (PZSBSQXSVS)] Y y recordando que p;

rj i

esta dado por Yﬁﬂ + uj, se tiene

BLUP (Y;) = (&> Vs + <]<,—J) BLUP (u;)

Nj J
it
n\ (122 T
= — Y, — | BLUP (u;
(Nj> ( n; ) i (Nj) ()
xjrt .
1*jst r ]\; 1*]st
= Y. +-L LT . " (Pz.Bq Y,
]\[‘7 N] ,r,j J + n] ( Zs QXSVS)
o [
- - + — : Ts+ - PZSBS XsVs Ys-
Ny ONj | Ty

5. Caracterizacion en el modelo intercepto aleatorio

Se presenta la caracterizacion del BLUP de la media poblacional finita Vj, considerando el
caso balanceado, es decir n; = d Vj = 1,..., k, bajo el modelo intercepto aleatorio, ya que
este modelo es ampliamente usado en la teoria de estimacién en areas pequnas. Este modelo

esta dado para el nivel 1 por:
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y para el nivel 2 por:
i =p+u;, j=1,..,k
lo cual lleva al modelo combinado:
Yi=p+uj+ej, i=1,..,d j=1 .. k. (10)
donde p es un pardmetro fijo; u; es el efecto aleatorio; u; y e;; son independientes, con
u; ~ N (0,02)) y €;; ~ N (0,02). El modelo para la j-ésima unidad de nivel 2 tiene la forma

Y, =1+ 1u;+ej,j=1,...,k Enestecaso X =1, ® 13y Z =I;, ® 14, por lo que

141t I, ® 141!

P = .
XSVS kd y ZS d

Teorema 5.1. Bajo el modelo intercepto aleatorio (@) El BLUP de la media poblacional
finita 7j estd dado por:
nj r

c(k—1) —
N] N] T [VJS - Y(—j)s} (12)

donde Y, Vjs Y 7(_]~)s denotan la media muestral, la media muestral de la j-ésima unidad
de niwvel 2, y la media muestral de las unidades de nivel 2 restantes, respectivamente.

Demostracion. Por el teorema [1.2] considerando el caso balanceado

*jrt

o l*jst 7 1N- *jst
BLUP(Y;) = | 22—+ 2L T ’ P Y.
( J) N] N] Tj J + d (C ZsQXsVs)
1Nj1;d

Ademas, Tjs = —~ y de cPz,Qx.v, = 5 (k (®141%) — 141%,), por lo que

xjrt

BLUP (V) LA AT (Pz.Qxwv.)| | Y
J = T IS — \C s
J N] NJ Tj J d ZseXsVs

1*jst r -1*ert st

Y, + -+ 7T - P Y,
Nj + N] rj J + d (C Zs QXsVs )

178t ri [— ck-1) = =

" Y, + L |Y, — Yis =Y (s

N; T N; | + L [ J (=) }]
n; — ri = clk-1) — =
—Yis+ = |Ys —Yis =Y sl |-
Nj J + ]\/’J + k [ J ( J)}
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6. Conclusiones

En este trabajo se expresé el BLUP de la media poblacional finita Y; de la j-ésima érea
pequeila como la suma ponderada de un elemento en S (X;) y un elemento en el espacio
S (Zs). Lo anterior al aplicarlo al modelo intercepto aleatorio sin variables explicatorias,
considerando el caso balanceado, permitié expresar el BLUP de la media poblacional finita
Y; como la suma de multiplos de Y, Vs y 7(,]-)5, que denotan la media muestral, la media
muestral de las unidades en la j-ésima area pequena y la media muestral de las unidades que
no pertenecen a la j-ésima area pequena, respectivamente. Se espera que esta caracterizacién
en términos de los proyectores permita una mejor comprension de las propiedades del BLUP

de Y tal como sucede en la caracterizacién del estimador de pardmetros 3 en el MLG.
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