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Universidad Veracruzana,

Av. Xalapa Esq. Avila Camacho s/n,
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Resumen. La caracterización por medio del operador proyector ortogonal u
oblicuo de los estimadores de los coeficientes de regresión y de la varianza en el
modelo lineal general es conocida y usada para el estudio de la inferencia en este
contexto; sin embargo, se carece de estudios de este tipo en el caso del modelo lineal
general mixto. En este trabajo se presenta la caracterización del mejor predictor
lineal insesgado (BLUP) de un efecto mixto, aśı como el de un efecto aleatorio,
involucrados en los modelos de Análisis de Varianza (ANOVA) de efectos aleatorios
de un criterio de clasificación; es decir, se hace un estudio del modelo ANOVA en
el contexto del modelo lineal general mixto (MLGM). Esta caracterización se lle-
va a cabo en términos de los operadores proyector definidos sobre los subespacios
generados por las matrices de diseño que intervienen en el modelo de ANOVA de
un criterio de clasificación de efectos aleatorios; se considera sólo el caso balancea-
do. La forma explicita del BLUP de los efectos aleatorios es obtenida a partir de
la aplicación de resultados de la teoŕıa de predicción, pero en este caso se logra
caracterizar al BLUP del efecto aleatorio en términos de los operadores proyector
definidos sobre los subespacios generados por las matrices de diseño. Está caracte-
rización permite ver al efecto aleatorio como una resta de dos operadores proyector,
cada uno de éstos definido en cada espacio generado por las matrices de diseño que
intervienen en el modelo ANOVA bajo estudio.

Abstract. The characterization of the estimates of the regression coefficients
and variance in the general linear model using the projector operator, orthogonal
or oblique is known and used for the study of inference in this context, however,
there are no studies of this type in the case of general linear mixed model (GLMM ).
In this paper it is presented the characterization of best linear unbiased predictor
(BLUP) of a mixed effect as well as a random effect involved in the analysis of
variance (ANOVA) models of random effects of One-way classification, i.e. , we
study the ANOVA model in the context of GLMM. This characterization is made
in terms of projector operators defined on subspaces generated by the design ma-
trices involved in the ANOVA model of one-way classification of random effects,



it is considered only the balanced case. The explicit form of the BLUP of random
effects is obtained from the application of results of the theory of prediction, but
in this case is achieved by characterizing the BLUP of the random effect in terms
of projector operators defined on subspaces generated by the matrices design. This
characterization allows to see the random effect as a subtraction of two projector
operators, each of these defined in each space generated by the design matrices in-
volved in the ANOVA model under study.

Palabras clave: Analysis of variance and covariance, Orthogonal matrices, Pre-
diction theory.

1. Introducción

La teoŕıa de espacios vectoriales de dimensión finita proporciona un marco para
trabajar conceptos de inferencia en el modelo lineal general (MLG). Conceptos como
subespacio columna, operador proyector ortogonal u oblicuo, matriz inversa genera-
lizada, entre otros, juegan un papel de suma importancia en el estudio del MLG. La
caracterización de los estimadores de los coeficientes de regresión β y de la varianza
σ2 en el MLG por medio del operador proyector, ortogonal PX = X (XtX)−Xt

u oblicuo PXV = X
(
XtV−1X

)−
XtV−1, permite una mejor comprensión de las

propiedades, ya que está basada en los principios del operador proyector y del su-
bespacio generado por las columnas de las matrices involucradas. En el criterio de
mı́nimos cuadrados para definir el mejor ajuste, el estimador de mı́nimos cuadrados
ordinarios del vector de coeficientes en el MLG se puede expresar en términos del
operador proyector ortogonal PX sobre el espacio S (X); aśı mismo el estimador
de mı́nimos cuadrados generalizados se puede expresar en términos del operador
proyector oblicuo PXV. Para una revisión de la aplicación del operador proyector
en modelos lineales ver Christensen [3]. Kala y Pordzik [9] presentan propiedades de
operadores lineales y su relación con el Mejor Estimador Lineal Insesgado (BLUE ).
Peng y Zhang [12] presentan algunas propiedades del operador oblicuo. Para un
estudio del operador oblicuo y de sus propiedades ver Takane and Yanai [15].

La metodoloǵıa del análisis de varianza es muy utilizada por su simplicidad
computacional y por su sencillez para la estimación de parámetros en modelos que
tienen efectos fijos, aleatorios o mixtos. Esta flexibilidad lo hace apropiado para una
gran variedad de diseños, que incluyen diseños anidados y diseños de medidas repe-
tidas. Existe una gran variedad de literatura relacionada con la teoŕıa y aplicaciones
del análisis de varianza, ver por ejemplo Hocking [7], Christensen [2], Toutenburg
[16], Sahai and Ojeda [14], Casella [1], Rencher y Schaalje [13]. En un trabajo mo-
nográfico muy amplio, Sahai y Ojeda [14], hacen una revisión de los modelos de
efectos: fijos, aleatorios, mixtos, y de los modelos de componentes de la varianza.
Consideran el problema de la estimación puntual de los componentes de la varianza,
llevando a cabo un análisis de varios métodos clásicos de estimación puntual. Lo
anterior lo llevan a cabo considerando modelos de un y dos criterios de clasificación.
Velasco y Ojeda [17] presentan la caracterización del modelo de ANOVA de un y
dos criterios de clasificación como casos particulares del MLGM.

El MLGM está dado por Y = Xβ+Zu+e. ver Muller y Stewart [11], Jiang [8],



West, Wech y Galecki [20]. En el MLGM además de los efectos fijos y aleatorios,
están involucrados los efectos mixtos, Velasco y Ojeda [18] presentan la caracteriza-
ción del BLUP del efecto mixto Xβ + Zu en términos de los operadores projector
PXV y PZ definidos sobre los subespacios S (X) y S (Z), respectivamente. En el
contexto de la teoŕıa de estimación en áreas pequeñas Velasco y Ojeda [19] desarro-
llan la caracterización del BLUP de la media poblacional µj de la j−ésima área
pequeña basados en el enfoque del MLGM.

Aunque en la literatura se conocen suficientes resultados acerca de la teoŕıa
del Álgebra Lineal relacionada con la teoŕıa de estimación y prueba de hipótesis
en el MLG, en particular en la caracterización de los parámetros en términos del
operador proyector ortogonal u oblicuo, no existen resultados que caractericen al
BLUP de los efectos aleatorios involucrados en el modelo ANOVA, en el contexto
del MLGM, en términos de los operadores proyector. En este trabajo se presenta la
caracterización del BLUP de un efecto aleatorio involucrado en el modelo ANOVA
de un criterio de clasificación de efectos aleatorios, considerado el modelo ANOVA de
un criterio de clasificación como un caso particular del MLGM. Tal caracterización
se da en términos de los operadores proyector ortogonal y oblicuo definidos sobre los
subespacios generados por las matrices de diseño involucradas en el modelo ANOVA
de un criterio de clasificación de efectos aleatorios. Se considera el caso balanceado.

En la sección 2 se presenta el modelo de ANOVA de un criterio de clasificación de
efectos aleatorios, en la sección 3 se presenta la caracterización del BLUP del efecto
mixto Xβ + Zu y del BLUP del efecto aleatorio Zu en términos de los operadores
proyector PZ y PXV, en la sección 4 se presenta la caracterización del modelo
ANOVA de un criterio de clasificación de efectos aleatorios como caso particular
del MLGM, finalmente en la sección 5, contribución de este trabajo, se desarrolla la
caracterización del BLUP del efecto aleatorio αj involucrado en el modelo ANOVA
de efectos aleatorios de un criterio de clasificación en términos de los operadores
proyector, considerando el caso balanceado.

2. Modelo de un criterio de clasificación

Considérese que en un experimento se desea comparar a niveles de un factor A,
la respuesta Y que se observa en cada uno de los a niveles del factor es una variable
aleatoria. Estas observaciones pueden describirse mediante el modelo estad́ıstico

Yij = µ + αj + eij ,
i = 1, ..., nj ; j = 1, ..., a,

(1)

donde Yij denota la i-ésima observación del j-ésimo nivel del factor, µ denota la me-
dia general de todos los niveles del factor, αj es el efecto del j-ésimo nivel del factor
A, y eij es el error aleatorio correspondiente a la i-ésima observación del j-ésimo
nivel del factor A, con los supuestos E (eij) = 0, V ar (eij) = σ2

e , y Cov (eij , elk) = 0
para (i, j) 6= (l, k). Un experimento con estas caracteŕısticas se denomina de un
criterio de clasificación, ya que en este se estudia la variabilidad de la variable res-
puesta respecto a un sólo factor, y el modelo se denomina modelo ANOVA de un
criterio de clasificación. En este tipo de estudio el interés es probar hipótesis acerca
de los efectos de los niveles del factor, aśı como obtener estimaciones de tales efectos.



El diseño estad́ıstico permite planear las condiciones en que se desarrollará un
experimento, de manera que los datos puedan analizarse mediante un modelo es-
tad́ıstico particular. En este sentido es necesario determinar la cobertura que ten-
drán las inferencias y conclusiones que se obtengan a partir de dicho análisis. Por
esta razón es importante hacer una breve revisión de la forma como se determinan
los niveles de los factores que serán incluidos en el diseño experimental. En el mo-
delo dado por (1) pueden presentarse dos casos relacionadas con los a niveles del
factor A. En el primer caso el interés del experimentador es hacer inferencias acerca
de los efectos de únicamente los a niveles bajo estudio. En este caso el modelo (1)
se conoce como modelo de efectos fijos. El otro caso es cuando el experimentador
desea realizar inferencias acerca de la población de niveles del factor A y los a ni-
veles bajo estudio representan una muestra de esta gran población. En este caso el
modelo (1) se conoce como modelo de efectos aleatorios. Para definir si los efectos
son fijos o aleatorios, se debe de tener presente si los objetivos de la investigación
se aplican únicamente a los a niveles del factor incluidos en el experimento, en tal
caso se consideran fijos. Ahora, si el objetivo está enfocado a la población de los
niveles del factor, estos niveles se consideran aleatorios. A continuación se describe
con mayor detalle estas dos situaciones.

2.1. Modelo con efectos fijos

En este caso el experimentador realiza una selección especifica de los a niveles
de interés ya que estos son los únicos para los cuales se desea hacer inferencia acerca
de su efecto. Para este caso las conclusiones obtenidas únicamente serán para estos
a niveles considerados en el estudio.

Sea un experimento de un criterio de clasificación en el que se tienen a niveles
del factor A y nj observaciones por nivel, denótese por Yij la i-ésima observación
tomada en el j-ésimo nivel del factor A. Cada una de las observaciones pueden
describirse mediante el modelo lineal

Yij = µj + eij ,
i = 1, ..., nj , j = 1, ..., a (2)

donde µj denota la media del j-ésimo nivel del factor A. Este modelo también se
puede describir por medio de:

Yij = µ + αj + eij ,
i = 1, ..., nj , j = 1, ..., a (3)

donde µ denota la media general, αj es el efecto del j-ésimo nivel del factor A y eij es
el error aleatorio, con los supuestos E (eij) = 0, V ar (eij) = σ2

e , y Cov (eij , elk) = 0
para (i, j) 6= (l, k).

Bajo los supuestos del modelo dado por (3), la varianza de la variable respuesta
Yij , está dada por

V ar(Yij) = σ2
e . (4)



Basados en el modelo dado por la ecuación (2), el interés es probar la igualdad
de las a medias de los a niveles del factor A. La hipótesis está dada por

H0 : µ1 = . . . = µa

vs
H1 : µl 6= µk para al menos un par (l, k) .

(5)

Mientras que bajo el modelo dado por la ecuación (3), el interés es probar la igualdad
de los a efectos de los a niveles del factor A. La hipótesis está dada por

H0 : α1 = . . . = αa = 0
vs

H1 : αl 6= 0 para al menos un l.
(6)

En el caso del modelo de efectos fijos, de la teoŕıa de estimación en el modelo
ANOVA de un criterio de clasificación, la estimación de αj está dada por medio de

Y j − Y , (7)

donde

Y j =
nj∑
i=1

Yij y Y =
a∑

j=1

Y j , (8)

ver McCulloch y Searle [10].

2.2. Modelo con efectos aleatorios

Si el factor A tiene un gran número de niveles, que provienen de una gran
población de niveles, y el interés es realizar inferencias acerca de la población de
niveles, lo que hace el investigador es seleccionar en forma aleatoria a de esta gran
población de niveles del factor. En este caso el interés no son los a niveles que se
eligieron, sino la población completa de los niveles del factor A. En este caso el
factor se denomina aleatorio. El modelo que describe esta situación está dado por

Yij = µ + αj + eij ,
i = 1, ..., nj , j = 1, ..., a,

αj ∼ N
(
0, σ2

α

)
y eij ∼ N

(
0, σ2

e

)
,

(9)

en este caso tanto αj y eij se consideran variables aleatorias, independientes.
Bajo los supuestos del modelo dado por (9), la varianza de la variable respuesta

Yij , está dada por
V ar(Yij) = σ2

α + σ2
e (10)

El interés está en la existencia de variabilidad entre los niveles del factor A, es
decir, si σ2

α > 0, el caso de que σ2
α = 0 implica que no existe variabilidad entre los

niveles del factor A. De lo anterior la hipótesis de interés está dada por

H0 : σ2
α = 0

vs
H1 : σ2

α > 0.
(11)



De la teoŕıa de predicción en el modelo ANOVA se tiene que el BLUP de αj

está dado por
σ2

α

σ2
α + σ2

e/nj

(
Y j − Y

)
, (12)

ver McCulloch y Searle [10].

3. Caracterización del BLUP del efecto Xβ + Zu

En esta sección se presenta la caracterización del BLUP del efecto mixto Xβ+Zu
en términos de los operadores proyector definidos sobre los subespacios generados
por las matrices de diseño X y Z. En el apartado 3.1 se presenta en forma breve el
MLGM, en el apartado 3.2 se presenta la caracterización del BLUP considerando
el caso balanceado.

3.1. Modelo lineal general mixto

El MLGM está dado por medio de:

Y = Xγ + Zu + e,
E (e) = 0, V ar (e) = R,

E (u) = 0, V ar (u) = G y Cov
(
e,ut

)
= 0,

(13)

donde Y es un vector perteneciente a Rm, X es una matriz conocida de orden m×p,
γ es un vector perteneciente a Rp, Z es una matriz conocida de orden m × k, y e
y u están distribuidos independientemente con media cero y matriz de varianza y
covarianza R y G respectivamente, tales matrices dependen de parámetros desco-
nocidos llamados los componentes de la varianza, los cuales serán denotados por
σ.

Bajo los supuestos del MLGM se tiene

E (Y) = Xγ
y

V = V ar (Y) = ZGZt + R.

El MLGM se divide en dos partes; la parte fija, Xγ, y la parte aleatoria, Zu+e.
La parte fija está compuesta por los coeficientes de regresión los cuales forman
el parámetro γ, mientras que la parte aleatoria está compuesta por los efectos
aleatorios u. Los estimadores para efectos aleatorios son conocidos como predictores.
Predictor es un término usado para distinguirlo de estimador, ya que éste último
se usa para los coeficientes de la parte fija, mientras que predictor es para efectos
aleatorios. La predicción de efectos aleatorios tiene una larga historia la cual data
desde los primeros trabajos de Henderson sobre genética animal (Henderson [5]).

Henderson et al. [6], desarrollan un conjunto de ecuaciones que simultáneamente
proporcionan el mejor estimador lineal insesgado de Xγ y el mejor predictor lineal
insesgado de u. Éstas son conocidas como las ecuaciones del modelo mixto. Para



obtener estimaciones de γ y u, el método estándar es resolver las ecuaciones del
modelo mixto (Henderson [5]). Las estimaciones pueden ser escritas como:

∧
γ=

(
XtV−1X

)−1
XtV−1Y,

∧
u= GZtV−1

(
Y −X

∧
γ
)

.
(14)

Además de la estimación del parámetro γ y de la predicción de u, es necesaria
la estimación de combinaciones lineales de éstos, es decir, funciones de la forma
ktγ + mtu, para vectores espećıficos de constantes k y m, estas funciones se deno-
minan efectos mixtos ya que son combinaciones de efectos fijos y efectos aleatorios.
Henderson [4] obtiene el BLUP del efecto mixto ktγ+mtu bajo el MLGM, el BLUP
de este efecto mixto está dado por medio de:

kt ∧γ +mt ∧u, (15)

donde
∧
γ y

∧
u están dados por (14).

En adelante se considera el modelo dado por:

Y = Xγ + Zu + e,

u ∼ N
(
0, σ2

uIq

)
, e ∼ N

(
0, σ2

eIm

)
, (16)

Cov
(
e,ut

)
= 0,

donde Y ∈ Rm, X es una matriz conocida de orden m× p, γ ∈ Rp es un vector de
efectos fijos, Z es una matriz conocida de orden m× q, y u es un vector de efectos
aleatorios. En este caso la matriz de varianzas y covarianzas de Y está dada por

V = V ar (Y) = σ2
uZZt + σ2

eIm.

3.2. Efecto mixto

El siguiente resultado presenta la condición que debe de cumplir la matriz de
diseño Z para que la matriz de varianzas y covarianzas V se exprese en términos
del operador proyector ortogonal PZ y de su complemento ortogonal QZ.

Teorema 3.1 Bajo el modelo (16), si se cumple ZZt = dPZ, d ∈ R, entonces
la matriz de varianzas y covarianzas de Y se expresa en términos del operador
proyector ortogonal PZ y de su complemento ortogonal QZ por:

V =
(
dσ2

u + σ2
e

)
PZ + σ2

eQZ.

Demostración. Ver Velasco y Ojeda [19]

El siguiente resultado presenta la caracterización de la matriz inversa V−1 de
la matriz de varianzas y covarianzas en términos del operador proyector ortogonal
PZ y de su complemento ortogonal QZ.



Teorema 3.2 Bajo el modelo (16), si se cumple ZZt = dPZ, d ∈ R, entonces la
inversa V−1 de la matriz de varianzas y covarianzas de Y se expresa en términos
del operador proyector ortogonal PZ y de su complemento ortogonal QZ por:

V−1 =
PZ

(dσ2
u + σ2

e)
+

QZ

σ2
e

.

Demostración. Ver Velasco y Ojeda [19]

El siguiente resultado presenta la caracterización del BLUP del efecto mixto
Xβ + Zu en términos de los proyectores mencionados.

Teorema 3.3 Bajo el modelo (16), si se cumple ZZt = dPZ, d ∈ R, entonces el
BLUP del efecto mixto Xβ + Zu se expresa en términos de los operadores PXV y
PZ por:

PXVY + cPZ (I−PXV)Y,

donde c = dσ2
u/

(
dσ2

u + σ2
e

)
.

Demostración. Ver Velasco y Ojeda [19]

Corolario 3.4 Bajo el modelo (16), si se cumple ZZt = dPZ, d ∈ R, entonces el
BLUP del efecto aleatorio Zu se expresa en términos de PXV y PZ por:

cPZ (I−PXV)Y,

donde c = dσ2
u/

(
dσ2

u + σ2
e

)
.

4. Modelo de ANOVA en el contexto del MLGM

En está sección se lleva a cabo la caracterización del modelo de ANOVA de un
criterio de clasificación como caso particular del MLGM.

Sea un experimento de un criterio de clasificación en el que se tienen 4 niveles
del factor A, y 3 observaciones por nivel. Desarrollando el modelo (9), se tiene

y11

y21

y31

y12

y22

y32

y13

y23

y33

y14

y24

y34



=



1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1



µ +



1 0 0 0
1 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 1
0 0 0 1




α1

α2

α3

α4

 +



e11

e21

e31

e12

e22

e32

e13

e23

e33

e14

e24

e34



(17)

En términos del producto de Kronecker (17), se expresa por medio de

y = 112µ + (I4 ⊗ 13)α + e



o en la forma
y = (14 ⊗ 13)µ + (I4 ⊗ 13)α + e

En general para un experimento de un criterio de clasificación en el que se tienen a
niveles del factor A, y n observaciones por nivel, el modelo está dado por:

y = (1a ⊗ 1n) µ + (Ia ⊗ 1n) α + e. (18)

Considerando los efectos αj como aleatorios, tomando

X = 1a ⊗ 1n

y
Z = Ia ⊗ 1n,

el modelo dado por (18), se puede escribir como

Y = Xγ + Zu + e

donde γ = µ y u = (α1, α2, . . . , αa)t.

Teorema 4.1 El modelo ANOVA de un criterio de clasificación de efectos aleato-
rios (9) cumple la condición ZZt = dPZ, d ∈ R.

Demostración. El modelo para la i-ésima observación del j-ésimo nivel, en el
caso balanceado, está dado por:

Yij = µ + αj + eij , i = 1, ..., n, j = 1, ..., a, (19)

donde µ es un parámetro fijo; αj es el efecto aleatorio; αj y eij son independientes,
con αj ∼ N

(
0, σ2

α

)
y eij ∼ N

(
0, σ2

e

)
. El modelo para el j-ésimo nivel tiene la forma:

Yj = 1nµ + 1nαj + ej , j = 1, ..., a, (20)

tomando γ = µ, X = 1a ⊗ 1n, Z = Ia ⊗ 1n y u = (α1, ..., , αa)t, el modelo (20) es
de la forma Y = Xγ + Zu + e. En este caso se tiene:

ZZt = (Ia ⊗ 1n) (Ia ⊗ 1n)t = (Ia ⊗ 1n)
(
It
a ⊗ 1t

n

)
=

(
IaIt

a ⊗ 1n1t
n

)
=

(
Ia ⊗ 1n1t

n

)
.

Aśı:

PZ = Z
(
ZtZ

)−1
Zt

= (Ia ⊗ 1n)
[
(Ia ⊗ 1n)t (Ia ⊗ 1n)

]−
(Ia ⊗ 1n)t

= (Ia ⊗ 1n)
[(

It
a ⊗ 1t

n

)
(Ia ⊗ 1n)

]− (Ia ⊗ 1n)t

= (Ia ⊗ 1n)
[(

It
aIa ⊗ 1t

n1n

)]− (Ia ⊗ 1n)t

= (Ia ⊗ 1n) [(Ia ⊗ 1/n)] (Ia ⊗ 1n)t = (Ia ⊗ 1n/n) (Ia ⊗ 1n)t

= Ia ⊗
1n1t

n

n
=

1
n

(
Ia ⊗ 1n1t

n

)
=

1
n
ZZt



En el modelo ANOVA considerado, el efecto fijo está dado por γ = µ, el efecto
aleatorio por u = (α1, α2, . . . , αa)t, por lo que un efecto mixto está dado por

Xγ + Zu = (1a ⊗ 1n) µ + (Ia ⊗ 1n) (α1, α2, . . . , αa)t
. (21)

5. Caracterización del BLUP en ANOVA

En esta sección se lleva a cabo la caracterización del BLUP del efecto mixto
involucrado en el modelo ANOVA de un criterio de clasificación de efectos aleatorios,
dado por (9), considerando el caso balanceado.

Para obtener la caracterización del BLUP del efecto mixto Xγ + Zu bajo el
modelo (9), son necesarios los siguientes resultados:

Lema 5.1 Para el modelo ANOVA de un criterio de clasificación de efectos alea-
torios (9), considerando el caso balanceado, el operador proyector oblicuo está dado
por:

PXV =
1an1t

an

an
. (22)

Demostración. Bajo el modelo

Yij = µ + αj + eij , i = 1, ..., n, j = 1, ..., a, (23)

con αj ∼ N
(
0, σ2

α

)
y eij ∼ N

(
0, σ2

e

)
, se tiene Z = Ia ⊗ 1n, de lo cual se cumple

PZ =
ZZt

n
=

Ia ⊗ 1n1t
n

n
. (24)

Del teorema 3.2, la matriz V−1 está dada por:

V−1 =
Ia ⊗ 1n1t

n

n (nσ2
α + σ2

e)
+

nIan − (Ia ⊗ 1n1t
n)

nσ2
e

(25)

en este caso X = 1a ⊗ 1n = 1an, aśı de (25)

XtV−1 = 1t
an

[
Ia ⊗ 1n1t

n

n (nσ2
α + σ2

e)
+

nIan − (Ia ⊗ 1n1t
n)

nσ2
e

]
= 1t

an

Ia ⊗ 1n1t
n

n (nσ2
α + σ2

e)
+ 1t

an

nIan − (In ⊗ 1n1t
n)

nσ2
e

,

desarrollando cada uno de los términos involucrados en XtV−1

1t
an

Ia ⊗ 1n1t
n

n (nσ2
α + σ2

e)
=

n1t
an

n (nσ2
α + σ2

e)
=

1t
an

nσ2
α + σ2

e

(26)

y

1t
an

nIan − (In ⊗ 1n1t
n)

nσ2
e

= 1t
an

nIan

nσ2
e

− 1t
an

Ia ⊗ 1n1t
n

nσ2
e

= 0 (27)



Aśı de (26) y (27), se tiene

XtV−1 =
1t

an

nσ2
α + σ2

e

(28)

Considerando (28), el producto XtV−1X está dado por:

XtV−1X =
1t

an1an

nσ2
α + σ2

e

=
an

nσ2
α + σ2

e

y su g-inversa por: (
XtV−1X

)−
=

nσ2
α + σ2

e

an
. (29)

De (28) y (29), se tiene(
XtV−1X

)−
XtV−1 =

nσ2
α + σ2

e

an

1t
an

nσ2
α + σ2

e

=
1t

an

an
(30)

Por lo que el operador proyector oblicuo PXV, bajo el modelo ANOVA de un criterio
de clasificación de efectos aleatorios (9), considerando el caso balanceado, está dado
por:

PXV =
1an1t

an

an

Lema 5.2 Bajo el modelo ANOVA de un criterio de clasificación de efectos alea-
torios (9), considerando el caso balanceado, se cumple PZPXV = PXV.

Demostración. De (22) y (24), se tiene

PZPXV =
(Ia ⊗ 1n1t

n)
n

1an1t
an

an
=

n1an1t
an

nan
= PXV

El siguiente resultado presenta la caracterización del BLUP del efecto mixto
Xβ+Zu para el modelo ANOVA de un criterio de clasificación de efectos aleatorios
(9), considerando el caso balanceado.

Teorema 5.3 El BLUP del efecto mixto Xβ + Zu bajo el modelo ANOVA de un
criterio de clasificación de efectos aleatorios (9), considerando el caso balanceado,
está dado por

(1− c)
1an1t

an

an
Y + c

(Ia ⊗ 1n1t
n)

n
Y,

donde c = nσ2
α/

(
nσ2

α + σ2
e

)
.

Demostración. Por el teorema 3.3, la caracterización del BLUP del efecto
mixto Xβ + Zu, en el contexto del MLGM, está dada por

PXVY + cPZ (I−PXV)Y,

donde c = nσ2
u/

(
nσ2

u + σ2
e

)
. Aśı por los lemas 5.1 y 5.2, se tiene

BLUP (Xβ + Zu) = PXVY + cPZY − cPZPXVY

= PXVY + cPZY − cPXVY

= (1− c)PXV + cPZY

= (1− c)
1an1t

an

an
Y + c

(Ia ⊗ 1n1t
n)

n
Y



donde c = nσ2
α/

(
nσ2

α + σ2
e

)
El siguiente resultado presenta la caracterización del BLUP del efecto aleatorio

α para el modelo ANOVA de un criterio de clasificación de efectos aleatorios (9),
considerando el caso balanceado.

Teorema 5.4 El BLUP del efecto aleatorio α bajo el modelo ANOVA de un criterio
de clasificación con efectos aleatorios (18), está dado por

c
[
1an ⊗

(
Y j − Y

)]
,

donde c = nσ2
α/

(
nσ2

α + σ2
e

)
.

Demostración. Por el corolario 3.4, la caracterización del BLUP del efecto
aleatorio α, en el contexto del MLGM, está dada por

cPZ (I−PXV)Y,

donde c = nσ2
u/

(
nσ2

u + σ2
e

)
. aśı por los lemas 5.1 y 5.2, se tiene

BLUP (α) = cPZY − cPZPXVY

= cPZY − cPXVY

= c

[
Ia ⊗ 1n1t

n

n

]
Y − c

[
1an1t

an

an

]
Y

= c
[
1an ⊗ Y j

]
− c

[
1an ⊗ Y

]
= c

[
1an ⊗

(
Y j − Y

)]
donde c = nσ2

α/
(
nσ2

α + σ2
e

)
Por último, el siguiente resultado presenta la caracterización del BLUP del efec-

to aleatorio αj para el modelo ANOVA de un criterio de clasificación de efectos
aleatorios (9), considerando el caso balanceado.

Teorema 5.5 El BLUP del efecto aleatorio αj bajo el modelo ANOVA de un cri-
terio de clasificación de efectos aleatorios (9), considerando el caso balanceado,
está dado por

c
(
Y j − Y

)
donde c = nσ2

α/
(
nσ2

α + σ2
e

)
.

Demostración. Por el teorema 5.4, la caracterización del BLUP del efecto
aleatorio α, en el contexto del MLGM, está dada por

c
[
1an ⊗

(
Y j − Y

)]
. (31)

La relación existente entre αj y α está dada por

αj =
1∗j
n

α, (32)

donde 1∗j es un vector en Ran de 0’s con un 1 en las posiciones correspondientes a
las observaciones del j-ésimo nivel. De (31) y (32) se tiene

BLUP(αj) = c
(
Y j − Y

)
(33)



6. Conclusiones

En este trabajo se caracterizó al modelo ANOVA de un criterio de clasificación
como caso particular del MLGM. Se probo que el modelo ANOVA de un criterio
de clasificación cumple la condición nPZ = ZZ, por lo cual se puede aplicar la
teoŕıa de la caracterización del BLUP de efectos mixtos Xβ + Zu en términos
de los operadores proyector ortogonal y oblicuo definidos sobre las matrices de
diseño involucradas en el modelo ANOVA de un criterio de clasificación. Además
se caracterizó al BLUP de αj en términos de los operadores proyector ortogonal y
oblicuo.

La forma explicita del BLUP de αj obtenida es la ya dada por la teoŕıa de
predicción, pero en este caso se logra caracterizar al BLUP del efecto aleatorio αj

en términos de los operadores proyector PXV y PZ definidos sobre los subespacios
S(X) y S(Z) generados por las matrices de diseño X y Z, respectivamente. Se espera
que esta caracterización ayude a comprender las propiedades de la predicción, tal
como sucede con la caracterización de los parámetros β y σ en la teoŕıa de estimación
en el MLG.
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[18] Velasco, L. F. y Ojeda, R. M. M., Caracterización del BLUP de la media po-
blacional en el modelo lineal general mixto, Memorias de la XXIV Foro Nacional
de Estad́ıstica (INEGI: México), 81-87, 2010 b.
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