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Tema 2.- Formas Cuadraticas.

Definicion y representacién matricial.
Clasificacién de las formas cuadraticas.
Reduccién a suma de cuadrados: método de Lagrange.

En el Tema 1, al estudiar las conicas y las cuddricas, hemos descrito y considerado ejemplos referentes a
cémo completar cuadrados en un polinomio de segundo grado sin términos cruzados. Veremos en esta leccion
que este mismo procedimiento (completar cuadrados) puede usarse en un polinomio homogéneo de segundo
grado en varias variables, que se denomina una forma cuadrética. Las formas cuadraticas surgen en estadistica,
mecanica y en otros problemas de la fisica. Aparecen, ademds, al estudiar los maximos y los minimos de las
funciones de varias variables, como se verd en la asignatura de Calculo.

1. Definicion y representacién matricial.

Un polinomio homogéneo de segundo grado en varias variables, es decir un polinomio de segundo grado
en el que todos los términos son de segundo grado, se suele denominar forma cuadratica. En dos variables
(z,y) tendremos

flx,y) = a11@? + 2a122y + azny?
y en tres variables
g(z,y, z) = a11x2 + a22y2 + a33z2 + 2a122y + 2a1372 + 2a23y2.

En el caso genérico de n variables, (z1,za,...,2,), la forma cuadratica adopta la expresién
Q(z1,xa,...,xy) = allz%+a22x§+~~+annxi
+ 2a127172 + 20137173 + - - + 201, X170y + 2023T273 + 2024T2T4 + - -
+ 2a2n$2xn + -+ 2an—2,n—1$n—2$n—1 + 2an—2,n-rn—2xn + 2an—1,n-rn—1xn

n n
2
g akkTy, + g 20575
k=1

ij=1
1<

Noétese que puesto que hemos escrito los coeficientes de los términos cruzados como 2a;;, la forma cuadrética
que es una funcién (real de varias variables) @ : R® — R puede expresarse a través de una matriz simétrica
A = [a;;] (una matriz cuadrada se dice simétrica cuando todos sus elementos verifican a;; = a;;, es decir, cuando
A coincide con su traspuesta, AT = A):

ail a2 -t QAin T
a2 Q22 -+ A2p x2
_ _ TA
Q(z1,z2,...,xp) = [X1 T2 ... Tp] . . ) . . =x" Ax
aln a2n Ann Tn

siendo x el vector columna de las variables.
En particular, en el caso de dos variables, tendremos

a a | X
Q(z,y) = a117% + 2a123Y + azny® = [z1 x2] [ 2 [ ! } =x" Ax,
a2 a2

y en el de tres variables

ai1r a2 ais Z1
T
Q(:L‘, Y, Z) = [Il To :L'g] a12 a9 a3 X9 =X AX.
a13 @23 Aass €T3



El estudio de las formas cuadraticas lo completaremos en el Tema 12 donde, aprovechando propiedades de
las matrices simétricas, reduciremos a suma de cuadrados por un proceso alternativo al que describiremos en
este tema.

2. Clasificacion de las formas cuadraticas.

Definicién. Se dice que la forma cuadritica Q : * € R” — @Q = 27 Az € R (y que la matriz simétrica A) es
(1) definida positiva si Q(z) = 27 Az > 0, Vo # 0,z € R™.

(2) definida negativa si Q(z) = 7 Az < 0, Vo # 0,2 € R™.

(3) indefinida si existen vectores en R™ para los que ) es positiva y otros para los que es negativa, es decir,
Jv; € R™ y Juy € R™ tales que

Q(v1) = vlTAvl >0 v Que)= UQTAUQ < 0.

(4) semidefinida positiva si Q(z) = 27 Ax > 0, Vo € R".
(5) semidefinida negativa si Q(z) = 27 Az <0, Vo € R™.

Nota. Con las definiciones dadas los casos de formas cuadraticas semidefinidas (positiva o negativa) incluyen a los
casos de formas cuadréticas definidas (positiva o negativa). Para considerar situaciones disjuntas, en la definicién de
forma cuadrética semidefinida suele anadirse que se cumpla Q(v) = 0 para algin vector v # 0. En caso de no existir tal
vector v, siendo semidefinida (positiva o negativa) serd definida (positiva o negativa). En lo que sigue consideramos la
definicién dada més arriba con objeto de simplificar los enunciados.

En el caso general de varias variables, el siguiente resultado nos da la clasificacién pero sélo sirve para formas
cuadréticas sin términos mixtos. Necesitaremos, por tanto, un método sistemdtico que nos permita escribir
cualquier forma cuadritica como suma de cuadrados. Veremos un método (el de Lagrange) en la siguiente
seccién que permite eliminar los términos mixtos y conseguir lo que se llama una forma cancénica de la forma
cuadratica.

Teorema de clasificacién de formas cuadraticas.
Sea Q : R® — R la forma cuadritica Q(z) = a1 22 + ag 2 + - - - + a,, 2. Se verifica:
1 2 n

(1) Q es definida positiva <= todos los coeficientes a, - - -, o, son (estrictamente) positivos,

a; > 0,a2 >0,---,a, > 0.
(2) Q es definida negativa <= todos los coeficientes a1, - - -, a;, son (estrictamente) negativos,
a1 < 0,a9 <0, ,ap <0.
(3) @ es indefinida <= hay algin coeficiente o; > 0 y algun coeficiente o; < 0, es decir,
di, 5 tales que a; >0, o <0.
(4) @ es semidefinida positiva si no hay ningin coeficiente negativo,

CYlZO,CYQZO,"',CYnZO.

(5) Q es semidefinida negativa si no hay ningtin coeficiente positivo,

O[lS0,0[QSO,"',O[nSO.



3. Reduccion a suma de cuadrados: método de Lagrange.

En esta seccién mostramos un método sencillo que permite escribir cualquier forma cuadratica como suma de
cuadrados, es decir, sin términos mixtos. Este método, denominado de Lagrange, se basa en dos ideas sencillas:
completar cuadrados y, a veces, que suma por diferencia es iqual a diferencia de cuadrados. Aprenderemos a
usar el método con los siete ejemplos que aparecen a continuacién y, sélo al final, describiremos el método en
forma general.

Los siguientes ejemplos ilustran el método de Lagrange, que nos permite llevar cualquier forma cuadrética
a una suma de cuadrados (una forma candnica). Obviamente el cardcter de la forma cuadrética no cambia con
las operaciones usadas en el método de Lagrange, lo cual permite clasificar la forma cuadratica utilizando el
teorema de clasificacion de formas cuadrdticas enunciado en la seccién anterior.

Ejemplo 1.
Consideremos la forma cuadritica en R?

Ql(x):zTA.T: [ 1 X2 } |: 3}2 3_/12 :| |: ;; :| :I§+3I11‘271‘§.

Al aparecer los términos 2 y 2172 podemos completar cuadrados en la primera variable

2 2
3 9 3 13
Q1(x) = (xl + 5,7:2) — ng — 1zl = (xl + 5902) — Zw%

Finalmente, mediante el cambio y; = x1 + %xg, Yo = o llegamos a

13 ,

Qi(z) = ?J% - ZyQ-

Por tanto, la forma cuadratica es indefinida puesto que

13
Qi =1Ly2=0)=Qi(r1 =1L,x2=0)=1 y Qiy1=0,p2=1)= 1

Pero, la anterior no es la tinica forma de proceder. Puesto que también aparecen en @1 los términos 3 y x122,
podemos completar cuadrados en la segunda variable:

Qi(x) = x% + 3zy29 — x% = — (x% — 3351902) + :c%
3 2+9QJr ) 3 2+132
= —|x— -z —xitai=— (22— zx —x
2T g 2T 41
13 13
= —z%—i—zzfzizf—zg,

donde al final hemos hecho el cambio z1 = x1, 20 = 23 — %

UL = Tog — %xl, ug = x1 llegamos a

x1. Notese que si preferimos hacer el cambio

13
Q1(x) = —ui + Zug
Nada nos impide hacer el cambio u; = x3 — %zl, Uy = %xl, y llegar a
Q:1(x) = —vi + 3.

Obsérvese que siempre que reducimos ()1 a una suma de cuadrados aparecen un coeficiente positivo y uno
negativo:

0 -1
o[ 23]t [ ][]

z2

aw = [nowlly P2 ]=tw wls 542
= [ 2 22][13/4 0][21} ]{



Ejemplo 2.
Consideremos la forma cuadritica en R?

4 =2
Qa(z) = 2T Az = [ 21 a2 | { 9 q } { i; ] = da] — dxy39 + 73

Al aparecer los términos 2 y 2172 podemos completar cuadrados en la primera variable:
Qg(m) = (21‘1 — .1‘2)2

y, finalmente, hacemos el cambio y; = 2x1 — x2, Y2 = T2 para obtener

Q2(z) =43

Notese que tomamos, por simplicidad, y2 = 2, pero que podemos elegir yo = ax1+ Gz con o, 8 € R, a+28 # 0
y seguimos obteniendo Qa(x) = 2.
Si preferimos hacer el cambio z1 = x1, 29 = 227 — x2, obtenemos

Ademds, en este caso, si preferimos completar cuadrados en la segunda variable (en vez de en la primera)
llegamos a la misma expresion.

Obsérvese que siempre que reducimos (2 a una suma de cuadrados aparecen un coeficiente positivo y otro
nulo. Esta forma cuadratica es, por tanto, semidefinida positiva.
Ejemplo 3.

Consideremos la forma cuadrética en R?

Q3(.Z‘)=xTA1‘: [ Tr1 o } |: 712 702 :| |: i; :| :m%—4$1$2.

Completamos cuadrados en la primera variable (puesto que aparecen términos en x3 y z173), para finalmente
hacer el cambio y; = x1 — 222, Y2 = x2:

Qs(x) = (21 — 222)* — da§ = yi — 4y3.
Puesto que aparecen un coeficiente positivo y uno negativo, esta forma cuadrética es indefinida.
Ejemplo 4.
Consideremos la forma cuadrética en R?

Q4($)::];TA1‘:[SC1 o ]|:(2) (2):||:i; :| :4$1$2.

En este caso no podemos completar cuadrados ni en la primera ni en la segunda variable (pues no aparecen ni
22 ni 23). Sin embargo si hay término mixto (z172). En esta situacién recurrimos a la idea de introducir una

suma por diferencia, que conseguimos, por ejemplo, mediante el cambio 1 = y; + y2, T2 = y1 — yo:

Qa(w) = 4(y1 + y2)(y1 — y2) = 445 — 4y3.

Hemos conseguido ya una suma de cuadrados.
Obsérvese que siempre que reducimos Q4 a una suma de cuadrados aparecen un coeficiente positivo y uno
negativo. Esta forma cuadratica es, por tanto, indefinida.

Ejemplo 5.
Consideremos la forma cuadrética en R3
3 2 0 T1
Qs(x) = T Az = [ Tr1 To I3 ] 2 2 2 To | = 335% + 23:3 + mg +4xi1x0 + 42273,
0 2 1 I3



Completamos cuadrados en la primera variable puesto que aparecen términos en x3 y x1z2:
2 4 2 2
Qs(x) = 3|z7+ 35122 + 225 + x5 + dxoxs

2
2 4
= 3 (acl + gl‘g) — gxg + 235% + x§ + dxox3

2 \> 2
3 (:L'l + gxg) + gscg + x§ + 4xox3.

A continuacién completamos cuadrados en la segunda variable puesto que aparecen términos en 3 y zox3:
9 2
3lx1+ -z2 ) +
3
9 2
= 3 (.Il + —SCQ> +
3
9 2
= 3 (.Il + §SCQ> +

Finalmente el cambio y; = 1 + %xg, Yo = x2 + 3x3, y3 = w3 nos lleva a

Qs(w)

(z3 + 6x273) + 23

(z2 + 3x3)? — 623 + 23

WINn Wi Wi

(z2 + 3x3)? — 5a3.

2
Qs(z) = 3y7 + §y§ — 5y3.

Obsérvese que siempre que reducimos @5 a una suma de cuadrados aparecen dos coeficientes positivos y uno
negativo. Esta forma cuadratica es, por tanto, indefinida.

Ejemplo 6.
Consideremos la forma cuadréatica en R3
1 2 1 T1
Qe(x) = 2T Ax = [ T1 To I3 ] 2 5 3 Ty | =% + 523+ 2z§ +4dx120 + 20123 + 620273,
1 3 2 I3

Completamos cuadrados en la primera variable puesto que aparecen términos en x%, 129 y o123:

Qo(z) = (z1+2w9 +23)% —4da3 — x5 — daows + 55 + 2235 + 62073
= (21 42z + x3)? + a5 + m% + 2x223.

A continuacién completamos cuadrados en la segunda variable (puesto que aparecen términos en 3 y z2x3):
Qo(2) = (w1 + 222 +x3)” + (22 + 23)" = yT + 43,

donde hemos hecho el cambio y1 = 1 + 222 + x3, Y2 = 22 + T3, Y3 = 3.
Obsérvese que siempre que reducimos Qg a una suma de cuadrados aparecen dos coeficientes positivos y uno
nulo. Esta forma cuadratica es, por tanto, semidefinida positiva.

Ejemplo 7.
Consideremos la forma cuadritica en R*
0 3/2 0 0 1
T 3/2 0 0 0 T2
Q7(x) =z Az = [ 1 T2 X3 T4 ] 0 0 0 5/2 o | = 3x122 + dT314.
0 0 5/2 0 Ty

Puesto que no hay ningiin término al cuadrado, necesitamos recurrir a suma por diferencia. Lo hacemos,
por ejemplo, mediante el cambio:

T1=Y1 +Y2, T2 =Y1 — Y2, T3 =1Y3, T4 = Y4



con lo que
Q7(x) = 3(y1 + y2)(y1 — y2) + 5ysys = 3y7 — 3y3 + Sysya.
Ya tenemos suma de cuadrados en las dos primeras variables. Nuevamente, como no hay ningtin término al

cuadrado en las variables restantes (tercera y cuarta), necesitamos recurrir a suma por diferencia. Lo hacemos,
por ejemplo, mediante el cambio:

Y1 =21, Y2 = 22, Y3 = 23+ 24, Y4 = 23 — 24,
y obtenemos finalmente
Q7(x) = 327 — 325 +5(23 + 24)(23 — 24) = 327 — 325 + 523 — 523

que ya aparece como suma de cuadrados.
Notese que ambos cambios de variables, en este caso sencillo, se podian haber hecho a la vez:

T1 =21+ 22, Ta =21 — 22, T3 = 23+ 24, T4 = 23 — 24,

con lo que habriamos llegado, en un solo paso, al resultado final.
Obsérvese que siempre que reducimos Q7 a una suma de cuadrados aparecen dos coeficientes positivos y dos
negativos (y obviamente ninguno nulo). Esta forma cuadrética es pues indefinida.

Como quedd de manifiesto en los siete ejemplos anteriores, reduciendo de diferentes modos una forma

cuadrética a suma de cuadrados, podemos obtener coeficientes diferentes. Sin embargo tiene lugar el siguiente
hecho importante:
Si una forma cuadrdtica se reduce a suma de cuadrados de dos formas diferentes (es decir, si se obtienen dos
formas candnicas diferentes para dicha forma cuadrdtica), el nimero de coeficientes positivos es el mismo en
ambas expresiones. Y lo mismo ocurre con el numero de coeficientes negativos y con el de nimero de coeficientes
nulos.

Este resultado se conoce como ley de inercia de Sylvester.

Formulacién general del método de Lagrange.

Sea Q(r) = zT Axr una forma cuadrética. El método consistente en ir completando cuadrados haciendo
cambios de variable en los que en cada paso cambia una (o a lo sumo dos) de las variables, suele denominarse
método de Lagrange. Hemos visto con ejemplos este método, que se puede sistematizar como sigue. Hay que
distinguir dos casos:

1. Sipara alguin indice i se tiene a;; # 0, podemos completar cuadrados con todos los términos que contengan
a x; para obtener

Ui
Q(I) = Q44 Z ixj + Ql(xlv oy Li—1, L1,y ,In)

j=1
donde Q' es una nueva forma cuadrdtica con n — 1 variables a la que se le vuelve a aplicar el proceso.
El cambio de variables que se utiliza es

yizza—z’].zj , Yj = x;j para j # 1.

]:1 (3

2. Sia; =0 para todo i elegimos a;; # 0 (si todos fueran cero tendriamos ¥(z) = 0 que ya estd reducida).
En este caso hacemos el cambio de variables

Ti=Yi+Yj, T =Yi —Y; Y Tk =Y para k # 1,7,

y pasamos de nuevo al caso (1), pues ajzix; = aijy; — aijy;.



Un teorema para clasificar formas cuadréaticas de dos variables.

Clasificar una forma cuadrética de dos variables a partir del determinante de la matriz simétrica asociada
es posible usando el siguiente resultado, que se demuestra facilmente completando cuadrados.
Teorema. La forma cuadrética

Q(z,y) = az® + 2bay + cy® = [z Y] [Z ZC)] [ ; ]

es:

a

= definida positiva si, y sélo si, a > 0 y det [ b

b]acb2>0.
c
a

= definida negativa si, y sélo si, a < 0y det [ b

b]acb2>0.
c

a

= indefinida si, y sélo si, det { b

b ] =ac—b% <0.
c

Notemos que si el determinante es nulo la forma cuadratica es semidefinida. Este teorema, que no merece
la pena memorizar, se suele aplicar al estudiar los extremos de funciones de dos variables en la asignatura de
Calculo.
Para demostrar este resultado, separemos los casos en los que a # 0 y los casos en los que a = 0.

Si a # 0, entonces podemos completar cuadrados en x
b b \* (b \?
a a a

2 b b \? b\, b 1 b? 2
4+ 2-zy+ | —y —al—-y) tcy =alz+—-y| +|——+cly
a a a a a

b? : '=z+
= az?+ <——+c>y'2, siendo { x, T QY
a Y =y

2
az? + 2bxy + cy2 = a {xQ + ;bxy] + cy2 =a + cy2

= a

Por tanto, en este caso, la forma cuadrética es:

definida positiva <= a >0, —% +c >0,
definida negativa <= a <0, 7% +c <0,
indefinida = a(,% + c) < 0.

Supongamos ahora que a = 0. En este caso, Q(z,y) = 2baxy + cy®. Si ¢ # 0 podemos completar el cuadrado en vy, y
estamos en un caso andlogo al anterior y si ¢ = 0 tenemos Q(z,y) = 2bzy y podemos transformar el producto cruzado
en una sumaxdiferencia

L ’
Q(z,y) = 2bxy = [siendo{ reT + Y ] = 2b(m'2 - y/Q)A
y=x -y
Por tanto, en este caso, la forma cuadrética es indefinida, sea cual sea el signo de b # 0.
Recopilando todos los casos obtenemos el enunciado.

Ejercicio. Estudia los casos en los que la forma cuadrética Q(z,y) = az? + 2bxy + cy? es semidefinida.

4. Ejercicios
Ejercicio 1. Reducir a suma de cuadrados las formas cuadraticas siguientes y clasificarlas:

a) Q(x1,72) = 823 + 202122 + 2023,
b) Q(x1,2) = 202? + 202122 + 423.
c) Q(z1,72) = 323 + 122115 + 1223



d) Q(z1,x2)
e) Q(r1,22)
f) Qz1,22)
g) Q(z1,72)
h) Q(z1,2,73) = 1323 + 1823 + 2% + 62172 + 42173 + 6T973.

—1122 — 18x129 — 2723.
—93:% + 6x129 — 935%.

—22% + 121129 — 1823,

2 2
x7 — 6122 + 9235,

i) Q(z1,22,73) = 23 — 923 — 223 — 302122 — 8x125 — 122073,

J) Q(x1,m2,23) = 1207 + 923 + 23 + 122122 + 42125 + 67273.

k) Q(z1,22,73) = 323 + 5zd + 23 + 162122 + 42123 + 67273.

1) Q(z1,22,73) = =323 — 2223 — 22% — 8wyw0 — dx1 25 — 122073,

m) Q(z1,22,73) = —112? — 523 — 23 — 22129 — 23123 — 42073,

n) Q(z1,22,x3,74) = 1223 + 1923 + 223 + 823 — 14w129 + 42123 — 82124 — 122005 + 242074 — 8T374.

n) Q(w1,22,73,74) = 827 — 923 — 2% — 422 + 61122 — 22173 + dw174 + 67073 — 127974 + 42374,

Ejercicio 2. Calcula, mediante el método de Lagrange, dos formas candnicas distintas para cada una de las
formas cuadréticas siguientes. Comprueba que se verifica la ley de inercia de Sylvester.

a) Q(x1,72) = 4a? + 3x179 + 523,

b) Q(x1,72) = 1022 + 21129 + 23.
c) Q(z1,x2) = 2% + 3w122 + 273.

d) Q(z1,72) = —xf — 2w129 — T3
e) Q(x1,22) = *91’% + 8x112 — 95%

Ejercicio 3. Calcula, mediante el método de Lagrange, una forma candnica para cada una de las formas
cuadraticas siguientes. A continuacion, aplicando la ley de inercia de Sylvester, escribe tres formas candnicas
més para cada una de ellas.

a) Q(z1,x2) =2} + 3w122 + 523
b) Q(x1,2) = 5x? + 2x122 + 3.
c) Q(z1,22) = —2% + 3x112 + 223.
d) Q(z1,22) = —2% + 22179 — T23.

e) Q(r1,12) = 81w — 3.

(
£) Q(z1, 22, 23) = 323 + 523 + 23 + 23129 + 22173 + 4x073.
g) Q(z1,x2,73) = 823 — 423 — 23 — dw129 — 23175 — 4a273.

h) Q(z1,2,23) = —2% — 423 — 23 — 4x129 + 23173 + da273.

Ejercicio 4. Indica la respuesta correcta:

a) Una forma candnica de la forma cuadratica Q(z1,z2) = 2z124 es:
[ ]—v2y3 — y?
[ 13u3 -3
[ ]2y + 203
b) La forma cuadratica —5x2? — y? + az? + 4xy — 2z — 2yz es definida negativa si
|:| a > —10.
[ ] a=-10.
|:| a < —10.



Ejercicio 5. (Septiembre 2004, Ing. Quimica) Dada la forma cuadraitica
Q(r1,22,23) = zf + 4:133 + 39:§ —4dazxiTo,

clasificarla segun los valores de a € R.

Ejercicio 6. (Primer Parcial, Enero 2004) Escribir la forma cuadrética
Q(21,22,73) = (3 — B) 27 — o3 — 423 + 22129 + 107123 + 27073

como suma de cuadrados y clasificarla segin los valores de § € R.



