TEMA 2: DIAGONALIZACION DE MATRICES

CD MATEMATICAS 1° DE EMPRESARIALES

2.1

2.2.

.MATRICES EQUIVALENTES, CONGRUENTES Y SEMEJANTES.

Dos matrices del mismo orden (pueden ser rectarggutacuadradas), A y B, sequivalentessi
existen dos matrices P y Q, cuadradas con detemtaindstinto de cero tales que B=PAQ.
Dos matrices equivalentes tienen el mismo rango

Dos matrices cuadradas del mismo orden, A y Bcsogruentessi existe una matriz cuadrada P
con determinante distinto de cero, de modo quetisface B=PAP

Si dos matrices son congruentes, entonces sonadgigs, por lo tanto si dos matrices son
congruentes, tienen el mismo rango.

Dos matrices cuadradas de orden n, A y B,ssgnejantessi existe una matriz cuadrada, P, con
determinante distinto de cero, que satisfaga BsP

A la matriz B se le llama transformada de A medidatmatriz de paso P.

Propiedades:

- 1. Si Ay B son semejantes , entonces son equivalentes

- 2.Si Ay B son semejantes, tienen el mismo rango.

- 3.Si(AB)y (C, D) son semejantes con la misma inake paso, entonces A+C es semejante a
B+D con matriz de paso P.

- 4.Si Ay B son semejantes con matriz de paso Pes/um nimero natural,"A B" son
semejantes con matriz de paso P.

MATRIZ DIAGONALIZABLE.
Una matriz A esliagonalizablesi es semejante a una matriz diagonal, D, es,dg@kiste P regular

tal que A=PDP.
El proceso de calculo de la matriz diagonal y deddriz de paso se denomina diagonalizacion de A.

2.3.VALORES Y VECTORES PROPIOS. PROPIEDADES.

Sea f un endomorfismo definido sobre un espacitoviat de dimensién n mediante la relacion
f(x)=Ax, decimos que t perteneciente a K es/alor propio de la matriz A o del endomorfismo f si
existe un vector x distinto de cero tal que tx=Ax.

Al conjunto de vectores, X, que satisfacen la rétaanterior se les llam@onjunto de vectores
propios o autovectoresasociados a t.

Obtencion practica de valores y vectores propios:

Partimos de la ecuacion matricial Ax=tx que tamkaédemos expresar Ax-tx=0 o (A-tl)x=0. La
ecuacion vectorial anterior representa un sisteenecdaciones homogéneo con matriz de los
coeficientes A-tl. Este sistema de ecuaciones &salucion distinta de la trivial si el determirede

la matriz de los coeficientes es cero. El desard este determinante da lugar a un polinomio de
grado n, al que llamaremgslinomio caracteristica Cuando igualamos este polinomio a cero, la
ecuacion que obtenemos se denorsicizacion caracteristicalLas n soluciones de esta ecuacion son
los valores propios que estdbamos buscando. Rasdmie

e Polinomio caracteristico: A-tl|
e Ecuacidn caracteristica:|A-tl|=0
» Matriz caracteristica: A-tl

Como la ecuacion caracteristica es de grado ngposeluciones, no necesariamente distintas. Por lo
tanto es conveniente acompafiar cada raiz del nloheereces que se repita, a dicho niamero lo
denominaremosrden de multiplicidad del valor propio..

Una vez calculados todos los valores propios haibedcalcular el conjunto de vectores propios

asociado a cada uno de ellos. Esto lo haremos/ieisdb para cada valor propio) el siguiente
sistema homogéneo (A»=0
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Propiedades de valores y vectores propios:

1. T.De Hamilton-Cayley: Si P es el polinomio caraistico de A, P(A)=0.

2. Lasuma de los n valores propios de una matrigwes B su traza.

3. Los valores propios de una matriz coinciden cordsu traspuesta.

4. El producto de los n valores propios de una masigual a su determinante.

5. Sit son los valores propios de A gon los valores propios dé.AAdemas A y Atienen los

mismos vectores propios.

n vectores propios distintos correspondientes aar&s propios distintos de orden de

multiplicidad uno, constituyen una base del espaeaiorial donde esta definida la matriz A.

7. Dada una matriz simétrica de coeficientes realegsica que sus valores propios son niimeros
reales y que los vectores propios asociados aesfwopios distintos son ortogonales.

8. Los vectores propios de una matriz y de su traspusiscorresponden a valores propios distintos,
son ortogonales.

9. Siun valor propio para una matriz es un numeropejo, se verifica que su complejo
conjugado es también un valor propio de la matriz.

10. Dos matrices semejantes tienen la misma ecuacrastesistica y consecuentemente los mismos
valores propios con el mismo grado de multiplicidad

11. Si Ay B son dos matrices semejantes medianteataizrde paso P y x es un vector propio de A
asociado at, entonces Px es un vector propio asBiado a t.

12. Una matriz triangular tiene como valores propassdlementos de la diagonal principal.

13. El conjunto de vectores propios asociados a unmmétado valor propio constituye un espacio
vectorial cuya dimension es mayor o igual que leyan o igual que el orden de multiplicidad
del valor propio.

14. Sea p(x) un polinomio de grado n, sea t un valopiporde A y v un vector propio asociado a A,
entonces p(t) es un valor propio asociado a p(A)etanismo vector propio.

15. A valores propios distintos le corresponden vestprepios linealmente independientes.

o

2.4.DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ CUALQUIERA

Sea A una matriz asociada a un endomorfismo fnidiefien un espacio vectorial de dimension n.
Para diagonalizar una matriz A, tratamos de enapotra matriz diagonal, D, semejante a la matriz
A. Necesitamos encontrar una matriz de transfordmagicambio de base P, que mediante la relacion
de semejanza AP de lugar a la matriz D. Por lo tanto tenemoseneontrar una base en la que el
endomorfismo quede asociado a una matriz diagmehlgunos casos podremos encontrarlo,
entonces la matriz sera diagonalizable , y en atop$10 sera diagonalizable.

TEOREMA:
La condicién necesaria y suficiente para que unaizraiadrada sea diagonalizable es que exista|una
base del espacio vectorial formada por vectoregigsalel endomorfismo asociado a la matriz dada.

Tenemos asegurada la existencia de dicha base para:

- Matrices simétricas.

- Diagonales.

- Matrices en las que los valores propios searrdienode multiplicidad uno.

En otro caso debemos verificar la condicién de mrdeango ( equivalente a la anterior) para valores
propios de orden de multiplicidad mayor que 1.

TEOREMA: (Condicion de orden y rango)
La condicién necesaria y suficiente para que uraizna sea diagonalizable es que para cada valg
propio tde orden de multiplicidadse verifique rango(Ad)=n-r;.

=

Si la matriz dada es diagonalizable tendremos gsedr una base de vectores propios, para ello
calcularemos los valores propios de la matriz, pat® uno de ellos calcularemos una base de
vectores propios asociados, de entre ellos elagsdos representantes de modo que sean
linealmente independientes, estos vectores asjjieesoconstituyen la base del espacio vectorial y s
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los disponemos como columnas de una matriz, obteséarmatriz de paso P. La matriz diagonal D,
semejante a A, es aquella matriz diagonal D, igune tcomo elementos de la diagonal principal a los
valores propios de A.

2.5.DIAGONALIZACION DE UNA MATRIZ SIMETRICA

Dada A una matriz simétrica asociada a f, endosdide R se verifican las siguientes
propiedades:

a) Si los coeficientes de la matriz son niUmerokeseaus valores propios son siempre nimeros reales
b) Los vectores propios asociados a valores prajigistos son siempre ortogonales.
¢) Si normalizamos los vectores propios ortogonddssvectores obtenidos son normales.

Una base con vectores propios ortonormales da augaa matriz de cambio de base ortogonal de
modo que se satisfacéAP=D. Siendo D una matriz diagonal semejante a A.

Las matrices simétricas son siempre diagonalizatne® consecuencia del teorema de Schur.

En la practica para diagonalizar una matriz sirogétmediante una transformacion ortogonal

desarrollaremos el siguiente proceso:

1. Calculamos sus valores propios. Si son todos thistimtomamos un vector propio por cada valor,
la base asi formada tiene la particularidad deegonal.

2. Normalizamos los vectores de la base anteriornmeitellada, para ello dividimos las
coordenadas de cada vector por su médulo.

3. Disponemos los vectores de la base obtenida essel gnterior como las columnas de una matriz
que sera la matriz de paso ortogonal. Como hemosmi@ado anteriormente, los elementos de la
diagonal principal de D son los valores propiog\de

Si los valores propios no son de orden de multgdid uno, los vectores elegidos para cada valor
propio pueden resultar no ser ortogonales, eratd bay que sustituir la base elegida por una base
ortogonal, lo que se conseguiré por el método thgonalizacion de Grand-Smith, después se
normalizaran los vectores y se procederd como.antes

APLICACIONES ECONOMICAS

Entre las aplicaciones de la diagonalizacién deicest cuadradas se encuentra el andlisis de leiéolu
de un sistema dinamico a lo largo del tiempo. \dtesia se caracteriza por el estado de las n vesiabl
gue lo determinan y se puede representar por uorvede R cuyas componentes expresan los valores
de esas variables.

Si el estado evoluciona a lo largo del tiempo meadlifdo su valor en cada periodo (mn, hora, dia, mes
...), €s muy comun que la relacion entre los estdébsistema en dos periodos sucesivos se exgmdae
forma x,.,=AX, donde A es una matriz cuadrada de orden jrgpresenta el estado del sistema en el
periodo p. Entonces basta conocer el estado defrgisen el periodo iniciabXestado inicial) para poder
calcular el estado del sistema en cualquier periBdcefecto si xes conocido: xAXg ; X=AXj,
Xo=A(AX1), X=A%X, de este modoeAxm.1=A(A ™ X0)=A"X.

Por lo tanto para conocer el estado del sistensd periodo m, es necesario el calculo d& Fal calculo
es, en general, complicado, pero se simplificabieraente si A es diagonalizable ya que A=PpP
siendo D diagonal y A=PD"P*

Ejemplo:

Se estudian los mercados de aceite de oliva yaleate semillas de un determinado pais. Estos dos
mercados estaban en equilibrio, pero una gran dénpablicitaria sobre los beneficios para la saleid
consumo del aceite de oliva ha generado consideraldtorsiones en los mismos. La distorsion en
cualquiera de los mercados en el periodo t+1 esuwntadn de la distorsion de los dos mercados en el
periodo anterior, y mas concretamente segun lasicgles:

X = 04x, + 05y,
Y = 02x, + 0y,
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Siendo x ey las distorsiones en los mercados eieeate oliva y de aceite de semillas respectivagen
¢ Desapareceran estas distorsiones a largo plazo?

o {xﬁlj (04 USj(xtj
Se pueden plantear las distorsiones como = | =
Yin 02 01y,

Para que no hubiera distorsiones a largo plazelserth verificar:

0\ (04 05)(x,) _
= siendo k el numero de periodos que tienen que plasde el momento
0 02 01) \y,

(04 05 (0 0 o
inicial, por lo tanto se requiere quim = 0 lo que ocurrira si los autovalores de

k-« 02 01 0
esta matriz son menores que 1 en valor absoluto.
04-A
TONE 5 ol )\‘ =(0'4 -A)(0'1 -A)-0"1=A 2- 0°5A -0°06=0 con lo que\ =06 0 A =01.
_ _ _ . (06 0O L
La matriz A es diagonalizable con lo qu&RD'P*=P (~01)" P, si k tiende a infinito (0"6)

y (-0"1) tienden a cero y por lo tanto las distorsionaié® a anularse.
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