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21.1. Introduccion

En esta lectura se presentan las funciones entre espacios vectoriales que preservan las cualidades de los
espacios vectoriales. Es decir, de funciones que preservan la suma y la multiplicacion por escalares.

21.2. Idea

En los cursos bésicos relativos a ecuaciones vimos que la solucién a la ecuacion

flz)=0
podria entenderse como los puntos donde la gréfica de la funcién f(x) corta el eje de las z’s:
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esta forma de ver a una ecuacion permite entonces resolver ecuaciones de la formas:
fl@)=a

en este caso lo que se busca son los valores de x de aquellos puntos donde la gréfica de la funcién f(z) corta
la linea horizontal y = a:
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Esta idea de corte de la gréfica de f(x) con la recta y = a da pie a métodos gréficos de solucién de ecuaciones
y también permite obtener conclusiones cualitativas a ciertas ecuaciones. Por ejemplo, se deduce facilmente
que 3sen(20x) cos(z) = 1 tiene infinitas soluciones, mientras que 3sen(20 z) cos(x) = 3.5 no tiene solucién:
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En el caso anterior, 3sen(20 x) cos(z) = 1 tiene solucién debido a que 1 estd en el rango de la funcién; mientras
que 3sen(20 x) cos(x) = 3.5 no tiene solucién porque 3.5 no lo estd. El rango de la funcién estd marcado en el
eje y como un segmento de linea magenta. En general, el siguiente resultado se tiene:

Teorema

La ecuacion
fl)=a

tiene solucion si y sélo si a estéd en el rango de f(z).

Nosotros usaremos el concepto de la funcién para darle un tratamiento a los sistemas de ecuaciones lineales. La
restriccién que haremos serd sobre el tipo de funciones: sdlo estaremos interesados en funciones que preserven
las operaciones en el espacio vectorial. Este tipo de funciones seran llamadas funciones lineales. Primeramente
las definiremos, veremos algunas propiedades generales y después veremos cémo se aplican estos resultados a
sistemas de ecuaciones.

21.3. Transformacién Lineal

Definicion 21.1

Sean V' y W dos espacios vectoriales posiblemente iguales. Una transformacion lineal o mapeo lineal
de V a W es una funcién T : V. — W tal que para todos los vectores u y v de V' y cualquier
escalar c:
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T(au)+T(v)
» T(cu) =cT(u)



Ejemplo 21.1
Demuestre que la tranformacién T : R2—R? definida por

T T _ T+ 3y
Y T+2y
es lineal.
Solucién
Sean u = {xl ] yVv= [ 2 }
U Y2
Entonces

rasy = (| ]) =]
Y1 Y2 Y1+ Y2

x1 + x2) +3(y1+y2)]

(r1 +22) + 2 (y1 + 12)

3t
_ [:c1+3y1] {x2+3y2}

1+ 2y T2+ 2y
= T[xl } +T[I2 } =T(u) +T(v)
Y1 Y2
Por otro lado, para todo escalar c,

T(cu) = T[Zéji]

cx1+3cyn
cx1+2cy;

1+ 3y1
¢
1+ 2y1

= er| ]
= ¢T(u)

Como se cumplen las dos condiciones:

Tu+v) = T(u)+T(v)
T(cu) = c¢T(u)

T es linecal A

Ejemplo 21.2
Demuestre que la transformacién T : R3—R? es lineal:

T((xvyv Z)/) = (‘T +2,y— Z)/



Solucién
Sean u = (z1,y1,21) vy v = (22, y2, 22)". Entonces

T(u+v) = T((x1+z2,y1 + yo,21 + 22)')
= ((w1 +22) + (21 + 22), (Y1 +y2) — (21 + 22))
= (71 +2z1,01 —21) + (¥2 + 22,92 — 22)’
— T(u)+T(v)

Por otro lado, para todo escalar c,

T(cu) = T((cxi,cyr,cz))
= (cz1+cz, ey —cz)
= c(x1 42,51 —21)
= c¢T((z1,91,21))
= ¢T(u)

Como se cumplen las dos condiciones:

Tu+v) = T(a)+T(v)
T(cu) = c¢T(u)

T es lineal A
Ejemplo 21.3
Sea A una matriz m X n. Demuestre que la transformacion 1" : M, «xr—M,,x; definida como

T(B)=AB

es lineal.
Solucién
Sean B y C dos matrices n X k cualquiera y ¢ un escalar cualquiera:

TB+C) = A(B+C)=AB+AC=T(B)+T(C)
T(cB) = A(¢cB)=c(AB)=c¢T(B)
Como se cumplen las dos condiciones:

T(B+C) = T(B)+T(C)
T(cB) = c¢T(B)

T es lineal A

Ejemplo 21.4
. Es lineal la transformacion f : R—R, definida por f(z) =z + 17



Solucién
No, la parte 1 de la definicién no se cumple porque

fle+y)=(z+y) +1
f@)+fly)y=z+1+y+l=a+y+2
no son iguales W

Ejemplo 21.5
Sea D : & — &2 definida como

d
D -2
(p(z)) = - (p(2))
Entonces D es una transformacién lineal.
Solucion
Sean p(z) y q(x) dos polinomios en x cualquiera y ¢ un escalar cualquiera:
D(p(x) +q(z)) = £ (p(x) +q(z)) = D(p(x)) + D(g())
D(cp(x)) = 4k (ep(x)) = cD(p(x)) ™

Ejemplo 21.6
Indique la opcién que mejor describe la posible funcién lineal T' que opera de acuerdo a la figura:

T
1 :> T(b)
a ; T (a) ;

La imagen no da informacion suficiente para determinar si existe o no 1" lineal que realice eso.

=l [+

No es posible que exista una funcién lineal asi: la proporcién entre a y by entre T'(a) y T(b) debe ser la
misma.

Si es posible que exista una funcion lineal asi.
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No es posible que exista una funcién lineal asi: T'(a) y T'(b) no deben ser colineales.

Solucién

Del dominio (figura a la izquierda) se observa que b = 2a, sin embargo en la imagen (figura a la derecha) se
observa que T'(b) = 3T(a). Si T fuera lineal de b = 2a se obtendria T'(b) = T(2a) = 2T(a), lo cual no se
cumple, por tanto la respuesta correcta es B Wl

Ejemplo 21.7

Indique la opcién que mejor describe la posible funcién lineal T' que operafmr dg acuerdo a la figura:




No es posible que exista una funcién lineal asi: T'(a) y T'(b) deben ser colineales.
Si es posible que exista una funcién lineal asi: T'(a) y 7'(b) pueden no ser colineales.

La imagen no da informacién suficiente para determinar si existe o no 7" lineal que realice eso.

Solucién

Del dominio (figura a la izquierda) se observa que b = 2a. Si T fuera lineal de b = 2a se obtendria T'(b) =
T(2a) = 2T(a), es decir T'(b) y T'(a) deberian tener la misma direccién. Es decir, T'(b) y T'(a) deberian ser
colineales. Lo cual no se cumple en la imagen (figura derecha); por tanto, la respuesta correcta es A W
Ejemplo 21.8

Indique la opcién que mejor describe la posible funcién lineal T' que opera de acuerdo a la figura:

] N T(c)

= | 1)

a

Si es posible que exista una funcién lineal asi.
No es posible que exista una funcién lineal asi.

La imagen no da informacién suficiente para determinar si existe o no 7" lineal que realice eso.

Solucién

Del dominio (figura a la izquierda) se observa que ¢ = a + b, sin embargo, en la imagen (figura a la derecha)
se observa que T'(c) # T'(a) + T'(b): Pues T'(c) no corresponde a la diagonal del paralelogramo construido con
lados en T'(a) y T'(b) W

Ejemplo 21.9

Indique la opcién que mejor describe la posible funcién lineal T' que opera de acuerdo a la figura:

| T T(a)

a

Si es posible que exista una funcién lineal asi.
No es posible que exista una funcién lineal asi.

La imagen no da informacion suficiente para determinar si existe o no 7" lineal que realice eso.

Solucién

Del dominio (figura a la izquierda) se observa que ¢ estd entre a y b. Sin embargo, en la imagen (figura a la
derecha) se observa que T'(c) no esté entre T'(a) y T'(b): T no puede ser lineal. (Recuerde que si ¢ estéd entre a
y b, entoces los valores de d; y de dy para que ¢ = dj a + d2b deben ser positivos) B



21.4. Geometria de las transformaciones lineales

De los ejemplos anteriores podemos concluir que: Una transformacién lineal preserva

= colinealidad:
b=ca—T(b)=cT(a)

= proporcionalidad:
b=ca—T(b)=cT(a)

= la relacion entre:

d=cia+exb—-T(d)=cT(a)+ cT(b)

21.5. Linealidad en una condicién

El siguiente resultado formula las dos condiciones para ser lineal en sélo una.
Teorema

T :V — W es una transformacion lineal si y sélo si para todos los vectores vi y vo € V, y todos
los escalares c; y co2, se cumple

T(01 Vi +cCo VQ) =C T(Vl) + ¢y T(Vg)

Demostracién

Por la afirmacién si y sdlo si, se requiere demostrar las dos implicaciones:

Suficiencia (—): Supongamos que 7T es lineal: Si v; y vy son dos elementos cualquiera de V' y ¢;
u ¢y son dos escalares cualquiera por la propiedad 1 de transformacion lineal:

T(cy vy +cave) =T (c1vy) + T(cava)
ahora por la propiedad 2 se cumple:
T(c1vy) +T(cave) =1 T(vy) + c2T(va)
de estas dos igualdades se tiene:
T(crvi+cave)=c1T(v1) + e T(va)

que es la igualdad a demostrar.
Necesidad («): Supongamos que la propiedad

T(Cl Vi1 + Co V2) =C T(Vl) + ¢y T(Vg)

se cumple para todos los vectores v y vo € V| y todos los escalares ¢; y ca. En particular se cumple
para c; =1y cg =1 lo cual queda:

T(l vy + 1V2) = 1T(V1) +1 T(Vg)
por el axioma M) de espacios vectoriales aplicado a V' y a W se tiene

T(Vl —+ V2) = T(Vl) —+ T(Vz)



lo caul es precisamente la condiciéon 1 para que T sea lineal. Por otro lado, si tomamos v = v,
c1 = cy c2 = 0 entonces la propiedad establece

T(cv+0ve)=cT(v)+0T(va)
como para todo espacio vectorial 0 - v = 0, lo anterior queda
T(cv)=cT(v)

lo cual es precisamente la condicién 2 para que T sea transformacion lineal W

Ejemplo 21.10
Sean a y b ntimeros tales que a < b, y sea I : & — R definida como

b
I(p(x)) = / p(x) dz

Entonces I es una transformacién lineal.
Solucién
Sean p(z) y q(x) dos polinomios en x cualquiera y ¢; y co escalares cualquiera:

I(e1p(@) +caqx)) = [)(c1p(@) + c2q(x)) da
= ¢ f;p(x) dx + ¢ ffq(:z:) dx
= 1 I(p(x)) + c2 I(q(z)) M

21.6. Hechos que cumple una transormacion lineal

Una transformacion lineal debe cumplir las siguiente condiciones:
Teorema

Sea T : V — W una transformacién lineal.
Entonces

a) T(Ov) = Ow.

Es decir, el neutro se envia al neutro.
b) T(-v) =—-T(v).

Es decir, envia inversos aditivos en inversos aditivos.
c) Tlu—v)=T(u) — T(v).

Es decir, envia restas en restas.

Demostracion

» Para demostrar a):
T(0y) = T(0-0y)
= 0-T(0v)

» Para demostrar b):
T(-v) = T(-1-v)
= —1-T(v)
- 1)



» Para demostrar c):
Tu—v) = T(u+(-1)-v
— T(w+(-1)- T(v)
= T(u)-T(v)R

El anterior resultado se podria haber utilizado para ver que la funcién f : R — R definida por f(z) =z + 1
no puede ser lineal pues f(0) =0+ 1 =1 # 0. Debe entenderse el teorema anterior, dice que si la funcién es
lineal debe enviar el cero en el cero, pero no lo contrario; es decir, que se requiere para ser lineal enviar el
cero en el cero. Con ejemplos se puede ver que no es suficiente. Es decir, que habrd funciones que envien el
cero en el cero pero que no son lineales. Por ejemplo, la funcién g : R — R definida por g(z) = 22
cero en el cero pero no es lineal pues 1 = (=1)2 = g(—1) # —g(1) = -1 A

Recuerde el concepto de rango o contradominio:

envia el

Definicién 21.2
Sea F': X — Y una funcién del conjunto X al conjunto Y. El rango de F' es el conjunto de elementos de Y
que son imagen de un valor en X:

rango(F) ={y €Y |dr € X, F(z) =y}

Son sinénimos rango o imagen de una funcién.

21.7. Conceptos relativos a funciones

Conceptos a recordar
Considere la funcién:

o4

a f P
g
c 1

» Dominio de f = {a,b,c}

s Codominio de f = {1,2,3,4}

. f(a) =__1 f(b) =__ 2 f({a> b}) = 7{172}

» Rango de f = {1,2}

= Imagen inversa de 1 = {a,c}

» Imagen inversa de 2 = {b}

» Imagen inversa de 3 = {}

» Parejas que forman f = {(a,1),(b,2),(c,1)}




21.8. Imagenes de espacios generados

El siguiente resultado afirma que la imagen de un espacio generado es precisamente el espacio generado
por las imagenes individuales de los vectores del generador.
Teorema

Sea T': V—W una transformacién lineal y sea B = {vy,...,v,} el generador de V.
Entonces el conjunto T'(B) = {T'(v1),...,T(vs)} genera a la imagen de T. Y por lo tanto, el
conjunto imagen de una transformacién lineal es un subespacio lineal.

Demostracién
Sea w un elemento de W en la imagen de T, por tanto debe existir un vector v en V tal que
T(v) =w. Como B genera a V y v € V deben existir escalares c1,cs,. . . ,c, tales que:

V=CVi+- - -+C,Vp
si aplicamos T' a la igualdad anterior
T(v)=T(c1vi+ -+ cnvy)

como T es lineal
T(eivit+ - +envp) =c1T(vi) + -+ e T(vn)

de donde
w=TWV)=c1T(v1)+ -+, T(vp)

lo cual dice que w es combinacién lineal de T'(B). Es decir, w esté en el generado por T'(B). Hemos
probado que: si w estd en la imagen de T', entonces w estd en el generado por T'(B). Por otro lado,
si w estd en el generador por T'(B), entonces deben existir ¢y, ca, ... ,c, tales que

w=c1T(vi)+ - +c,T(vy)
siendo T lineal lo anterior queda:
w=T(c1vi+ - +cyvp)

siendo v =¢; vi + - - - + ¢, v, un elemento de V', se concluye que w esta en la imagen de 7. Hemos
probado que: si w estd en el generado por T'(B), entonces w esta en la imagen de T. De los dos
hechos demostrados se deduce que el conjunto imagen de 7" es igual al espacio generado por 7'(5) B

Ejemplo 21.11
Sea F : R? — R? la transformacién lineal definida por:

F((z,y,2))=(—22—4z,—1—223c+y+62)
Indique en qué se transforma
» Lalinea Li: /2 =y/(—3) ==z
= El plano Pi: x —2y+32=0

= El plano Po: x —2y+22=0

10



Solucién
Al pasar por el origen, la linea /2 = y/(—3) = z corresponde al espacio generado por su vector de direccién
que es d =< 2,—-3,1 >'. Por el resultado anterior, la imagen de la linea serd el espacio generado por

T(d) = (-2(2) — 4(1), =(2) — 2(1),3(2) + (=3) + 6(1))" = (-8, —4,9)’

El generado por un vector corresponde a una linea que pasa por el origen, por tanto, la imagen de la linea es
la linea:

r oy =z
-8 4 9
El plano P;: z — 2y + 3z = 0 corresponde al conjunto:
T 2y -3z 2 -3
y | = Y =y 1 | += 0
z z 0 1

Es decir, corresponde al espacio generado por los vectores vi = (2,1,0)" y vo = (—3,0,1)’. Por tanto, la imagen
del plano P; corresponderd al generado por T'(v1) = (—4,—-2,7) y T(v2) = (2,1,—-3)". En R? el generado por
dos vectores no colineales corresponde a un plano que pasa por el origen. Su vector normal seré:

n="T(vi) x T(v2) = (-1,2,0)
Por tanto el plano P; se transforma en el plano:

—1lxz+2y+0z=0

El plano P;: x — 2y + 2 2z = 0 corresponde al conjunto:

T 29 -2z 2 -2
Y = Y =y 1 +z 0
z z 0 1

Es decir, corresponde al espacio generado por los vectores u; = (2,1,0)" y ug = (—2,0,1)". Por tanto, la imagen
del plano P, corresponder al generado por T'(u;) = (=4, —2,7)" y T(uz) = (0,0,0). En R3 el generado por
tales vectores corresponde a el espacio generado sélo por T'(u;) que corresponde a la linea con vector de
direccién (—4,—2,7)". Por tanto el plano P» se transforma en la linea:

x Y z

4 27

Ejemplo 21.12

Sea T : R?>—R? una transformacién lineal tal que

-8
T[H— 3 ,T[_;]— —6
1 5
-9 x
CalculeT[ 6}yT[y].
Solucién
Como



si aplicamos 7' en ambos lados de la ecuacién, obtemos

-9 1 [ -1 1 -1
T[ 6} = T(—4[1]+5_ 2])_—4T[1}+5T[ 2]
-1 [ -8 —36
= 4| 3|+4+5| -6|=|-42

1 5 21

La segunda igualdad permanece porque T es lineal.

Es facil observar que
T (2 n 1 ) 1 +( 1 n 1 ) —1
=(zx+ < ——r4 -
y 37 3% 1 373V 2

Por consiguiente

—1 -8 2z — 3y

2 1 11
T[x]=(3x+39) 3| +(-ge+gy) | 6| =]4z —
y 1 5 —x + 2y

12
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