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INTRODUCCION

El propdsito de este libro es presentar desde un punto debéasico (en lo posible) el
concepto de grupos y anillos que puedan ser utilizados padiastes de Licenciatura en
Matematicas e Ingenieria Civil Matematica de nuestro Dapzento de Matematica de
la UTFSM.

Muchos de los fendbmenos que encontramos en la naturaleem t@ertas simetrias
con las cuales podemos sacar conclusiones que nos permttarder tal situacion de
una manera simple. Muchos casos corresponden a problene$isiea y biologia. Por
ejemplo en fisica, conceptos como momentos angularegrenstc., aparecen como
propiedades de la teoria de grupos. En biologia podemosdartenoléculas y cristales
por sus grupos de simetrias.

Muchos temas se han propuesto como ejercicios para queudiage pueda poner
en practica los conceptos ya estudiados. Por supuestqaddtia tener la desventaja de
producir una idea de aislamiento de los temarios tratadasidl no es nuestro propésito.

Es claro que en esta primera version existen muchos eripoggdficos y de temarios.
Esperamos que durante el transcurso del curso los esteslipneédan hacer las correc-
ciones al escrito y asi poder tener en el futuro unas notasratgs, las cuales deberan
crecer con el tiempo.

Mis primeros agradecimientos van dirigidos a Betty, Cataugkly, a quienes quite
tiempo de dedicacion para escribir esta monografia, porosuprension durante ese
tiempo. Quiero también agradecer de manera especial ateliReyes, Victor Gonzélez
y a todos aquellos quienes leyeron parte de estas notas ydinarion algunos errores.

Valparaiso, Chile 2009 Rubén A. Hidalgo
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PARTE |

TEORIA BASICA DE GRUPOS



En la naturaleza aparecen en diversas formas la idea deigsine®mo es el caso de
cristales, moléculas, movimiento de electrones por un casipétrico, etc. Todos esos
fendmenos tienen un concepto comun el cual es la nocién deupo g



CAPITULO 1

GRUPOS DE PERMUTACIONES

En esta parte introduciremos el concepto de grupos desdania ge vista clasico,
dado por biyecciones de algun conjunto no vacio. En el préoxdapitulo daremos la
nocion general de grupos.

1.1. Grupos por medio de permutaciones

Definicion 1.1.1 — Consideremos primero algun conjunto no vagi¢por ejemplo, re-
presentando una molécula, cristales, etc). peranutaciorde X sera por definicion una
funcién biyectivaf : X — X. Denotemos poPerm(X) al conjunto de las permuta-
ciones dexX.

Observemos que todo conjunio posee la permutacién trivial dada por la funcion
identidadl x . También, dada una permutacipn X — X, siempre tenemos la permuta-
cioninversaf~!: X — X.

Ejercicio 1.1.2 — Verificar queX es un conjunto finito si y s6lo $lerm(X) es finito.
En el caso queX es un conjunto finito de cardinalidad calcular la cardinalidad de
Perm(X).

Dadas dos permutaciongsy € Perm(X) del conjuntaX, tenemos que al componer-
las obtenemos nuevamente una permutagiérf € Perm(X). Esto como consecuencia
del hecho que la composicién de dos biyecciones es de nuavmyetcion. Asi, tenemos
enPerm(X ) una operacion (binaria) dada por la composicion, que aatdas siguientes
propiedades :

(1) La operacion de composicion Barm(X ) esasociativa es decir,

folgoh)=(fog)oh,
paratodos, g, h € Perm(X).
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(2) Lafuncion identidady es unelemento neutrpara la composicion, es decir,
folx=f=1Ixof

paratodof € Perm(X).
(3) Toda permutaciori € Perm(X) tiene unelemento invers¢g—! € Perm(X).

Definicion 1.1.3 — Decimos que el pgPerm(X), o) es elgrupo de permutacioneke|
conjuntoX.

Desde ahora en adelante usaremos indistintamente ladofgin(X ) para denotar
tanto al conjunto de permutaciones_@ecomo al grupo de permutaciones deya que
esto no produce confusién alguna.

1.2. Orden de un grupo de permutaciones

Definicion 1.2.1 — La cardinalidad d®erm(X) es llamado ebrdendel grupo de per-
mutacione®erm(X).

Notacion : Seak € {0,1,2,3,..}. Si k¥ > 0, entonces usaremos la notaciph
para denotar la composicion deconsigo misma: veces. La notaciéri—* indicara que
hacemos la composicién ge! consigo misméa veces. Por Gltimof? indicara el neutro
Ix.

Ejemplo 1.2.2 — ConsideremoX = {a, b, ¢} un conjunto de tres elementos. Entonces
Perm(X) = {Ix, A, A%, B, Ao B, A? o B}, donde

A:(a,b,c) = (b,c,a) ¥y Bla,b,c) = (b,a,c)

Es decir,Perm(X) es un grupo de permutaciones de orden

Ejercicio 1.2.3 — SeaX un conjunto der > 0 elementos. Determinar los elementos
dePerm(X). Verificar que el orden dBerm(X) esn!.

1.3. Subgrupo de permutaciones

Hay veces en que no estaremos interesados en todas las @gones de un conjunto,
pero soélo de algunas de ellas, por ejemplo, de aquellas gserwan cierta propiedad.

Definiciéon 1.3.1 — Supongamos que tenemos un conjuiito# @ y un subconjunto
G C Perm(X) de algunas de las permutaciones¥eSi :
(1) Paratodos. El conjunt@ consistef, g € G vale quef o g € G;
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(2) Paratodg € G vale quef~—! € G,
entonces diremos qu& es unsubgrupo de permutacionéle X y esto lo denotaremos
con el simbolaG < Perm(X). La cardinalidad d& es llamado ebrdendel subgrupo
de permutaciones.

Observacion 1.3.2— Observar que las condiciones (1) y (2) obligan a tdree G'y
qued satisface las mismas propiedades antes verificada®patg X ).

Ejercicio 1.3.3 — Calcular todos los subgrupos del grdpam(X) del ejemplo 1.2.2.

Ejemplo 1.3.4 — SeaX un conjunto no vacio y € X un punto que hemos fijamos.
Consideremos el conjuni® formado por las permutaciones deque tienen la propiedad
de dejar al puntp fijo. Entonces claramente valen las dos propiedades ardgegoemos
queG es un subgrupo de permutacionesXiePor ejemplo, en el cas¥ = {a,b,c}y

p = a, entoncesy = {Ix, Ao B}.

Ejemplo 1.3.5 — Generalicemos un poco mas el ejemplo anterior. $am conjunto
no vacio yA C X un subconjunto que hemos fijamos. Consideremos el confinto
formado por las permutaciones deque tienen la propiedad de dejar invariante al sub-
conjunto A, es decir, para cada € G y cadaa € A vale queg(a) € A. Entonces
G es un subgrupo de permutaciones Xle Observemos que cada € G, al restrin-
girla a A, produce una permutaciaf(g) de A. Luego tenemos inducida una funcion
¢ : G — Perm(A), definida por tal restriccion. Puede ocurrir que tengagiog. € G
tales quey; # go pero que sus restricciones coincidan4nluego,¢ no es necesaria-
mente una funcién inyectiva. Por otro lado, cada permutelci@ Perm(A) puede ser
extendida a una permutaci@rih) € Perm(X) por extensién como la funcién identidad
enX — A. Tenemos entonces una funcion, ahora inyectivaPerm(A) — Perm(X).
Observemos queg(Perm(A)) es un subgrupo de permutaciones¥i¢Verificar).

Ejemplo 1.3.6 — Si X = V es un espacio vectorial sobre un cueggppentonces el
grupoPerm(V') contiene como subgrupo a

GL(V)={L:V — V : Lesunisomorfismo d¥ }

es decir, los isomorfismos lineales Wees un subgrupo de permutacionestiflas per-
mutaciones que preservan la estructura de espacio vdctoria
Por otro lado, s C V, entonces

G={LeGL(V):L(Q) = Q},

resulta también ser un subgrupoRiem(V).
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Tenemos las contenciones
G C GL(V) C Perm(V)

Supongamos por ejemplo qgees alguna figura geométrica dentroldeque podria
estar representando una molécula, una coleccion de elestmun cristal. Entonces
estaria formado por aquellos isomorfismos que preservapndiuracion. Veamos esto
de una manera un poco mas concreta. SupongamesR?, K = Ry Q un poligono
regular den > 3 lados con centro en el origéf, 0) y uno de sus vértices localizado en
(1,0). Entonces todo elemento deédebe obligatoriamente ser una rotacion (de determi-
nante positivo 0 negativo). Mas aun,Ries la rotacion positiva en &nguio'n, S es la
reflexionS(z,y) = (v,—y)y T = Ro S o R™!, entonces se puede verificar que todo
elemento d&~ se obtiene con todas las posibles composiciones hyreS y que este
tiene order2n (mirar la figura de la tapa para= 6).

Ahora, supongamos que en el espacio vectorial ¥fegnemos un producto interior
Euclidiano{, ). Por ejemplo, efR™ podemos usar el producto punto

(15 s Tn)s (Y1, Yn)) = T1Y1 + Tay2 + - + TnYn

Denotemos po0, al conjunto de todas los isomorfismasc GL(V) tales que
preservan tal producto, es decir,

(L(z), L(y)) = (z,y), paratodos,y € V

Si V es de dimension finita, digamas entonces podemos considerar una base
{v1,...,v,} deV y formar la matriz simétrical € GL(n,RR) cuyo coeficienter;; =<
v, 05 >=< vj,v; >. Entonces escribiendo= x1v1+- - -+ 2V, ¥ = Y101+ - -+ YnUn,
vale que

<ay>= (1 2n)A (Y1 Yn)

De esta manera 3i/ € M (n,RR) es la matriz que representa a la transformacion lineal

L:V — V enlabase, entonces tenemos quiec O, si'y solo si
MA'™™M = A

Llamamos &0, el grupo de isometriadel espacio Euclidian@V, (,)). Se tiene que
O,y es un subgrupo de permutacione$dem (V). Este tipo de permutaciones (llamados
isometrias déV, (,))) son los que interesan para el estudio de algunos fenémenias d
naturaleza.

Ejercicio 1.3.7 — Verificar y completar los detalles del ejercicio anterior

Ejercicio 1.3.8 — Para cada entero > 3 considere el poligono reguldt den lados
centrado en el origen é&k¥. Use el producto punto usual

{(a,b), (¢,d)) = ac+ bd

y determine las isometrias d&



CAPITULO 2

GRUPOS

La pregunta natural es si existe en el fondo alguna difeaesicire un grupo de si-
metriasPerm(X) y alguno de sus subgrupos. La verdad es que, excepto pordegdaal
gue uno es subconjunto del otro, no hay diferencia concegtitrz ellos. En este capitulo
veremos la definicion general de grupos, el cual respondstelaogante anterior.

2.1. Definicién de grupos

Definiciéon 2.1.1 — Un conjuntoG # () junto a una funcién
x:GxGE— G

llamada una operacion binaria éhes llamado un grupo si valen las siguientes propie-
dades:
(1) La operacion binaria esasociativa es decir,

g1 % (g2 * g3) = (91 * g2) * g3,

paratodogs, g2, 93 € G.
(2) Existe urelemento neutrpara la operacion binarig denotado pof, que satis-
face :
gxlg=g=1Ig*g
paratodg € G.
(3) Todo elementg € G tiene unelemento inverseespecto a la operacion binaka
es decir que existe un elemento! € Gtalqueg+g ! =Ig =g ' *g.

Ejercicio 2.1.2 — Verificar que el elemento neutro y los inversos son Unicqosie
grupo.
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Definicion 2.1.3 — El ordende un grupd G, ), denotado potG|, es definido como
la cardinalidad de conjunt@. De la misma manera, por cada elemegte G — {I¢}
llamaremos el orden de denotado poo(g), al entero positivd: méas pequefio tal que
g* = I en caso de existir, 0(g) = oo en caso contrario. Diremos que el orden del
neutro edl.

Ejercicio 2.1.4 — Ver que todo grupo de permutaciones es un grupo con lacpara
de composicion.

Ejercicio 2.1.5 — Sea(G, ) un grupo y dos elementasy € G de ordenes > 1y
m > 1 respectivamente. Supongamos quey = y * x. Verificar que el orden de x y
es el minimo comun multipldZ.C.M.(n, m) entren y m.

Ejercicio 2.1.6 — Supongamos qug, ) es un grupo finito donde la ecuacioh =
I tiene como Unica soluciéna= I4. Calcular el valor ert? del producto de todos los
elementos dé€/.

Ejemplo 2.1.7 — Para analizar conjuntos finitos muy pequefios con algueeaojbn
binaria dada, uno puede utilizar tablas de multiplicaciéaraanalizar si estamos en pre-
sencia de un grupo on no. Por ejemplo, consideremos el dorGie: {e,a,b,c,d, f}y
definamos la operacion binaria dada por la siguiente tabla :

e a b ¢ d f

|
e | e a b ¢ d f
a | a b e f ¢ d
b | b e a d f ¢
¢c | ¢ d f e a b
d | d f ¢ b e a
f 1 f ¢ d a b e

Lo que esta tabla nos dice, por ejemplo, que el coeficignt, es decire es igual a
a*b.

Ejercicio 2.1.8 — Verificar que el grupo del Ejemplo 2.1.7 tiene orden
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2.2. Grupos Abelianos

Definicion 2.2.1 — Un grupo(G, *) es llamado un ugrupo Abeliancsi se satisface la
siguiente propiedad demmutatividad
(*) paratodo par de elementasy € G vale quer xy = y * x.

Ejemplo 2.2.2 — Es claro que no todo grupo puede ser Abeliano. Un ejempiooti
es el grupoPerm(X) cuando la cardinalidad d& es al menos. Otro ejemplo es el
siguiente. Se&'L(n, Z) el conjunto de las matrices cuadradas de tamafia invertibles
con coeficientes enteros (las inversas con coeficientesosriganbién). Usando como la
operacion binaria el producto usual de matrices, tenem@pgtan > 2 este da un grupo
no Abeliano.

Ejercicio 2.2.3 — Verificar que el Ejemplo 2.1.7 define un grupo que no es Abeli

Ejemplo 2.2.4 — Supongamos que tenemos un gri§o=) con la propiedad que todos
sus elementos diferentes del neutro son de o2d&iz,y € G, entonces: * y * 1 *
y t=xzxyxxxy=(v*y)? = Ig, esdecirG es un grupo Abeliano.

2.3. Subgrupos

Definicion 2.3.1 — Si(G, ) es un grupo ¥ C G satisface ser un grupo con la misma
operaciork, entoncedd es llamado usubgrupade G, denotado esto pdi < G.

Ejercicio 2.3.2 — Obtener todos los subgrupos del grupo del Ejemplo 2.1.7.

Ejercicio 2.3.3 — Sea(G, %) un grupo yH # () un subconjunto d&'. Verificar queH
es un subgrupo dé siy sélo si :

(1) Paracada € H setienequé—!' € H;y

(2) Sihy,he € G, entoncesd; x ho € H.
Concluir quelyr = I¢ y que todo inverso ell es inverso elds.

Es claro que todo grupo de permutaciones y todo subgrupo rdeupsciones es un
grupo (dondex = o) en la version moderna. Antes de verificar que todo grupoaen |
notaciéon moderna, es un subgrupo de permutaciones de agjimto, necesitaremos un
concepto que permita comparar grupos, estos son los horfismaos.
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Ejercicio 2.3.4 — Determinar que todos los subgrupos del grupo Abeli&ison de la
formanZ = {nk : k € Z}.

Ejemplo 2.3.5 — Consideremos el grugR con la operacion binaria de la suma usual
de numero reales. Recordemos del curso de andlisis IRoege un espacio normado,
la norma siendo el valor absoluto. Un subgrufiode R tiene dos posibilidades : ser
un subconjunto discreto (es decir, no tiene puntos de aaaidu) o no serlo. En caso
gue H no sea discreto entonces existe una sucesjpore H que converge hacia un
ndmero reap. Entoncesy,, = z,+1 — x, € H nos da una sucesion que converge hacia
0 € H. Escojamos cualquier intervalo abieftg b) C R. Entonces podemos escoggr
de maneraque = |y,| < (b—a). Esclaroque € Hyquekz =z+---+ 2z € H para
todok € Z. Como existek, € Z tal quekoz € (a,b), tenemos que i no es discreto,
entonces debe ser un subconjunto dendR.déhora, siH es discreto, entonces lo anterior
también nos dice que = minimo{h € H : h > 0} > 0. Ahora, consideremosZ =
{kw : k € Z}. Se tiene quevZ es un subgrupo dB y también deH. Si wZ # H,
entonces es posible enconttae Zy h € H tales quek — 1)w < h < kw. Pero en
este caso) < kw — h < h. Comokw — h € H, obtenemos una contradiccion con la
minimalidad dew. En consecuencia, el hemos obtenido lo siguiente :

Teorema 2.3.6 — Todo subgrupo aditivo d& es o bién denso o de la formeZ para
ciertow > 0.

Ejemplo 2.3.7 — SeaK un cuerpo (por ejempld@, R, C) y denotemos po&ZL(n, K)

al conjunto de las matrices de tamaiix n, con coeficientes e, que son invertibles.
Entonces, con la operacion de jultiplicacion de matricbgmemos qué'L(n, K) es un
grupo. Este grupo es un modelo del grupb (V') dondeV es un espacio vectorial sobre
K y dimension. Definamos la relaciéon de equivalencia

A=DB siysolosiexiste € K — {0} talque B=\A
SeaPGL(n, K) el conjunto de las clases de equivalencia y denotemaos por
m:GL(n,K) — PGL(n,K)

la proyeccion natural que asocia a cada matriz GL(n, K) su clase de equivalencia
m(A) := [A] € PGL(n, K). Si definimos la operacion

[A] - [B] == [AB]

la cual esta bién definida, entonces obtenemoB @1l (n, K') una estructura de grupo,
cual es llamado arupo proyectivo lineal

Observemos que a@rupo especial linealSL(n, K), formado de las matrices de
GL(n, K) de determinantg, satisface que(SL(n, K)) = PSL(n, K) es un subgrupo
de PGL(n, K).
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Ejercicio 2.3.8 —
(1) Verificar quePSL(n,C) = PGL(n,C).
(2) ¢Es verdad lo anterior cdhreemplazado padR ?

Ejemplo 2.3.9 — Un grafo G es una coleccion disjunta de objetos llamados "vértices'
y objetos llamados "ejes" que conectan dos vértices (puedigioque los dos vértices
conectados por un eje sean el mismo). Un automorfismo del gre$ una funcién bijec-
tiva al nivel de vértices y al nivel de ejes, es decir, estdaewmgrtices en vértices y envia
ejes en ejes. Denotamos péut(G) al conjunto de los automorfismos del gr&goJunto
con la operacién de composicion de funciones obtenemossingwira de grupo para
Aut(G).

Ejercicio 2.3.10 — Completar los detalles del ejemplo anterior.

La operacién conjuntista dada por la interseccion nos gerconstruir subgrupos de
algun grupo a partir de otros.

Proposicién 2.3.11— Sea(G, x) un grupo y{H; : j € J} una coleccion cualquiera
de subgrupos dé&. Entonce§ ), ; H; es de nuevo un subgrupo de

Demonstracibn— Supongamos que,y € ﬂje'] H;. Entoncese,y € H;, para cada
j € J. ComoH; es subgrupo, entoncesx y,z~* € H; y, COMO consecuencia,

y,afleﬂjeJHj. O

Ejercicio 2.3.12 — Verificar que la union de subgrupos no es necesariamensefmn
grupo. Dar un ejemplo.

Ejemplo 2.3.13 — Un ejemplo de un grupo es dado por las rotaciones Euchdian
R3. Consideremos dos angulos de rotaciér® € R y consideremos las rotacioneskh
dadas por

cos(a) —sin(a) 0 cos(f) —sin(B) 0
A= sin(e) cos(e) O B=| sin(#) cos(8) O
0 0 1 0 0 1
tenemosAd o B = B o A, pero con las rotaciones
cos(aw) —sin(a) 0 cos(f) 0 —sin(f)
C=| sin(a) cos(e) O D= 0 1 0
0 0 1 sin(8) 0  cos(B)

tenemosC o D # Do C.
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Ejemplo 2.3.14 — Consideremos un grug@-, ) de orden par. Entoncés — {I;} es
un conjunto de cardinalidad impar. Consideremos la funcion

7:G>G izt

Observamos que es una bijeccion, es su propia inversa y qié;) = Ig. Asi,
tenemos una bijeccion: G — {Ig} — G — {I}. Comor es su propia funcion inversa,
tenemos que para cadae G — {Ig} vale quer({z,»~'}) = {x,21}. Esto nos obliga
atener al menos un elementae G — {I¢} cont(z) = z, es decir(F tiene al menos un
elemento de orde

Ejercicio 2.3.15 — Sea(G, *) un grupo de orden par. Verificar que{z € G : o(z) =
2} es impar (Ind. Use la funcién biyectiva dada por inversiéndecir,G — G : z —
z~h.

Ejercicio 2.3.16 — Consideremos el grupo de las matrices cuadradas de taimafo
invertible reales, es ded¥ = GL(2,R) con la operacion binaria dada por multiplicacion
usual de matrices. Sean

=[] e[S A

Verificar queo(z) = 4, o(y) = 3y o(x x y) = co. Comparar al ejercicio anterior.

2.4. Generadores

Consideremos un grup@-, ) y un subconjunted C G. Lo més probable es qué
no sea un subgrupo de. Podemos preguntarnos por el subgrupa-deas pequefio que
contengad.

Lo gue podemos intentar es considerar la interseccion @stod subgrupos d& que
contenga &, es decir

(4=

H<G
ACH

Esta interseccién es no vacia ya @eies uno de los subgrupos contenientio
Como la interseccién de subgrupos de un grupo dado es nuetene subgrupo,
tenemos que en efectd) es un subgrupo d&.

Definicion 2.4.1 — El grupo(A) es llamado el subgrupo dégenerado poA. En caso
que(A) = G, decimos qued es un conjunto de generadores@eEn este caso decimos
también que los elementos deson generadores de.

Ejercicio 2.4.2 — Buscar generadores para los grupos del ejemplo 1.3.6.
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2.5. El pequefio teorema de Fermat

Definicion 2.5.1 — Seap un nimero primoy se& = {1,2,3,...,p— 1}. Considere la
operacion binaria de la siguiente manera : 6jb € G entonces x b denota el resto de
dividir ab € Z porp.

Ejercicio 2.5.2 — (i) Verificar que(G, x) es un grupo conmutativo de ordgn- 1
(Ind. Sia € G entoncega, p) = 1, es decirg no es divisible pop. Mas adelante
veremos que existen enteresm tales quena + mp = 1). Al grupo asi construido
le denotaremos pdeZ/pZ)".

(i) Verificar que sip no fuese un namero primo, entonces la operagidefinida no
determina una estructura de grupo@n

Ejemplo 2.5.3 — Consideremos un namero primoy formemos el grupdZ/pZ)".
Busguemos los elementos de ord@ees deciu € {1,2,....p — 1} talquea xa = 1, es
decir,a? — 1 sea divisible pop. Comoa? —1 = (a —1)(a+ 1)y (a — 1) < p, debemos
tener que(a + 1) debe ser divisible pap, dando como Unica soluciGn= p — 1. En
particular, como todo otro elemento 2, 3, ..., p — 2} tiene inverso diferente, tenemos
quelx2%3*---x(p—1)=(p—1), es decir,

(p — 1)! = —1 moédulop

Sin es un entero positivo tal que,p) = 1, es decirp no dividen. Entonces: =
ap + r clertor € G. Mé&s adelante veremos que@ies un grupo finito de ordelv
y x € G, entonces vale que"¥ = 1, dondel € G denota al elemento neutro. Luego
rP~1 = 1 en(G, *), es decir, vale la igualdad—! = 1 + bp enZ para cierto enteré.
Luego, erZ tenemos que :

n? =nnP~t = n(ap + )P~ = nrP~! 4 pq, cierto enterg;
es decir
n? =n(1+bp) +pg=n+p(nb+q)

De donde concluimos el siguiente

Teorema 2.5.4 Pequefio teorema de Fermjat— Searnp un primo yn un entero cual-
quiera, entonces

n? = n mobdulop
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2.6. Elteorema de Euler

Definicién 2.6.1 — Para cada numero entero positivoonsideramos la funcion

e(q) = #{k € {1,2,3,...,¢ — 1} : (¢, k) = 1}
llamada lafuncion de Euler

Ejercicio 2.6.2 — Verificar que
(i) sipesunnumero primd,> 0 un entero, entonces

e(p') =p' (1 — %)

(i) Si ¢, r son enteros positivos(y;, r) = 1, entonceg(qr) = e(q)e(r).

(i) SeaG = {{k €{1,2,3,...,q—1} : (g, k) = 1} y considere la operacion binaria
x dada por : si, b € G, entonces * b denota el resto al dividiib por ¢. Verificar
que (G, ) es un grupo abeliano de ordefy) (Ind. Mas adelante veremos que si
(k,q) = 1, entonces existen enterasm € Z de manera queq + mr = 1).

De (iii) del problema enterior, podemos concluir la sigtéageneralizacion al pequefio
teorema de Fermat.

Teorema 2.6.3 Teorema de Euler. — Sig,n € Z, ¢ > 0, son tales quéq,n) = 1,
entonces
n¢? =1 médulog

2.7. Grupo fundamental

Consideremos un espacio topol6g{co, T) y escojamos un punte € X. SeaA(p)
el conjunto de todas las funciones contingas|0,1] — X tal quevy(0) = ~(1) = p.
Paray;, v2 € A(p), definamos la operacion binasalada por

m(2t), 0<t<3
mEN2= { 72222— 1), 1<t <1
Desgraciadamente, esta operacion binaria no es asoceigdacir, en general tenemos
queyr x(yaxy3) # (71%72)*7s. Paraarreglar esto, definimos unarelacion de equivalencia
~ sobreA(p) definida de la siguiente manera. Seam-: € A(p), entonces decimos que
ellas son homoto6picamente equivalentes relativo al ppirgs decir,

Y1~ 2
si existe una funcién continud : [0, 1] x [0,1] — X tal que
(i) F(t,0) =(t), paratodad € [0,1];
(i) F(t,1) = o, paratoda € [0,1];
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(i) F(0,s)=F(1,s) = p, paratodss € [0, 1].

Lo importante de esta relacion de equivalencia es que sies@ , v2, 71,72 € A(p)
tales quey; ~ 41 Y 72 ~ 72, entonces

Y1k Y2 ~ Y1 kY2

Denotemos pofy] la clase de equivalencia dec A(p) y por (X, p) al conjunto
de las clases de equivalencia. Podemos hacer descenderd&iop« hastar (X, p), es
decir,

1] * [ye] := [ * 2]

Ahora la operacion es asociativa. §i € A(p) es el camino constantg,(t) = p,
entonces se tiene que,] = [y] = [7] = [1]  [e,], es decir[e,] es un neutro para tal
operacion.

Dado cualquier caming € A(p), tenemos su camino de vuelta®(t) := (1 —t) €
A(p). En este caso, tenemos duex [y~ 1] = [e,] = [y ] +[7], es decir[y~!] es inverso
de[y] para esta operacion.

Hemos obtenido quér X, p), ) define un grupo, llamadgrupo fundamentade X
basado en el punta

Ejercicio 2.7.1 — Completar los detalles del ejemplo anterior.






CAPITULO 3

HOMOMORFISMOS DE GRUPOS Y AUTOMORFISMOS

3.1. Homomorfismos de grupos

Definicion 3.1.1 — Sean(G1, 1) Y (G2, *2) dos grupos y» : G; — G2 una funcién.
Diremos quep es unhomomorfismos de grupesvale que

o(x 1Y) = ¢(x) %2 4(y), paratodos:,y € Gy

Observacion 3.1.2— Seag : (G1,*1) — (Ga,*2) un homomorfismo de grupos. En-
tonces para cadac G; tenemos que
P(x) = d(z *1 Ia,) = d(x) *2 ¢(I,)
luego, vale que
o(la,) = la,

Definicion 3.1.3 — Sean(G1,*1) Y (G, *2) dos grupos y» : G; — G2 un homomor-
fismo de grupos. Entonces

Ker(¢) = ¢~ (Ig,) = {9 € G1: ¢(g) = Ia, }
es llamado ehucleo dep y

Im(¢) = {h € Gy : existeg € G1 tal que¢(g) = h}
es llamado lanagen dep.

Definicion 3.1.4 — En caso que un homomorfismo de grupos sea inyectivo, dgemo
gue es un monomorfismo. Si este es sobreyectivo, entoncksriadde un epimorfismo

o0 homomorfismo sobreyectivo. isomorfismo de grupass un homomorfismo biyectivo.
En este caso diremos que los respectivos grupogrgios isomorfasUn isomorfismo

de un grupo en si mismo es llamadoautomorfismalel grupo.
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La idea es que grupos isomorfos son el mismo desde el puntstdeaigebraico.

Ejercicio 3.1.5 —

(i) Verificar que las funcioneg : G — Perm(A) y ¢ : Perm(A) — Perm(X) del
ejemplo 1.3.5 son homomorfismos de grupos.

(i) Deducir del ejemplo 2.3.5 que todo subgrupo aditivo Bogb deR es isomorfo a
Z.

(iii) Sea(G, ) un grupo,X un conjunto yF' : G — X una funcién biyectiva. Veri-
ficar que es posible dotar de una operacion binagaX de manera quéX, o) es
un grupo YF : (G,*) — (X, o) es un isomorfismo de grupos. Ver ademas que tal
operacion binaria es Unica.

(iv) Sean(G1,%1) y (Ga,*2) dos grupos yo : Gi; — G2 un homomorfismo de
grupos. Verificar que :

(iv.1) Ker(¢) es un subgrupo dé;.

(iv.2) Im(¢) es un subgrupo dé's.

(iv.3) ¢ es monomorfismo si y solo si Ker = {Ig, }. En este caso ver que
¢ : G1 — Im(¢) es un isomorfismo.

(iv.4) ¢ es epimorfismo siy sélo si Ifd) = G».

(iv.5) Si H es subgrupo dé';, entonces(H ) es subgrupo dé's.

(iv.6) SiU es subgrupo dé&'z, entonces)~!(U) es un subgrupo dé'; conte-
niendo a Kefo).

(v) Verificar que la funcién logaritméog : (R, +) — (R—{0}, -) es un isomorfismo.
Determinar la inversa.

(vi) SeaS! = {z € C: |z| = 1} junto a la operacion dada por la multiplicacion usual
de nimeros complejos, denotada poverificar que tenemos un grupo Abeliano.
Para cada numero reale R defina la funcién

E,:(SY) = (84, ) :w=e? s w? = el
Verificar queF,, es un homomorfismo de grupos. Calcular ({&).
(vii) Sea(G, ) un grupo para el cual la funcién de inversion
J: (G, %) — (G,%) iz — 2™t

es un homomorfismo de grupos. Verificar & x) es un grupo Abeliano.

Ejercicio 3.1.6 — Sea(X, T) un espacio topoldgico y seang € X en la misma com-
ponente arcoconexa. Verificar que los grupos fundamentales, p) y 71(X, ¢) son
isomorfos. ¢ Qué pasassy ¢ estdn en componentes diferentes ?

Ejemplo 3.1.7 — Sea(G, %) un grupo finito y supongamos que tenemos un automor-
fismo involutivo sin puntos fijos no triviales, es decir, unt@morfismoT : (G, *) —
(G,x) de (G,x) tal queT o T = I'y T(x) = x sOlo vale paraz = I;. Veamos que
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esto obliga a teng(GG, ) Abeliano. En efecto, primero consideremos el subconjuato d
G siguiente

K={z'%«T(@):2€G}CqG
Laigualdadz=! * T'(z) = y~! % T(y) es equivalente a ten@(y * x=!) = y x 271,
la condicién sobre los puntos fijos deasegura: = y. En particular K = G. De esta
manera, podemos escribir cada elementd;deomou = x~! x T'(z). Ahora,T(u) =
T(x '+ T(z)) = T(z)"' xz = u!, es decirT en la nueva representacion es dada
por inversion. Parte (vii) del Ejercicio 3.1.5 nos permitacluir que(G, ) es un grupo
Abeliano.

Ejemplo 3.1.8 — Dado un grupdG, ) definamos la siguiente operacion binaria
¥ GXG—Gr(n,y)—aFy=y*a

Seanz,y, z € G. Entonces :

() (xxy)*xz=Zx(yxx)=(2*xy)*xxz = * (y * ), es decir¥ es una operacion
asociativa.

(i) a*xIg=Ig*xx=x=u1xxIg=Ig* x, es decir, tenemos un elemento neutro,
el cual coincide con el elemento neutro para la operaciceriair.

(i) ¥z ' =z sz =Ig=2+2"! =2~ ! ¥ 2, es decir, cada elemento de
tiene un inverso respecto a la operacion binamrd cual es el mismo como para la
operacion binaria.

Luego,(G, *) resulta ser un grupo. Si consideramos la funcion

7:(Gy%) — (GF) ix s !

entonces obtenemos que

1 1 -1

=y " *x !

T(xHy) = (wxy)” =2 ¥yl =1(2) F7(y)

es decir;- es homomorfismo de grupos. Como adem&s una bijeccion, tenemos que

es un isomorfismo de grupos. Llamaremos al gr(@o«) el grupo reflejadadel grupo
(G, %).

Ejercicio 3.1.9 — Verificar quel : (G, *) — (G,*) :  — 2 no es un homomorfismo
si G no es un grupo Abeliano.

3.2. Grupo de automorfismos

Definicion 3.2.1 — Dado un grupdG, ), definimos el conjunto A(&), formado por
todos los automorfismos dé&/, ). Un isomorfismap : (G, *) — (G, %) seré llamado un
antiautomorfismale (G, ). Denotaremos por AUt(G) al conjunto de los antiautomor-
fismos de(G, *).
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Ejercicio 3.2.2 — Verificar que AutG) es un grupo con la regla de composicion y de
hecho un subgrupo deerm(G). Si (G, *) es un grupo Abeliano, entonces AGY) =
Aut™ (G), es decir, todo antiautomorfismo es también un automorfig@oé pasa para
grupos no Abelianos ? ¢ Es AUiz) un grupo bajo la regla de composicién ?

Definicion 3.2.3 — Algunos automorfismos dg7, ) se pueden obtener por conjuga-
cion, es decir, para cadac G la funcion

gb(g):GHG:k»—»g*k*g_l

resulta ser un automorfismo @€ x), llamadosautomorfismos interioreenotaremos
por Int(G) al conjunto de los automorfismos interiores(ee

Ejercicio 3.2.4 — Verificar quelnt(G), con la operacién de composicion, es un sub-
grupo de AutG) y luego un subgrupo dBerm(G).

Ejercicio 3.2.5 —
(1) Seas,, ungrupo ciclico de ordem. Verificar que existe un isomorfismo de grupos
entreAut(G,) y (Z/nZ)*.
(2) CalcularAut(Perm(X)) para un conjuntd de cardinalidaa, 3, 4.

3.3. Teorema de Caeley

A continuacién veremos el clasico teorema de Caeley, elmmsatiice que todo grupo
se puede ver como un subgrupo de permutaciones de algimtmnju
Sea(G, ) un grupo y consideremos al conjuntfo= G. Entonces tenemos la funcién

¢ : G — Perm(QG)

definida por
d(g):G—G: k—gxk
Este es un ejemplo de lo que definiremos méas adelante comcideae un grupo.

Ejercicio 3.3.1 — Verificar quep : G — Perm(G) es un monomorfismo.

Teorema 3.3.ZTeorema de Caeley) — Todo grupo(G, ) es isomorfo a un subgrupo
del grupoPerm(G). De hecho, tal subgrupo esté contenido en el subgrupBede:(G)
formado por los automorfismo interiores de
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Ejemplo 3.3.3 — Consideremos dos conjunibeY y supongamos que existe una fun-
cion biyectivaf : X — Y. Entonces tenemos que para cada Perm(X) vale que
¢s(h) = foho f~' € Perm(Y). La funciéngy : Perm(X) — Perm(Y) es un iso-
morfismo de grupos. Como todo conjunk¥o de cardinalidad: > 0 es biyectivo con
el conjunto de los: primeros indiceg1, 2, ..., n}, podemos identificar (médulo isomor-
fismos) el grupdPerm(X) con el grupoPerm({1,2,...,n}) := S,, llamado elgrupo
simétrico den letras Este grupo lo analizaremos en una seccion futura.

Ejercicio 3.3.4 — Dar un ejemplo de un grupo de ordepara cada € {1,2, 3,4, ...}.

Ejemplo 3.3.5 — Sea(G, x) un grupo finito de orden. Por el teorema de Caeley, existe
un monomorfism@ : (G, x) — S,,. Por otro lado, podemos construir un monomorfismo

Y:8, — GL(n,7Z)

definido por

0 00 0 1

1 0 0
W12, =] 0 10 00
0 00 10

010 0 0

1 0 0 0

0 0 1 0 0

¥((1,2) = :
000 --- 10

0o 00 -~ 01

Luego, componiendo los dos monomorfismos anteriores peigbiiener un monomor-
fismo

Yoo (G,x) — GL(n,Z)

Ejercicio 3.3.6 — Describir el monomorfisme@ o ¢ : (G, *) — GL(n,Z) construido
en el Ejemplo anterior.
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3.4. Automorfismos interiores y grupos Abelianos

Ahora veremos que los automorfismos interiores de un grupgerspara medir que
tan lejos esta un grupo de ser Abeliano.

Proposicion 3.4.1 — Sea(G, x) un grupo. Entoncesnt(G) = {I},dondel : G — G
denota al automorfismo identidad si y sél@ses Abeliano.

Demonstracion— Sea(G, ) un grupo Abelianog € G y consideremos el automor-
fismointernop, : G — G definido porg. Entonce, (h) = gxhxg~! = gxg~1xh = h,
es decirp, = I. Reciprocamente, si tenemos que(G) = {I}, entonces parg h € G
vale quep, (h) = h, lo cual es equivalente a tengrh = hxg. Como esto lo hemos hecho
para cualquier par de elementos@gtenemos qué’ es Abeliano como queriamos[]

Ejemplo 3.4.2 —

(1) Consideremos el grupo aditiv. Como este grupo es Abeliano, tenemos que
Int(Z) = {I}. Ahora, seap : Z — Z un automorfismo. Sabemos que los Uni-
cos generadores dgson—1y 1. Asi, ¢(1) € {—1,1}. Si¢(1) = 1, entonces es
claro quep(k) = k para cada € Z y luego obtenemos el automorfismo identidad
I.Si¢(1) = —1, entoncesp(k) = —k para cadé& € Z obteniendap = —I. De
esta manera obtenemos gdiet(Z) es un grupo ciclico de orden

(2) Consideremos un gruf® ciclico de ordem y seax un generador dé&'. Luego

G={lg,x,2* x5 .. "1}

Seae(n) la funcion de Euler evaluada en Mas adelante veremos que el nu-
mero total de generadores @eese(n). Al ser G Abeliano tenemos quént(G)
es trivial. Seap € Aut(G). Entoncesp(z) puede tomar como valor cualquiera de
los generadores d€. Ademas, una vez indicado el valor dér) tenemos deter-
minado completamente el automorfismya que¢(z') = ¢(x)! por ser este un
homomorfismo de grupo. De esta manera obtenemop4ugG)| = e(n).
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GRUPOS CiCLICOS

Definicion 4.0.3 — Aquellos grupos que se pueden generar con un soélo elersento
llamadosgrupos ciclicos

Tenemos dos tipos de casos ; grupos ciclicos finitos y grupbsos infinitos. Obser-
vemos que s{G, ) es un grupo ciclico finito, con un generadgentoncesG| = o(z).
El primer resultado bésico es el siguiente.

Proposicién 4.0.4 — Todo grupo ciclico es Abeliano

Demonstraciéon— Seax un generador del grupo cic®. Entonces todo elemento d&
es de la forma*® para alguru € Z. Como

2% % xl = 20Tl = ghte = gb 4 g0

tenemos lo deseado O

Ejemplo 4.0.5 —

(1) En ejercicio 1.2.2 tenemos qdey 7' son generadores derm (X ). Mas aln, este
no puede ser ciclico. De hecho, el grdpam(X) no puede ser ciclico cuando la
cardinalidad deX es al menos.

(2) El grupo aditivaZ tiene como generadorla(también lo es-1 y no hay otros) y,
en particular, es un grupo ciclico.

(3) Elconjunto aditivdR no puede ser generado con un nimero finito de generadores
(la razon de esto lo tendremos que ver mucho mas adelante)n&puede ser un
grupo ciclico como consecuencia del siguiente.

Ejemplo 4.0.6Grupos Ciclicos infinitos). — SeaG un grupo un grupo ciclico infinito,
digamos generado poet
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(i) SeaH un subgrupo dé& diferente de{7} y consideremos la menor potencia po-
sitiva dex, digamosz™, contenida enf{. Entonces el grupo ciclico generado por
2™ estéd contenido el/. Si esta contencion fuese estricta, entonces debe existir
2™ € H — (z™). Esto nos dice que existe> 0 tal que(s — 1)m < n < sm. Esto
nos segura que*™~" € H contradiciendo la minimalidad de.. En particular,
todo subgrupo de un grupo ciclico infinito es también un geiplico infinito.

(i) Si z™ es otro generador d&, entonces debe existir un enterce Z de manera
quez™ = z, es decirz™ ~! = I. Comox tiene orden infinito, esto obliga a tener
nr = 1, es decirn € +1. En consecuencia, $igenera un grupo ciclico infinito,
entonces:~! es el Gnico generador diferente gle

(iii) La funcion ¢ : Z — G, definida porg(k) = =¥, resulta ser un isomorfismo de
grupos.

Ejemplo 4.0.7(Grupos Ciclicos finitos) — SeaG un grupo ciclico de orden, diga-
mos generado par, luegoo(z) = n.
(i) SeaH un subgrupo dé&, diferente dg Iz }. Si consideramos la menor potencia de
x contenido erH, digamosz™, entoncesd es un grupo ciclico generado pot.
En efecto, si no fuese esto cierto, deberiamos tener alguteagiaz” ¢ H que no
estén(z™) = {Ig, 2™, x*>™,...,2"™}. En tal caso, debemos tener que- 1)m <
k < sm, paraalgars € {1,...,r}. Pero en tal casa;*~(*~)™ ¢ H y obtenemos
una contradiccién de la minimalidad de
(i) Si escogemos > 0 un divisor den, entonces existe un y Unico subgrupoGe
de orden igual @. En efecto, si tomamag = x4, entonces el grupo generado por
y es de order. Esto no da la existencia. Para ver la unicidad, supongameg/q
es un subgrupo d€ de ordend. Por (i), H = (™) dondem lo podemos escoger
dividiendon y tal que,- = d. Luegom = 7.
(i) Seam € {1,2,3,...,n},y = 2™y H el subgrupo generado pgrPor el teorema
de LagrangeH| = o(y) = t divide n. En particular, podemos escribir= ¢q para
ciertoq € {1,2,3,...,n — 1}. Consideremo# el subgrupo generado por= z9,
el cual tiene orden. Por (ii) tenemos quél = K. En particular, existe un enteto
tal quex®™ = x4. Esto Ultimo dice que existen entera® tales quermn + bn = g,
es decirM.C.D.(m,n) = g (maximo comun divisor entre: y n).
(iv) De (iii) vemos quez™ generaG si y sOlo siM.C.D.(m,n) = 1, es decir
(m,n) = 1.
(v) Lafuncione : Z/nZ — G, definida pors([k]) = ¥, resulta ser un isomorfismo
de grupos.

Proposicién 4.0.8 — SeaG un grupo ciclico de orden, digamos generado par.
(@) Parak € {1,2,...,n — 1} tenemos que* generaG si y solo si(k,n) = 1, es
decir, k y n son relativamente primos. En particular, la cantidad degaadlores de
G ese(n).
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(b) Todo subgrupo d€&' es ciclico y esta generado por una potenciy donded
dividen, y tiene ordem/d. Ademas hay exactamente un subgrupo de cada posible
orden.

(c) Seank € {1,2,...,n — 1} yq = M.C.D.(k,n). Entoncest* y 29 generan el
mismo subgrupo.

Proposicion 4.0.9 — Seam, m enteros y; = M.C.D.(n, m). Entonces existen enteros
a,b € Z tales que

q=an+bm
En particular, si(m,n) = 1, entonces existen enteres € Z tales que

1=an+bm

Demonstracion—

(1) Usando grupos ciclicos finitos. Es claro lo anterior cloam = m. Supongamos
entonces que > m. Consideremos el grupo ciclico de ordemgenerado por un
elementar. Ahora procedemos como en (iii) del ejemplo anterior.

(2) Usando grupos ciclicos infinitos. Podemos verificar &ppsicion de la siguiente
manera. Consideremos el grupo ciclico infiritg seaH su subgrupo generado por
n 'y m. Sabemos quél debe ser ciclico, digamos generado pog {0,1,2,...}.
Comon,m € H, tenemos que divide a ambos: y m y como consecuencia,
divide ad = M.C.D.(n,m). Esto dltimo nos dice que el grupo ciclico generado
pord esté contenido efl. Pero, comal divide a ambos y m, tenemos qué/ esta
contenido en el grupo ciclico generado go€omo consecuencial = (d).

O

Ejercicio 4.0.10 — Generalizar lo anterior, es decir, verificar que dadoserest
N1y ey N Y d = M.C.D.(n1, ..., n,y, ), €NtONCES €XiSten enteros ..., r,, tales que

d=rini+- -+ rmnm






CAPITULO 5

GRUPOS COCIENTES

Partamos con un grup@-, ) y un subgrupdd de este. Podemos definir la relacion
de equivalencia siguiente : Seany € G, diremos que ellos son equivalentes pbra
la derecha si existk € H tal quey = x x h. La clase de equivalencia derechaxdia
denotaremos potH. De manera similar, diremos que ellos son equivalentegipara
izquierda si existéd € H tal quey = h x x. La clase de equivalencia izquierda.des
denotada pof x.

Ejercicio 5.0.11 — Verificar que las anteriores son relaciones de equivaenc

Consideremos la relacion de equivalencia derechd éa G (lo que haremos es simi-
lar para la otra relacion de equivalencia). DenotemosHtl al conjunto de las clases
de equivalencias derechas de los elementds geor7y : G — G/H ala proyeccion
natural, es decirr () = 2 H. Observemos qu# es la clase de equivalencia fie.

Tomemos una clase cualquiera, digamds. Entonces la funciorf : H — xH,
definida porf(h) = xh, es una funcién biyectiva. De esta manera, la cardinaliéadah
clase de equivalencia es igual al ordenffiees decir 4H |.

Definicion 5.0.12 — Denotemos pofG : H] la cardinalidad del conjunto de clases
G/H, también llamado dhdice deH enG.

Usando el hecho que dos clases de equivalencia coincidendigontos, obtenemos
el siguiente :

Teorema 5.0.1%Teorema de Lagrange) — Si G tiene orden finito, entonces

G| =[G : H]|H]|

Ejercicio 5.0.14 — Usar el teorema de Lagrange para obtener lo siguienteGSgaa
grupo finito y sean subgrupds < H < G. EntoncedG : K| =[G : H|[H : K]
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Si tomamos un elementp € G, donde(G, *) es algun grupo, entonces el subgrupo
generado por é|g) tienen orden igual a(g). Una primera aplicacion de este resultado es
el siguiente :

Corolario 5.0.15 — Sea(G, x) un grupo de orden finital7 un subgrupo dé&'y g € G.
EntoncesgH| y o(g) dividen al orden d&* como consecuencia del teorema de Lagrange.

Lo anterior, por ejemplo, nos permite ver que un grupo derofde puede tener ele-
mentos ni subgrupos de ordénUna segunda aplicacion es la siguiente caracterizacion.

Proposicién 5.0.16 — SeaG un grupo finito de ordem, dondep es algun primo. En-
toncesG es necesariamente un grupo ciclico.

Demonstracion— Tomemos cualquier elemento € G — {Is}. Por la proposicion
anterior,o(x) divide al nimero primgp. Comoo(z) > 1, necesariamente(z) = p.
Consideremos el subgrupo ciclico@alado por(x). Como el orden déz) coincide con
o(z) = p, tenemos qU& = (z). O

Ejemplo 5.0.17 — Consideremos un grup@, ) de orderd. Si G contiene un ele-
mento de orded, digamose, entoncess = (x), es decir(F es un grupo ciclico de orden
4. Supongamos ahora qdeno contiene elementos de ordénComo el orden de cada
elemento no trivial (es decir diferente del neutro) debéitiv, debemos tener que todos
ellos tienen orden. Seaxr € G — {I¢}. Luego(z) esta formado por el neutdy; y «.
Comod tiene ordernt, podemos escoger otro elemepta G — (x). Tenemos que tiene
orden2. Como(rxy)? = Ig, 2% = y? = I, tenemos xy = yxz. Consideremos el sub-
grupoH deG generado par ey. Tenemos quél = {Ig, z,y, zxy} (xxy # x,y yaque
x,y # Ig). Pero|H| = 4, lo cual dice qué&z = H. Ahora, consideremads = (z) x (y)
con la operacién binaria definida componente a componente (en cada factor usamos la
operacionk). Este grupo es llamado gtupo de Klein Consideremos la funcion

F:K—G:(x%y’) —az%xy’

Tenemos qué’ es un isomorfismo de grupos. Ademas, cdwo es ciclico, obtenemos
gue mddulo isomorfismos sélo hay dos grupos.

Ejercicio 5.0.18 — Verificar que la operacion binaria patadota de la estructura de un
grupo Abeliano dC, queF' es en efecto un isomorfismo de grupos. Calcular y comparar
las tablas de multiplicacién de estos dos tipos de gruposdénag.

Ejercicio 5.0.19 — Verificar que dos grupos ciclicos finitos del mismo orden so
siempre isomorfos.
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Ejercicio 5.0.20 — Determinar, mddulo isomorfismos, los grupos de ordenc
{1,2,...,7}.

Volvamos a mirar la proyeccion
g :G—G/H:xw— zH

Una pregunta natural es la posibilidad de dot&t/df de una estructura de grupo que sea
compatible con la dé&' por medio depy . Compatibilidad significa que haga; de un
homomorfismo de grupos. En la mayoria de los casos esto npaside, pero existen
ciertos subgrupos que permiten esto. Tratemos de forzamperacion binarid\ enG/H
para que haga deyz un homomorfismo. Primero, debemos tener

(2 xy) = mg(x)Ang(y)
lo que es equivalente a decir
(xxy)H=xx HA\y*x H

para todosr,y € G. Luego tenemos forzada nuestra operacion binaria a seind#efin
como :
AN:G/HxG/H— G/H : (xH,yH) — (z*y)H
Para que esta funcion tenga sentido, debemos aseguramtisanterior no dependa
de los representantes de las clases respectivas, es dec¢iH s= «H, yH = yH,
entoncesa’ xy' )H = (x xy)H. Perox’ = xxhy ey’ =y ho paraciertosy, hy € H.
Luego lo anterior es equivalente a tener
(xxhyxy*xhy)H = (xxy)H
es decir
(h1xy)H =yH
o de manera equivalente
y txhyxye H
En resumen, para que lo anterior tenga sentido, debemadagurepiedad

zH = Hz, paratodo: € G

Definicién 5.0.21 — Un subgrupdd deG con la propiedad que
zH = Hz, paratodo: € G

es llamado ursubgrupo normatle G.

Proposicion 5.0.22— SeaH un subgrupo normal d&'. Entonces~/ H resulta ser un
grupo con la operacion binarid\ con la cualry : G — G/H es un homomorfismo de
grupos cuyo nucleo es exactamehteEste grupo cociente es también llamadgelpo
de las clases lateralde H enG. Mas aun, (i) siG es Abeliano, entonces/H también
es Abeliano; y (ii) siZ es ciclico, entonce§/H también es ciclico.
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Demonstracion— La asociatividad de\ es heredada por la de Por otro lado,
HAH = H (H es laclase dég), lo cual nos esta forzando a tomdrcomo elemento
neutrol, ;. Hasta ahora todo camina bién. Séld € G/H y tratemos de buscar un
candidato para el inverso. Por la condicion de hagerde un homomorfismo, estamos

obligados a tener

(e ) = my ()~

lo cual es equivalente a pedir que
(cH) ' =27'H

Esta definicion funciona correctamente y tenemos@U#& resulta ser un grupo con la
operacion binaria\ con la cualry : G — G/H es un homomorfismo de grupos cuyo
nucleo es exactamenté.
La definicidn de la operaciéf asegura que si es commutativa, entonces también lo
es/. Por otro lado, sG es ciclico generado paf, entonces:H es generador d&/ H .
([l

Ejemplo 5.0.23 — SeaH un subgrupo de indice dos en un grugacon operacion
binaria de grupo dada pej. Entonces podemos escribir

G=HUxH=HUHz

para cualquiet: € G — H, donde las uniones son disjuntas. Tomemas GG. entonces
() g € H,encuyocasg xh g~ ! € H, paratoddh € H, 0 (i) g = x * hy = hy * ,
para ciertosi;, h2 € H. Ahora, sih € H, entonceg xh*g ' =x+h; xh *gl xx~l =
xxhyxx~1, dondehy € H. Sitenemos xhyx2~! ¢ H,entonces xhyxx~! € xx H,
lo cual dice quéryxx~! € H. Esto Gltimo asegura quec H, una contradiccion. Hemos
verificado el siguiente.

Proposicién 5.0.24 — Todo subgrupo de indice dos es necesariamente un subgrupo
normal.

Ejemplo 5.0.25 — Consideremos el grupo, con la regla de composicion, desttms
difeomorfismos d&®™. SeaH el subgrupo de los difeomorfismos con jacobiano positivo
(difeomorfismos que preservan la orientacion). Como eljecw de una composicién
es el producto de los respectivos jacobianos, tenemoseaasguel es un subgrupo de
indice dos y luego un subgrupo normal.

Ejemplo 5.0.26 —
(1) SiG es un grupo Abeliano, entonces todo subgrupo es necesatanm@mal.
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(2) ConsideremoX = {1,2,3} y G = Perm(X). Tenemos que

1 - 2 1 - 2
3 — 1 3 — 3

forman un conjunto de generadores @e(comparar con el ejemplo 1.2.2). Los
subgrupos de~ son, aparte del trivia{ I} y del total G, los subgrupos de or-
den dos(B), (A o B), (A% o B) y el grupo de orden treéA), todos ellos cicli-
cos. ComoB o Ao B = A3, tenemos quéA) es subgrupo normal dé. Pero
AoBoA 1l = A%20B,A0cAocBo A"l = AoBonAQoBoA_1 = B, tenemos
que ninguno de los tres subgrupos de orden dos es subgrupaln@bservemos
también quéG : (4)] = 2, luegoG/(A) es un grupo de orden dos (luego ciclico).

Ejercicio 5.0.27 — Considere el grupo multiplicativo de las matrices rediesamario
n x n 'y determinante no cero (es decir, la invertibles). Calctddps su subgrupos nor-
males.

Ejemplo 5.0.28 — Consideremos el grupo aditidy sean € {2,3,4,5, ...}. Entonces
se tiene quevZ = {nk : k € Z} es un subgrupo d& y, como este es Abeliano, es
también subgrupo normal. Se tiene dfie nZ] = n y, como consecuencia,

Z/nZ

es un grupo Abeliano de orden llamado elgrupo de las clases residuales de orden
Este es un grupo ciclico de orden(luego todo grupo ciclico de ordenes isomorfo
aZ/nZ. Como consecuencia, el grupo de Klein es isomorfh/aZ x Z/2Z, con la
operacion binaria componente a componente.

Ejemplo 5.0.29 — Volvamos al grupo de automorfismos de un grdpoAut(G). Ya
habiamos definido el subgrupo det(G) dado por los automorfismos interiorést(G).
Para cadg € G, tenemos el automorfismo interigy, : G — G, definido porg,(h) =
g*hxgt Seal € Aut(G). Entonces,

TopyoT™ " =ory
obteniendo quént(G) es un subgrupo normal déut(G). El grupo cociente
Out(G) = Aut(GQ)/Int(G)

es llamado egrupo de automorfismos exteriorde G. Asi, siG es un grupo Abeliano,
entoncesAut(G) = Out(G).

Ejercicio 5.0.30 — CalcularOut(Perm(X)) paraX como en el ejemplo 1.2.2.
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Proposicién 5.0.31— Consideremos un homomorfismo de grupasG — K, donde
(G,*)y (K,-) son ciertos grupos. Entonces tenemos quédees un subgrupo normal
deG. De hecho, sU es un subgrupo normal del grupgG), entonces)—*(U) es sub-
grupo normal de5. Reciprocamente, #1 es un subgrupo normal d&, entonces)(H )
es un subgrupo normal d&G).

Demonstracion— (i) Seah € Ker(¢) y g € G. Entonces
¢(gxhxg™) =d(g) - ¢(h) - d(g) ™" = Ik

(ii) SeaU subgrupo normal de¢(G), entonces sabemos ggie! (U) es un subgrupo dé.
Porotrolado, sh € ¢~1(U)y g € G, entonce®(gxhxg~1) = ¢(g9)-d(h)-¢(g)~' € U,
obteniendo la normalidad de ! (U). (iii) Sea H un subgrupo normal d&. Ya sabemos
que¢(H) es un subgrupo dé(G). Ahora, sitomamos € ¢(G) y k € ¢(H), entonces
existeng € Gy h € H tales quep(g) =ty ¢(h) = k. Luegot - k- t=1 = ¢(g) - ¢(h) -
P(9) " =dlgxhxgt) € o(H).

O

El resultado anterior nos permite considerar el grupo coei€'/Ker(¢) para cada
homomorfismo de grupas : G — K. Podemos entonces definir la nueva funcion
G/Ker(¢) — K como

o~

¢(zKer(¢)) = o(x)

Proposicion 5.0.3ZPrimer teorema del isomorfismo) —
La funciong : G/Ker(¢) — K esté bién definida y es un monomorfismo.

Demonstracion— Para ver que esta bién definida basta ver quessiz y h € Ker(¢)
entonces)(x x h) = ¢(x). Ahora,

d(aKer(p) AaxKer(p)) = d((z * y)Ker(9)) = ¢z +y) =

~ ~

= ¢(z) - d(y) = ¢(zKer(¢)) - p(yKer(¢))

Corolario 5.0.33 — La funciéné : G/Ker(¢) — ¢(G) es un isomorfismo. En particu-
lar; si G tiene orden finito, entonces tenemos fiE~)| = [G : Ker(¢)].

Ejemplo 5.0.34 — Seany : G — K un homomorfismo de gruposi un subgrupo de
G. Podemos restringir nuestro homomorfismB agp|y : H — K. Ahora, Kef¢|y) =
Ker(¢) N H. Luego tenemos un isomorfismo entrd?) y G/(H N Ker(¢)).

Como consecuencia de esto es qui sis ademas un subgrupo normal@desntonces
usandoK = G/H, tenemos una biyeccion, dada ppr= 7y, entre los subgrupos
(normales) d&7/ H y los subgrupos (normales) déque contienen &/ .
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Para nuestro siguiente ejemplo necesitaremos el subgemgoapo por la unién de dos
subgrupos, lo cual pasamos a mirar inmediatamente. Supwsggue tenemos un grupo
(G, %) y dos subgrupos de este, diganty K. Podemos entonces mirar el subgrupo de
G generado pof! y K, es decir{H U K). Es claro que

HK ={h*xk:he Hke K} C(HUK)

Luego, la igualdadH U K) = HK es cierta si y solo st K es un subgrupo d€'. El
siguiente resultado nos permite ver cuando ocurre estcsiiu

Proposicion 5.0.35— HK es subgrupo dé/ siy s6lo siHK = KH.

Demonstracibn— Supongamos qui K es un subgrupo d€'. En tal caso considere-
mos un elementb x k € HK . Tenemos que su inverghx k)~! = k=1 x h~! pertenece
a K H. Como todo elemento dd K (por ser subgrupo) es inverso de alguno de sus otros
elementos, tenemos la contencid C K H. Por otro lado, dadb*xh € K H, entonces
hl'xk=1 € HK.Alser HK subgrupotenemos que este debe contener al inverso, es decir
k+h € HK, obteniendo la contencigi H C HK.

Veamos ahora el reciproco y supongamos la igualdad = K H. Seam * k1, ho *
ko € HK.Luego(hy xky)* (hg xka) = hy * (k1 *hs) *xko. Perolaigualdadi K = KH
asegura queé; x ha = hg * k3, asi,(hy * k1) * (ha * ko) = (hy * h3) * (ks x k2) € HK.
También, sih + k € HK, entoncegh * k)~! = k™'« h™! €¢ KH = HK. Como
consecuenciai K es un subgrupo dé'. O

Observacion 5.0.36— Sitenemodd, K subgrupos dé& y uno de ellos es un subgrupo
normal, entonces la condicidi K = K H vale trivialmente. Mas aun, si ambos son
subgrupos normales, entondéds también lo es.

Ejercicio 5.0.37 — Verificar la observacién anterior.

Suponiendo qué&- es un grupo de orden finito, tenemos qii&’ (independiente de
ser o no un subgrupo) tiene una cardinalidad finita. Paravnewglor tiene esta, conside-
remos la funcion

F:HxK—HK: (hk)— hxk
Por la definicion d€f K, F' es una funcidn sobreyectiva. También sabemog Hue
K| = |H||K]|. Por otro lado, sivx € H K, entonces
FYa)={(hk)€e Hx K :hxk=a}

Ahora, si(h1, k1), (ha, ko) € F~1(a), entoncesh; * k1 = ha * ks, lo cual asegura que
hylshy = ke xk;' =2 € HN K. Entonceshy = hy * 2~ %, ko = x * ky. En forma
reciproca, sik € H N Ky (h,k) € F~'(«a), entonces”(h x x~1, z * k) = . Como
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consecuenciag#F~1(a) = |H N K|. De esta manera, como preimagenes de valores
diferentes son disjuntos y la unién de todas la preimagengs:e K, obtenemos
|H| K]

HK = 2121
# |HN K|

Ejemplo 5.0.3§Segundo Teorema del isomorfismo)— Sean(G, ) un grupo,H, K
subgrupos dé' y supongamos quf es ademas subgrupo normal@eDe esta manera
nos aseguramos qué K es subgrupo dé&/. Como H es también subgrupo d€ K,
tenemos quéd es subgrupo normal d€ K. Consideremos la proyeccion: HK —
HK/H : x — xH. Consideremos las restriccion/4, es decirr|x : K — HK/H.
Tenemos que Kérr|x) = K N H. Veamos ahora que| x es sobreyectiva. En efecto, si
z=(h+xk)H € HK/H, entonces comé/ K = KH,tenemos qué x k = k1 x hy1 y
luegor|k (k1) = z. En consecuencia, tenemos un isomorfismo
K _ HK
KNH H

Ejemplo 5.0.39Tercer Teorema del isomorfismo) — Consideremos un grug@-, )
y dos subgrupos normales d& digamosK y H, tales queK < H. Consideremos la
funcion
¢:G/K - G/H :gK — gH
Entoncesp resulta ser un homomorfimos sobreyectivo. Por otro lado,
Ker(p) ={9K :gc H} = H/K

es decir
G/H = (G/K)/(H/K)

Ejemplo 5.0.40 — Consideremos un grupo finité7, «) y H un subgrupo normal dé

tal que([G : H|,|H|) = 1, es decir|G : H]y |H| son relativamente primos. Veamos
gue no existe otro subgrupo dedel mismo orden quéi. En efecto, supongamos que
existe K subgrupo (no necesariamente normal)(d¢al que|K| = |H|. Tomemos el
homomorfisma) : K — G/H : k — kH.Entonces,Kdp)) = KNHy K/(KNH) &
¢(K). En particular[K : K N H] divide [G : H], por el teorema de Lagrange, es decir,

[G:H|=[K:KnHM=|K|R

para ciertos enteros positivdg, R. Esto dice quéH | = |K | divide [G : H], una contra-
diccion a menos qu&” = H.

Ejercicio 5.0.41 —
(i) Sea(G, x) un grupoy seaill, K dos subgrupos d€. Suponga qué~ : H| < oo
y [G : K] < oo. Verificar quelG : HN K] < o0
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(i) SeasS! el grupo multiplicativo de los niimeros complejos de valmadbtol con
la operacién usual de producto. Consideremos el grupeadRi, +) y su subgrupo
normalZ. Verificar que el siguiente es un isomorfismo de grupos

P:R/Z — Sl a7 — e

(iii) Sea(G,*) un grupoy sedd = (z? : x € G). Verificar queH es subgrupo
normal deGG y que el grupo cocient€'/ H es un grupo Abeliano.

(iv) Sea(G,*) un grupoy sea > 1 un entero positivo fijo. Supongamos que para
todoz,y € G vale laigualdadzx * y)™ = a™ * y™. Defina

Gn = (x:0(x) =n)

G"={(2":z€Qq)
Verificar que ambos son grupos normalestig queG/G,, = G™ (Ind. Utilizar el
homomorfismaep : G — G™ : x — z™).






CAPITULO 6

ALGUNOS SUBGRUPOS NORMALES Y ABELIANIZACION DE
GRUPOS

Dado un grupdG, *), existe la posibilidad que este sea Abeliano, pero en genera
es asi. La condicién de ser Abeliano es equivalente a queltcEmn

[z:y]zz*y*:pil*yflzfg

sea siempre valida para cualquigly € G.

Definicion 6.0.42 — Cada expresion

[ :y] —gxyxz Txy !
es llamada uonmutadorde = e y. Denotamos pofG, G] al subgrupo de&7 generado
por todos los conmutadores.

Ejercicio 6.0.43 — Sea(G, ) un grupo. Verificar que

[G,G] = {z1*wa % *xpxay  xay % xx, 12, €G, n>2}

y concluir quelG, G] es un subgrupo normal dg.
(Ind.(axbxa txb Y« (cxdxctxd )=
ax(bxa ) xbLxcx(dxcHxd txatsx(axb ™) xbxc tx(cxd™?t) xd)

Proposicién 6.0.44— La interseccién arbitraria de subgrupos normales de un grup
(G, %) es un subgrupo normal.

Demonstracion— Sean{H; : j € J} una coleccién de subgrupos normales#era
habiamos verificado que la interseccién de estos subgrepas ubgrupo dé&. Ahora
solo necesitamos verificar la normalidad. gea Gy h € H = (), ; H;. Entonces,
h € H;, paracadg € J. ComoH; es subgrupo normal, tenemos queh « g~' € H;,
para cadg € Jy, como consecuenciga  h x g~ € H. [l
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Observemos que g7 es Abeliano, entoncef~,G] = {Ig}. Reciprocamente,
[G,G] = {Ig} asegura quéx : y] = Is siempre vale para cualquiery € G,
obteniendo qué; es Abeliano. Es decir, tenemos que

Proposicién 6.0.45— Un grupo(G, =) es Abeliano si 'y sélo $i7, G] = {I¢}.

Luego, si(G, ) no es un grupo Abeliano, entondés G| # {1} nos da un subgrupo
normal no trivial deG. La normalidad déG, G| nos permite mirar el grupo

G = G/[G, G|

el cual es llamado labelianizaciordeG.

Proposicion 6.0.46 — EI grupo cocientez¢*“! es un grupo Abeliano.
Demonstracion— seanz[G, GJ, y[G, G] € G, Luego,
[2[G, G] : y[G, G]) = 2[G, G]AY[G, G A2[G, G T AYIG, G) ™' =
= z[G, G| Ay[G, GlAz G, GlAy G, Gl = (zxyx 2~ xy 1[G, G] =
=[G, G

Definicion 6.0.47 — Otro de los subgrupos dé-, =) que mide la cercania d& a ser
Abeliano es el siguiente :

Z(G)={g€ G:lg,z] = Is paratodar € G}
llamado ekentralizadorde G. También podemos hablar dedntralizador de un elemento
g del grupoG que esta definido por
Z(G;9)={reG:gxx=xxg}

Ejercicio 6.0.48 — Verificar queZ(G; g) es un subgrupo d6 y queZ(G;g) = G siy
s6lo sig € Z(G).

Proposicion 6.0.49— Z(G) es siempre un subgrupo normal e

Demonstracion— Es claro quelg € Z(G), luegoZ(G) # 0. Seanz,y € Z(G),
entonceqz, w] = [w,z] = [y,w] = [w,y] = I, vale para cada € G. Pero, para
cadaw € G, tenemos que x [z~ ! : w] * X! = [w,x] = Ig asegurando qug:~! :
w] = Ig Y, como consecuencia, ! € Z(G). También, para cada € G, tenemos que
[z * y,w] = [x,w] = Ig Yy, como consecuencia,* y € Z(G). Hemos verificado que
Z(@G) es un subgrupo dé.
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Seag € G,z € Z(G). entoncegg+xx g~ ', y] = grax g~ xyxgraTxg ey

Perox € Z(G) dice quer conmuta con cada elemento@eluegolg * z * g1, y] = Ig,
es decirg x z * g~! € Z(G), con lo cual obtenemos la normalidaddéG) enG. O

Observemos que &f es Abeliano, entonces(G) = G. Reciprocamente, €(G) =
G, entoncegy, x] = I es valido para tode,y € G, es decirG es Abeliano; luego
tenemos el siguiente.

Proposicion 6.0.50— Un grupo (G,x) es Abeliano si y sélo si
Z(G)=G.

Proposicion 6.0.51— Si (G, x) no es un grupo Abeliano, entono6$Z(G) no puede
ser un grupo ciclico. En particulafZ : Z(G)] no puede ser un primo.

Demonstracion— Sea(G, x) un grupo que no es Abeliano, es de€it£ Z(G). Supon-
gamos por el contrario qu&/Z(G) es un grupo ciclico. Podemos escoger G — Z(G)
tal queuZ(G) generaG/Z(G). Tomemos un elemento € G — Z(G). Existea €
{1,2,..,p— 1} tal quezZ(G) = u*Z(G). Para cadg € Z(G) tenemodz : y| = Ig.
Paray € G — Z(G) tenemos queZ(G) = u*Z(G), para ciertd € {1,...,p — 1}. Esto
nos dice que podemos encontraiw € Z(G) tales quer = u® * z, y = u® * w. En
particular,
[:y] = (ux2)* (U0 w)* (u*2)"Lx (W sw)™t =

b

1 1 —b — uaerfafb =7

=ulxzxu xwxz xu Cxw kU G

Como consecuencia,€ Z(G), una contradiccion. O

Proposicién 6.0.52— SeaG un grupo finito yz1, 22 € G elementos de ordehtales
quex; *z tiene ordem. Entonce<Z (G; x;) tiene orden alo mé8|G|/n, paraj = 1, 2.

Demonstracion— SeaH el subgrupo d&; generado pos; Y z2. Denotemos pob,,
el grupo dihedral de orde?n generado pod y b, con las relaciones

a" =b* = (ab)* =1

Entonces tenemos un homomorfismo sobreyegtiv®,, — H, definido por ¢ (b) = 1
y ¢(a) = x4 * 1. Ahora, el nucleo de es un subgrupo normal d&,,. Pero los Unicos
subgrupo normales dB,, son los subgrupos trivialed }, D,, y los subgrupos ciclicos
generados por una potencia no trivialdd_os Ultimos dos casos obligaran tener que el
cocienteD,,/Ker(¢) = H es trivial 6 el elementa se proyecta a un elemento de orden
menor an, una contradiccion. Luege : D,, — H es un isomorfismo. Ahora, se puede
verificar queZ (H; z;) es isomorfo &/27Z sin es impar 6 bién isomorfod/2Z & Z /27
sin es par. En cualquier caso, el ordengidd; ;) es a lo mad.

Consideremos una descomposicion en clases lateralesiidgueG por H, es decir

G=Hxz1UHx2UHxz3U---UH %z,
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donden = [G : H|Yy z1 = Ig. Tenemos que&Z(G; z;) N H = Z(H; z;). Supongamos
gue tenemos dos elementosd@; ;) en la mismaH * z;, digamosy; = hy * 21, g2 =
he x z; € Z(G;x;). Entoncesh, * hy ' = g1 x g5+ € HN Z(G;x;) = Z(H; ;).
Luego el orden d&/(G; z;) N H * z; es el mismo orden d&(H; z;). Como tenemos la
descomposicion disjunta

Z(Gyzj) = (Z(Gyz;) NH)U (Z(Gyzj) NH % 29) U+ U (Z(Gs25) N H * zy,),

tenemos de lo anterior que el orden 8éG; x;) es igual &(G : H] veces el orden de
Z(H;xj), es deciralo més$|G|/|H| = 2|G|/n. O

Ejemplo 6.0.53 — Consideremos un grup@, x) y denotemos poé,,,. el subgrupo
generado por todos los elementos de orden finit6'd8i & tiene orden finito yy € G,
entonceg * h * g~ ! tiene el mismo orden finito gue Como los elementos d&,,,. son
de la formaz; * xg * - - - % z,,, dondex; € G tienen orden finito, obtenemos qag,,.

es un subgrupo normal d&. Es claro que sG es de orden finito, entoncés = Gy,
Podemos tener grupd@s de orden infinito corG = G, por ejemplo, consideré&

el grupo generado por las reflexiones de Mohifs) = —zy B(z) = —z + 1. Este
grupo contiene a la translacid®o A(z) = z + 1 y luegoG es infinito. Por otro lado,
A, B € Gy, aseguraqu& = Gy,,-. De manera mas general(sipuede ser generado por
elementos de ordenes finito, entonc¢és= Gy,,. Si G no contiene elementos de orden
finito diferentes del neutro, entonc€s,,. = {I}. Un grupo que tiene la propiedad que
sus elementos diferentes de la identidad no tienen ordém, fas decirG,,. = {Ig} son
llamadosgrupos sin torsién

Dado un subgrup@/ de un grupo dad¢G, ), lo més probable que ocurra es gide
no sea un subgrupo normal d& Una de las cosas que podemos hacer es considerar el
subgrupo normal mas pequefio@ejue contenga &/,

((H))
el cual resulta ser la interseccion de todos los subgrupasales deG que contienen
a H. Tal coleccion sobre la que hacemos la interseccidn no déa yaqueG pertenece
trivialmente a esta. Llamamos a tal subgrupo normaélasula normabtlel subgrupd.
El siguiente es claro por la definicion.

Proposicion 6.0.54— H = ((H)) siy sélo siH es subgrupo normal d&'.

Otra cosa que podemos hacer es considerasrehalizadorde H, definido por
Ng(H)={geG:g+xHxg ' = H}

Puede ocurrir quéV(H) no sea un subgrupo normal d& Es claro que cada €
H debe pertenecer &g (H), ya que sit € H, entoncesh ! xt x h € H y luego
hx(h=t %t h)xh~! =t. De esta manerd] es un subgrupo d&¢(H). Como cada
elemento deV(H) tiene la propiedad de conjughr en si mismo, obtenemos que :
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Proposicién 6.0.55— H es subgrupo normal d&¢ (H).






CAPITULO 7

PRODUCTOS DE GRUPOS

7.1. Producto Directo de Grupos

Una de las maneras de producir nuevos grupos a partir decaglaos es por medio
del producto directo. Sef(G;, *;) : 7 € J} una coleccién no vacia de grupos (finita o
infinita). Formemos el producto cartesiano

16 ={:7-UGi:fG)eGy}
JjeJ JjeJ
La operacion binaria es dada por

[xg(G) = fi*jg;

Proposicion 7.1.1 — La operacion binaria asi definida define gfy_ ; G; una estruc-
tura de grupo, llamado gdroducto directale los grupogs;, j € J.

Demonstracion— La asociatividad es equivalente a la asociatividad carmada a co-
ordenada. El neutro es dado gordondel(j) = Ig,. El inverso de cadd < Hje, G;
es dado poy ~'(j) = f; . O

Observacion 7.1.2— Cuando cada grup@; es un grupo Abeliano, usualmente habla-
mos de la en vez del producto directo y se acostumbra a denptar

Da

JjEG

Ejercicio 7.1.3 — Supongamos qu&y, k = 1,2, 3, ...,n sonn grupos finitos. Verificar

Por cada < J tenemos de manera natural la inclusiéon
i : Gp — H G;

jeJ
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definido por

) . Io. 14k
’Lk({E)IJ*)HGjI]—){IEG] J#

jeJ j=k

Ejercicio 7.1.4 — Verificar quei, : G, — ][, ; G; €s un monomorfismo, con lo cual
podemos mirar cad@j, como subgrupo de su producto directo.

Proposicion 7.1.5 — Consideremos dos grupos ciclicoH, ) y (K, -) de ordene®

Yy g, respectivamente. Supongamos gueq son relativamente primos, es decir el Unico
factor positivo entero comun ésEntonces el producto direcid x K es un grupo ciclico
de ordenpg.

Demonstracion— Consideremos dos nimeros enteros positivgsque sean relativa-
mente primos, es decir no hay factores positivos comuneseatifes dé. Sea(Z, o) un
grupo ciclico de ordepq. Seanz, y y w generadores dé&, K y Z, respectivamente.
Consideremos la funcion

¢:Hx K — Z:(z%y") s wt

Este es claramente un homomorfismo de grupos. Por otro lagéz% y°) = I, en-
toncesaq + bp = 0 médulopg. Luego,p/aq y q/bp y, cOmop y g son relativamente
primos, tenemos que/a Yy ¢/b, es decirp® = I y tambiény® = I. De esta manera
obtenemos qué es un monomorfismo. Como la cardinalidadifiex Ky Z es la misma,
pq, tenemos gratis la sobreyectividad y luego el isomorfisnseaeo. O

7.2. Producto Débil de Grupos

Aligual que en la seccion anterior, consideremos una cidleate grupoq (G, *;) :
Jj € J}y consideremos su producto dire¢tb ; GG;. El subconjunto

debil

[Ie

jeJ
de[],., G, definido por aquellas funciongs: J — ;. ; G; tales quef(j) € G;, para
cadaj € Jy f(j) = I, con la posible excepcion de un nimero finito de valoreg, de
resulta ser un subgrupo, llamadgebducto débilde los gruposs;, j € J. Observemos
que si#J < oo, entonces el producto directo y el producto débil coinciden

debil

Ejercicio 7.2.1 — Verificar que[[;c; G; es en efecto un subgrupo fig; ; G;.
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Ejemplo 7.2.2 — Los productos débiles de grupos Abelianos tienen ciedpipdad
universal que pasamos a ver. Supongamaos que tenemos uocid@olée grupos Abelia-
nos{(Gj,x;) : j € J} y consideremos su producto dégil= [,  ; G;. Es claro que&~

(de hecho el producto directo) es un grupo Abeliano. Supoopgajue tenemos un grupo
AbelianoK'y una coleccion de homomorfismes : G; — A, para cadg € J. Por cada
fe H?Z}l G podemos considerar el productof) = [];. ¢;(f(4)) (el producto en

la operacion binaria d&), el cual tiene sentido ya que, excepto por un nimero finito de
idicesj € J, vale quep; (f(j)) = Ik, y los grupos involucrados al ser Abelianos no im-
porta el orden para el producto. Se puede verificarlqué& — K es un homomorfismo
que satisfacé o i; = ¢j, paratodg € J.

Ejercicio 7.2.3 — Completar los detalles del ejemplo anteriory deduciriqué& — K
es Unico con la propiedad de ser homomorfismiooyi; = ¢j, paratodgj € J.

7.3. Producto Directo Interno

Supongamos que tenemos un grujge «) y una coleccion de subgrupdd; :
j = 1,2,..,n}. Diremos queG es producto directo internade los subgrupodd;,
i=1,2,...,n,si

o: I H—=G:r=T[rG) =r0)xf@ s =f0)

je{1,2,...,n} j=1
resulta ser un isomorfismo. De esta definicion es claro queeelathentq € G se puede
escribir de manera Gnica corgo= h; * hg * - - - x h,,, dondeh; € H;.

7.4. Producto Semidirecto de Grupos

Consideremos dos grupd#l, «), (K, o) y un homomorfismo de grupas : K —
Aut(H). El conjuntoK x H junto con la operacion binaria
(k1,h1) -g (K2, h2) = (k1 o k2, by * ¢(k1)(h2))

resulta ser un grupo llamadogbducto semidirectde los grupod< y H el cual denota-
mos porG = K x H. En este caso, el elemento neutro es dadqber 1), dondel
y 1z denotan los elementos neutrosidey H, respectivamente. El elemento inverso de
(k,h) es dado potk—t, ¢p(k~1)(h~1)). Observemos también qféx } x Hy K x {15}
resultan ser subgrupos @& x H y se tiene que las inclusiones

jo H—{lg}x H:hw (1g,h)

jr K — K x{lg}:k— (k1g)
resultan ser isomorfismos. Mas aun, el subgrupoH) = {1x} x H resulta ser un
subgrupo normal d& x H.

Ejercicio 7.4.1 — \Verificar que
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(i) la operacion binariay define una estructura de grupo;
(ii) las funcionesjy y jx son efectivamente isomorfismos;;

(i) ju(H) es subgruponormal d€ x H.

Ejemplo 7.4.2 — Supongamos que tenemos un gri@o=) que contenga dos subgru-
posH y K, dondeH es normal erG, HN K = {1g} y G = HK. Consideremos el
homomorfismo de grupas: K — Aut(H) dondep(k)(h) = k*h*k~'yformemos el
producto semidirect& x H. Tenemos que : K x H — G : (k,h) — k= h resulta ser
un isomorfismo de grupos. Diremos qiiees elproducto semidirecto internde K y G.

Ejercicio 7.4.3 —
(1) Completar los detalles del ejemplo anterior.

(2) SeanG un grupo abeliandy y K subgruposdétalesquey = HKy HNK =
{1¢}. Verificar queG = H x K.

(3) SeaG un grupo,H, K < G tales qued <« Gy HK = @G. Verificar quey :
K x H— G : (k,h) — kh define un isomorfismo.

(4) SeanH,G, K grupos;i : H — G, 7 : G — K, 7 : K — G homomorfismos de
grupos tales que:
(i) i esinyectivo;
(i) = es sobreyectivo;
(i) i(H) = Ker(n);
(iv) moT = Ik.
Las condiciones (i), (ii) y (iii) dicen que la sucesion casiguiente es exacta.

1-HLGL K —1
Verificar quey : K x H — G : (k, h) — 7(k)h define un isomorfismo.
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PRODUCTO LIBRE DE GRUPOS

Ahora procederemos a generar un nuevo grupo a partir de wndsgos, pero de
manera de no producir nuevas relaciones entre los elemé&mt@s caso de productos di-
rectos o débiles, por ejemplo, cuando los grupos involwsadn Abelianos, el resultado
nos da un grupo Abeliano, es decir hay mas relaciones queitasates (solo valian en
cada grupo).

Nuevamente, consideremos una coleccién no vacia de g{igbsx*;) : j € J}.
Definimos ungalabra reducidgen estos grupos) dengitudn > 0 a una sucesion finita
(z1,...,xn), donde cada; pertenece a alguno de nuestros grupos y tienen las sigsiiente
dos propiedades :

(i) ningunz; es el neutro del grupo a cual pertenece; y

(ii) dos términos consecutivos no pertenecen al mismo grupo

Denotaremos par la palabra de longitud (usualmente llamada la palabra vacia). Sea
G la coleccidn de tales palabras. Ahora procederemos a aanstia operacionbinaria
sobre este conjunto.

1-1:=1
L (‘Tla 7I’n) = (:rlv ,SCn)
(X1y ey p) - 1= (21, 0y )

Ahora supongamos que tenemos dos palabras de longitudét/gssdigamos
(1, .y 2n) Y (Y1, -y Ym ). Queremos definir

(1, s Tn) * (Y1y ey Ym)

Caso 1 :Siz, Y y1 no pertenecen al mismo grupo, entonces definimos

(:Cla ceey :Cn) : (yla sy ym) = (mla cey Ty Y1, 7ym)
Caso 2 :Siz, y y1 pertenecen al mismo grup@;, peroz, *; y1 # Ig,, entonces
definimos

(@1, @n) - (Y15 Ym) = (T15 o0y Trm1, T %5 Y1, Y200y Yrm)
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Caso 3 :Siz, y y1 pertenecen al mismo gruge;, z,, *; y1 = Ig,, entonces exigimos,
siguiendo las definiciones anteriores,

(I’l, 71"77,) : (yh 7ym) = (mla "'awn—l) . (y27 7ym)

La operacion binaria que hemos definido recibe también ebnemleyuxtaposicion
Observemos que la,operacion binaria es asociativa poiaéfinl es neutro y cada pa-
labra reducidgxy, ..., z,,) tiene como inversa (respecto a esta operacién) a la palabra
reducida(z; !, ..., z7h).

Definicion 8.0.4 — Al grupo obtenido de esta manera es llamadpretiucto librede
los grupos{ (G, *;) : j € J}.

Notacion.Desde ahora en adelante identificaremos cada palabradedu;..., z,,), de
longitudn > 0, conxixs - - -z, (€s decir, no haremos uso del simbéle” ni de los
paréntesis.

Observacion 8.0.5— Cuando tenemos un numero finito de gruges, .., G,,, entonces
se estila usar la notacion

Gi+xGax---xG,,
para denotar su producto libre. Observemos que la defindgdproducto libre no de-
pende de ningun orden en los grupos factores, es degik s%,,, entonces

Gl*GQ*"'*Gn:Ga(l)*Go—(Q)*"'*GU(n)

De manera analoga, para el producto libre arbitrario demasaeste pof] .. ; *G;.

jeJ

Ejemplo 8.0.6 — Consideremoss; = {I;,z} (es decir, un grupo de orden luego
2?2 = 1)y Go = {I,y,4*} (es decir, un grupo de ordén luegoy® = I). Entonces
una lista de algunas de las palabras reducidas,deG, son las siguientes :
Longitud0 : 1
Longitudl : z,y, y?> =y~
Longitud? : zy, 232, yx, ¥’

1

Una propiedad universal del producto libre de grupos esgeieate. Consideremos
una coleccion de gruposG;,*;) : j € J} y su producto libre de grupqéijej *Gj.
Entonces, por cadac J tenemos naturalmente un monomorfisipo Gy, — HjeJ *G
(acadar € Gy, — {Ig,} le asigna la palabra de longitudl, y alg, le asignal). Sea
(K, 0) un grupo y supongamos gque tenemos homomorfistnasG; — K, para cada
j € J. Definamos la funcion : [, ; «*G; — K de la siguiente manera(1) = I,

y sizizs-- -, €S una palabra reducida de longitud> 0, dondex, € G;,, entonces
hMzize - zn) = @), (21) 0 ¢4, (x2) 0 - - - 0 @5, (). Resulta qués es un homomorfismo
que satisface queo i; = ¢;, para cadg € J.
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Ejercicio 8.0.7 — Verificar queh es en efecto un homomorfismo de grupos y que esta
Gnicamente definido por la condicidr i; = ¢;, para cadg € J.

Ejemplo 8.0.8 — Consideremos un espacio topoldgit¥, ) arco-conexo y local-
mente arco-conexo. Seat) B abiertos arconexos tales qdeJ B = X y AN B sea
arco-conexo y simplemente conexo. Entonceg,siA N B, tenemos que

T (X,p) = m1(A,p) *x $1(B,p)






CAPITULO 9

PRODUCTO LIBRE AMALGAMADO

Consideremos dos grup¢&', 1), (Gz, *2) y subgrupos; < G,, paraj = 1,2.
Supongamos que tenemos un isomorfimo de grupos

¢2H1—>H2

En el producto libre7; * G5 consideremos el subgrupo normal mas pequEfue
contega todas las palabras de la forma

h~'¢(h), dondeh € H;

Definicién 9.0.9 — EIl grupo cociente
Gl *¢ G2 = Gl * GQ/K

es llamado eproducto libre amalgamado pat : H; — Hs.
Observemos que #1, = {I¢, }, entoncess; x4 G2 = Gy * Gs.

Ejemplo 9.0.10 — Consideremos un espacio topologich, 7) arco-conexo y local-
mente arco-conexo. Seat) B abiertos arconexos tales qdeJ B = X y AN B sea
arco-conexo. Entonces,sic AN B, tenemos que

ﬂ-l(Xap) = 7T1(A,p) *Cf) (bl(Bap)
donded’ : Trl(Avap) < 7T1(A,p) < ﬂ-l(AUBap) - 71—1("4m va) < ﬂ-l(Bap) <
m1(A U B, p) es el isomorfismo de amalgacion.






CAPITULO 10

HNN-EXTENSION

Sean(G, =) un grupo yH, K dos subgrupos d€'. Supongamos que tenemos un iso-
morfismo¢ : H — K. Consideremos un grupo ciclico infini).

En el producto libre * (t) consideremos el subgrupo normal mas pequEfigue
contega todas las palabras de la forma

tht~'¢(h)~!, dondeh € H

Definicién 10.0.11 — EI grupo cociente
Gxy =G (t)/K
es llamado I&HNN-extension dé/ por¢ : H — K.

Ejemplo 10.0.12— Consideremos un espacio topoldgic®, 7) arco-conexo y local-
mente arco-conexo. Seah B abiertos arconexos tales qden B = ). Supongamos
gue tenemos un homeomorfisthio: A — By consideramos el espacio topol6gi&g:
obtenido al identificar cada puntoc A con cada punt@’'(a) € B. Entonces, $h € X,
tenemos que

T (XF,p) = m(X,p)*s
dondeg : m(4,p) < m(X,p) — m(B,p) < m1(X,p) es el isomorfismo de HNN-
extension.






CAPITULO 11

GRUPOS LIBRES

La construccién anterior de productos libres podemosaipark construir cierto grupo
a partir de un conjunto dad®. Este grupo tiene la propiedad de ser generad&poser
el mas grandeon tal propiedad.
Supongamos qué = {z; : j € J} # (. Entonces por cadac J definimos el grupo
F,={1,= m(;,x]j-d,x;&, ...,J;f", e}

con la operacion binarig; definida por

1j*j1j:1j
lj*]zjijf:rj*]lj

n LM n+m

mj*]ac] —acj

Ejercicio 11.0.13 — Verificar que(F}, x;) es un grupo ciclico infinito generado poy,
luego isomorfo al grupo aditivid. Establecer dicho isomorfismo.

Definicién 11.0.14 — Consideremos un conjunto no vaco= {z; : j € J} # 0y
{(F;,*;) : j € J} los grupos ciclicos arriba construidos. El producto libre

VEREN)
F(S) =[] «F;
jed
es llamado egrupo libregenerado pof. La cardinalidad d& es llamado etango del
grupo libre generado pof.

Por la propiedad universal vista para los productos libvemjos que si{K, %) es
cualquier grupo para el cual existe un monomorfismo desdef€atiacia este, entonces
existe un homomorfismo desd¢, ; «F; haciai. Esto dice que el grupo libre es el
grupo mas grande posible respecto al conjunto de genesaglore
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Ejercicio 11.0.15 — Verificar que todo grupo libre de rangoes isomorfo al grupo
aditivo Z.



CAPITULO 12

GRUPOS ABELIANOS FINITAMENTE GENERADOS

12.1. Grupos Abelianos Libres

Dado un conjuntes = {z; : j € J} # (), consideremos el grupo libre generado
por S, es decirF'(S). Este grupo no es Abeliano y de hecho no hay relaciones estre |
diferentes generadores.

Definicion 12.1.1 — La abelianizacion dé&'(S), es decir
F(8)™ = F(S)/[F(S), F(S)]

es llamado eyrupo libre abelianagenerado por el conjunts. El rango deF'(S5)**¢! es
el rango deF'(S), es decir, la cardinalidad d&

Ejercicio 12.1.2 — SeaS = {1, ..., z,, }. Verifique que

F(S)abel ~ @Z
j=1

Supongamos que tenemos un grupo Abelig@p«) que es generado por el conjunto
{z; : j € J} C G. Consideremos un conjunto= {y; : j € J} y formemos el grupo
libre F'(S). Entonces tenemos un homomorfismo sobreyectivo naturalpiad

¢:F(S)— G

definido por la propiedad qu&(y;) = z;, j € J. Entonces tenemos que el subgrupo
de conmutadored'(S), F'(S)] es subgrupo del nicleo de tal homomorfismo, es decir,
tenemos inducido un homomorfismo sobreyectivo

¢abel . F(s)abel =G

ElndcleoK de¢®’® es exactamente r(s) r(sy (Ker(¢)), donder|p s, r(s) : F(S) —
F(S)ab¢ es la proyeccion natural. Tenemos ahora un isomorfismo

G = F(S)"/K
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12.2. Grupos Abelianos Finitamente Generados

En el caso particular qu&, ) es grupo Abeliano finitamente generado, digamos por
Z1,..-4Ln, €Nntonces de lo anterior tenemos que

G éz /K
j=1

es decirG es la imagen homomorfa de un grupo Abeliano libre de rangmfiAhora,
en este caso, tenemos el siguiente resultado que puedédranseren J].

Proposicién 12.2.1— SeaF un grupo abeliano libre de rango finitoy K un subgrupo
no trivial deG. Entonces existen una bage, ..., z,,} de F'y enteros positivod,...,ds,
para ciertos < n, de manera qué; divided; , y K tiene base dada pdfzS’, ..., z%}.
En particular,

F/IK=|Pz|e <@ Z/de>
j=1 k=1
Luego, como consecuencia de la proposicion 12.2.1, tengom®s

! s
G =~ @Z ® (@Z/d,ﬂ) ,
j=1 k=1

donded;,....,ds son enteros positivos tales gdgedivide d;,. Observemos que necesa-
riamente en este caso tenemos

Gror = éZ/de.

k=1
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GRUPOS COMO COCIENTE DE GRUPOS LIBRES

Consideremos un conjuni# () y el grupo libreF'(S) generado pof. En la seccién
anterior usamos el subgrupo normal dado por los conmutsgdesedecifF'(S), F'(.9)]
para obtener un grupo Abeliarfd(S)*t = F(S)/[F(S), F(S)]. De manera mas ge-
neral, supongamos que tenemos dado un subgrupo nornia( &g digamosN, en-
tonces tenemaos un grupo cocieite= F(S)/N y un homomorfismo sobreyectivo na-
turalmy : F(S) — G. Tenemos quen (S) C G es un conjunto de generadores@e
Cada palabra € N determina una relacion entre los generadores inducidoS paiG
y estas son todas. De hecho, no es necesario consideratdsgedabras dé&V para ver
todas las relaciones &n; basta considerar un conjun®C N de generadores d€. Asi,
todas las relaciones €nson consecuencia de las relacionefeMas aln, supongamos
queT C R estal queN es el subgrupo normal dé(S) méas pequefio que contiefie
entonces todas las relaciones(@son consecuencias de las relaciones inducida®'por

Ejemplo 13.0.2 — SeaS = {z,y} y F(S) = Z x Z el grupo libre de rang® generado
por S. Tomemos un entero positivoy consideremod’ = {22, y", (zvy)? := zyzy}. En
este caso, el grupo cocierie= F'(S)/N esta generado por

() =X, an(y) =Y

y satisfacen las relaciones
X?=Y"=(XY)=1

La relacion(XY)? nos dice que todos los elementos@epueden escribirse como
XY? dondea = 0,1y b = 0,1,...,n — 1. Esto nos dice qué&' tiene a lo man
elementos. Por otro lado, si dos elementos de esta formaideimn entonces debemos
tener enF'(S) una relaciénz?y® = 1, lo cual es solo posible paa = b = 0. En
particular,|G| = 2n. El grupo que hemos construido es llamadgmipo dihedralde
orden2n y usualmente denotado po,.

Ejercicio 13.0.3 —



60 CAPITULO 13. GRUPOS COMO COCIENTE DE GRUPOS LIBRES

(1) Sean un entero positivo y sean las siguientes transformaciomé&ibiusU (z) =
e™/?"2y V(z) = 1/2. Considere el subgrupo derm(C) H generado pot/ y V.
Verifique queH = D,,.

(2) Considere un poligono regular c R? den > 3 lados. Considere el grupo de
isometrias deP respecto al producto interior usual, digamieem (P). Verificar
quelsom(P) contiene un subgrupo de indice dos (luego normal) que eisom
D,.

Ejemplo 13.0.4 — SeaS = {z} y F(S) = Z el grupo libre generado pdt. Seal’ =
{z"}, para algim € {1,2,3,...}. Entoncess = F(S)/N resulta ser un grupo ciclico
de ordem.

En forma reciproca, partamos de un gripb ) y tomemos un conjunt§ de gene-
radores de&. Formemos el grupo libr&'(S) generado pof' y consideremos la funcion

Q:F(S)—G
definida por la regla
Q1) =Ic

Q(x1x2"'$n):-Tl*l’g*---*xn

Ejercicio 13.0.5 — Verificar que@) es un homomorfismo sobreyectivo.

SeaN = Ker(Q). Entonces tenemos qué(S)/Ker(Q) = G, es decir, todo grupo
puede obtenerse por el procedimiento anterior. Lo mas iraptar de todo lo dicho en
esta seccion es que cada grupo puede ser representado podamed

Generadores y Relaciones

es decir, de la forma
G=(ST)

Ejemplo 13.0.6 —

D, =(X,Y: X% Y" (XY)")
el grupo dihedral de orde2rn, que resulta ser el grupo de isometrias Euclidianas de un
poligono regular plano de lados,

Z/nZ = (A: A"y = (U, V :U",UV)

el grupo ciclico finito de orden, que resulta ser el grupo de isometrias Euclidianas de
los rayos que unef?, 0) con cada raiz—ésima de la unidad,

Ay = (A, B: A°, B* (AB)?)
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este grupo es llamado el grupo alternante en cuatro leteswta ser el grupo de isome-
trias Euclidianas de una piramide regular centrad@ei 0) € R3,

Si=(A,B: A* B? (AB)?)
este grupo es el grupo simétrico en cuatro letras (isomdplem({1, 2, 3,4})) y resulta
ser el grupo de isometrias Euclidianas de un cubo reguléracknen(0,0,0) € R?,

A5 = <AvB : A55B25 (AB)3>
este grupo es llamado el grupo alternante en cinco letrasujtaeser el grupo de isome-
trias Euclidianas de un icosaedro regular centrad®ghn 0) € R3.

Ejercicio 13.0.7 — Calcular las tablas de multiplicacion de cada uno de lapag an-
teriores y determinar sus ordenes. Represente estos groipoedio de transformaciones
(extendidas) de Mdbius y también por rotaciones espaciales






CAPITULO 14

GRUPOS DE PERMUTACIONES FINITOS

Como hemos visto al comienzo de estas notas, podemos mid@gtapo como sub-
grupo de un grupo de permutaciorigsm(X) para cierto conjunto no vaci&. Esto
nos esta diciendo que seria bueno el poder entender un pec@iesigrupos. Para sim-
plificar el trabajo, consideraremos sélo conjuntos fini@smo todo conjuntdX finito
de cardinalidadh > 0 es biyectivo al conjuntd1,2,3,...,n}, y tenemos que en este
casoPerm(X) y Perm({1,2,...,n}) son necesariamente isomorfos, bastara considerar
X = {1,2,...,n}. Como habiamos dicho antes, usaremos el simSplpara denotar
Perm({1,2,...,n}). Este grupo recibe también el nombregiepo simétricaden letras.
Antes que nada, veamos algunas notaciones que nos simglifiekirabajo.

Definicion 14.0.8 — EI simbolo (a1, as,...,ax), dondek € {2,3,...n}, a; €
{1,2,...,n} y a; # a, paraj # r, denotard la permutacion que envigaen az, as
enas,...,ax_1 €Nag, ax €na; Yy fija todos los otros elementos. Este es llamadacicto
de longitudk. Cuandok = 2 hablamos ddransposicione®n vez de decir un ciclo de
longitud dos.

La operacién de dos ciclos corresponde a la composiciénsddos permutaciones
que definen, es decir de derecha hacia la izquierda, por Ejgm®)(2,3) = (1,2, 3),
(2,3)(1,2) = (1,3,2).

Ejercicio 14.0.9 — Calcular la cantidad de ciclos de logitbide {2,3,...,n} que hay
ens,,.

Ejemplo 14.0.10— Consideremos = 3. En este caso tenemos gfg esta formado
por el neutrol, las transposiciones = (1,2), b = (1,3), ¢ = (2,3) y los ciclos de
longitud tresd = (1,2,3) y e = (1,3,2). Observemos que = d~!, dad~! = cy
d~tad = b. Es decir queS; esta generado pary d. Observemos que valen las relaciones
a’* =1,d> = I ycomoad = (2,3), entoncegad)? = I.
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Ejercicio 14.0.11 — Verificar que toda otra relaciafs es consecuencia de las tres re-
laciones dadas en ele ejemplo anterior. Verifique que existsomorfismo entrés y el
grupo dihedraDs.

Ahora, si consideramos una permutaciog S,,, entonces podemos escribirla como
producto de un numero finito y disjunto de ciclos. Para ver, gsimero consideramos
el subconjunta/ C {1,2,...,n} que son los puntos fijos de la permutacidrEntonces,
tomamos el menor elementg € {1,2,...,n} — J y formamos el ciclo

Cy = (a1,a9 = o(ay), a3 = o*(ay), ..., ax, = akl_l(al))
dondec*' (a;) = a;. Ahora, consideramos el menor elemento{de2, ...,n} — (J U
{a1,as,...,a;}), digamod,. Entonces formamos el ciclo

Cy = (by,by = o(b1), b3 = 6%(b1), ..., bp, = "2~ (b1))
dondes*2(b;) = b;. Como el conjuntd1,2, ..., n} es finito, obtenemos por este procedi-
miento una coleccidn finita de ciclos, digant®s..., C.., de respectivas longitudés, ...,

k.. La inyectividad der asegura que dos cualquiera de tales ciclos deben ser disjunt
Ahora no es dificil darse cuenta que

0‘20102-"07-

y ademas el orden de los ciclos no afecta al producto. Ercpkatji hemos obtenido el
siguiente resultado.

Proposicién 14.0.12— EIl grupo simétricaS,, esta generado por todos su ciclos.

Por otro lado, cada ciclo puede escribirse como productadsposiciones. En efecto,
consideremos un cicl@, ..., a;), entonces tenemos que

(a1, ...,ax) = (a1,ar)(a1,ak-1) - - - (a1, a3)(a1, az)

es decir, tenemos el siguiente.

Proposicion 14.0.13— EI grupo simétricoS,, esta generado por todas sus transposi-
ciones.

Corolario 14.0.14 — EI grupo simétricoS,, esta generado por el ciclo de longitud
dado pora = (1,2, 3, ...,n) y la transposiciérb = (1, 2).

Demonstracion— Primero que nada, observemos gye= a~'ba = (n,1), by_1 =
a=%ba? = (n—1,n),bp_2 = a3ba® = (n—2,n—1),....,bo = aba~! = (2, 3). Defina-
mosb; = b. Segundocg = bbb = (1, 3), ¢4 = c3bscg = (1, 4), 5 = cabyey = (1, 5),...,

Cn—1 = Cp—2bn_2c,—o = (1,n — 2). Hasta ahora hemos logrado obtener todas las trans-
posiciones de la formél, k), k = 2,3, ...,n. Ahora, conjugando estas transposiciones
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porat, dondet = 1,2,3,...,n — 1, obtendremos todas las transposiciones posibles. El
resultado entonces sigue de la proposicién anterior. O

SeaA,, el subconjunto de,, formado por todos los productos de un nimero par de
transposiciones junto a la permutacion triviaEntonces como

((1117 a2)(a:37 a4) ce (a2k+1, azk)r1 = (02k+17 a2k>(a2k717 a2k72) ce (ah az)
tenemos qued,, contiene los inversos de sus elementos. Por otro lado, sinex el

producto de dos elementos de,, entonces el resultado sigue siendo un producto de un
ndmero par de transposiciones.

Proposicién 14.0.15— A,, es un subgrupo de,, llamado elgrupo alternanten n
letras.

Nuestra definicién del grupo alternantg, no deja afuera la posibilidad de que sea
todo el grupasS,,. El siguiente resultado nos dice que esto no es cierto.

Proposicién 14.0.16— No es posible escribir una misma permutacién como el pro-
ducto de un ndmero par de ciertas transposiciones y tamta@mocel producto de un
namero impar de otras transposiciones.

Demonstraciébn— Supongamos que tenemos una permutagiénsS,, que puede escri-
birse de dos maneras diferentes como :

o=010z---0_1

0 = p1p2 -+ l2r
donded;, 1, son transposiciones. Entonces tenemos que la identidado ! de poder
escribirse como un producto impar de transposiciones. 181gnos entonces que tene-
mos

I=mm T

donder; son transposiciones. Queremos ver que obligatoriametéde ser par, dando
una contradiccion a lo anterior. Seac {1,2,...,n} tal que aparezca en alguna de las
transposiciones; y consideremos;,, la primera transposicion (de derecha a izquierda)
gue contengan. Debemos tenejf,, > 1 ya que sij,,, = 1, entonced no fija am, una
contradiccion. Miremos las posibilidades paja_17;,, :

(m,z)(m,z) = 1T

(m,y)(m,z) = (m,z)(z,y)
(y,z)(m,z) = (m,2)(y,z)
(@, y)(m,z) = (my)(z,y)

Esto dice que podemos reemplazgr_,7;,, por otro par de transposiciones de ma-
nera que ahora la primera transposicion (de derecha a idayieonteniendon sea
Ti.—1, O bien la cantidad de transposiciones nuevas a decrecido &demas en las
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nuevas transposiciones s6lo aparecen los enteros que nei@meen las transposiciones
originales. Como no podemos llevar a la primera transposicion, debemos en algin
momento hacer decrecer en un nimero par de transposicintessde hacer desapare-
cerm de todas las nuevas transposiciones. Si procedemos de astaanpor cada valor
en las restantes transposiciones y lo eliminamos, entdacastidad de transposiciones
decrece en un nimero par positivo. Luegdgbe ser par. O

Por ejemplo, la transposiciofi,2) ¢ .A,. Pero como el producto de dos permu-
taciones, cada una de ellas siendo el producto de un nimeer e transposiciones,
resulta ser un producto de un nimero par de ellas, obtenemedS q .A,,] = 2 y luego
A,, es un subgrupo normal de indice dos en el grupo siméfsjchas permutaciones en
A,, son llamadapermutaciones pareslas que no son llamadagrmutaciones impares

Proposicion 14.0.17— EIl grupo alternanteA,, es un subgrupo normal d&,, de he-
cho, un subgrupo de indice dos.

Demonstracion— Sitomamos dos permutacioneg A, i € S,,, entonces o~ ! es
producto par de transposiciones. De esta manera, obted@masnalidad. Otra manera
de ver esto es qud,, tiene indice2 y, como consecuencia de la proposicion 5.0.24, este
es un subgrupo normal. O

Ya hemos visto que un ciclo de longitéd> 2 puede escribirse ccomo un producto
de(k — 1) transposiciones. Luego, todo ciclo de longitud impar pexte aA,,. Por otro
lado, el siguiente resultado dice que todo ciclo de longitutho puede pertenecerds,
ya que este es subgrupo normal diferent®,a/ este Ultimo es generado por todos sus
ciclos.

Proposicion 14.0.18— Todo ciclo de longitud > 2 es conjugado al cicl6l, 2,3, ..., k).

Demonstracion— Sea el ciclar = (as, ..., ax) y considere cualquier permutacién
que satisface(a;) = j. Entoncesrzo™! = (1,2,..., k). O

Por lo anterior, todo ciclo de longit@dpertenece &,,. El siguiente muestra que estos
le generan.

Proposicion 14.0.19— El subgrupaA,, esta generado por todos los ciclos de longitud
3.

Demonstracion— Un ciclo de longitud, digamos(a, b, c) = (a,c)(a,b), pertenece

a A,. Como las permutaciones dg, se escriben como producto de un nimero par de
transposiciones, bastara con verificar que el producto si&rdoesposiciones diferentes es
producto de ciclos de longitudd Esto se ve como sigue :

(a,b)(a,c) = (a,c,b)
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(a,b)(e,d) = (a,b)(a,c)(c,a)(e,d) = (a,c,b)(c,d, a)

Ejemplo 14.0.20 — Por lo dicho anteriormente, cada permutacion puede bes®i
como producto disjunto de ciclos. Como hay ciclos de diteetongitudes, podemos
preguntarnos cuantos ciclos de una longitud dada hay. Laytecién identidad, el
neutro, diremos que es un ciclo de longifudPara cad € {1, 2, ...,n} denotemos por
ny el nimero de diferentes ciclos de longitudjue tenemos en el grupo simétrisg.
Es claro quen; = ny que par& € {2, 3, ...,n} tenemos que

n nl(k —1)!
==} ) = Ho

ya que para formar uk-ciclo, debemos escogérindices diferentes efll, 2,3, ...,n}
y ademas tener en cuenta que un ciclo no cambia por una peréruticlica de sus
componentes.

Ahora, tomemos una permutaciéne S,, y escribamosla como producto de ciclos
disjuntos. En esta descripcion aparecen una cantigldé transposiciones, una cantidad
vs de ciclos de longitud, ..., una cantidad,, de ciclos de longitua. Es claro quey,, €
{0,1} y que siv,, = 1, entonces es un ciclo de longitud. Denotemos pow; la cantidad
de puntos fijos pos en el conjuntd(1, 2, ..., n}. Debemos tener la igualdad

v, +2v+3v3+ -+ nv, =n

ya que la permutaciom actlia sobre puntos. Por ejemplo, tomemas= 6 y considere-
mos la permutacion = (1,2)(3,4). Entonces tenemas =2, v; = 2,v3 = vy = v5 =
Ve = 0.

Dos permutaciones con el mismo tipo de descomposicion éscis decir, que cor-
responden a los mismas, vs,...,v,, SON siempre conjugados 8R. En forma reciproca,
dos permutaciones que son conjugadas tienen la misma dgss@mn. Diremos que dos
permutaciones son de la misma clase si estos son conjudgzsioslefine una relacion de
equivalencia eis,,. Podemos preguntarnos por la cantidad de clases de coifjngie-
rentes hay. Para resolver esto, nos conviene que escritgisiseema lineal

v+ v2 + - vy =
+ V2 + ‘e Un = /’LQ
Un = Hn

restricto a las condiciones
w1+ pe+ -ty =n
1> o > 2> iy >0

De esta manera, primero buscamos todas las solucipres., u,,) satisfaciendo las
dos ultimas propiedades y luego por cada solucion analigahsistema lineal por el
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método de Cramer. En otras palabras, la cantidad de diésretases de conjugacion en
S, es igual al nimero de solucion@s, ..., 1,) de las dos ecuaciones anteriores.

Por ejemplo, consideremas= 3, es decirS;. En este caso, las soluciones son dadas
por (w1, 2, u3) € {(1,1,1),(2,1,0),(3,0,0)}. Para el primer triplg1,1, 1) tenemos
v = vy = 0y vs = 1, es decir log-ciclos (forman una clase de conjugacion formada de
dos3-ciclos). Para el segundo trip(2, 1,0) tenemos; = vy = 1y v3 = 0, es decir los
2-ciclos (forman una clase de conjugacién formada de2tedslos). Para el tercer triple
(3,0,0) tenemos, = v3 = 0y v; = 3, es decir la clase formada de s6lo la permutacion
trivial.

Observacion 14.0.21— La cantidad de clases de conjugacion en el gi&ipes impor-
tante en la teoria de representaciones lineales (que vereman préximo capitulo). Tal
namero coincide con el nimero de representaciones irdeldsale tal grupo.

También podemos ver cual es el nimero de permutacion8s qoe tienen una des-
composicién similar (mismos valores dg), es decir, cuantas permutaciones pertenecen
a una clase de conjugacion dada. Para esto, primero hay cpgees; puntos fijos, es

decir,
n B n!
U1 o vl!(n—vl)!

posibilidades. Ahora hay que escoger de los restantes puptpares disjuntos y sin
importar su orden, es decir,

Uiﬂ(n2v1 ) ( non > < n1;14)< non 2y >

B (n—wp)!
- 2025!(n — vy — 209)!
Ahora hay que escoger de los restantes puniosios disjuntos y sin importar su
orden, es decir,

1 [ n—wv —2uv n—vi—2v—-3 Y n—uv; —2vp —3(vg—1) \
v3! 3 3 3 o

B (n — —vy — 209)!
~ 3usugl(n — vy — 2vp — 3u3)!
En forma similar para los restantes. Uno obtiene que el nditogal que buscamos es
el producto de todos los anteriores, es decir

n!

v112v20513v3 03! - - - nVn o, |

Ejercicio 14.0.22 —
(i) Verificar queA,,,n > 5 es un grupo simple, es decir, no posee subgrupos normales
no triviales. Analizar los casod; y Aj.
(i) CalcularZ(S,,).



PARTE I

ACCION DE GRUPOS Y APLICACIONES



En este capitulo estudiaremos las propiedades de los gpgparedio de acciones
sobre conjuntos como grupo de permutaciones. Como apitae estos conceptos ob-
tendremos los teoremas de Sylow, los cuales dan informaoidnre grupos finitos. Luego
miraremos un ejemplo particular que corresponde a lasseptaciones lineales.



CAPITULO 15

ACCION DE GRUPOS SOBRE CONJUNTOS

Definicion 15.0.23 — Una accion por la izquierda de un grupdG,*) sobre un
conjuntoX # ) es por definicién un homomorfismo

¢ : (G, %) — (Perm(X),0)

Un homomorfismo
¢ : (G,*) — (Perm(X),0)
donde(Perm(X),3) es el grupo reflejado dPerm(X), o), es llamada unaccion por

la derecha de un grup(G, *) sobre el conjuntaX. Si el homomorfismo en cuestion es
ademas inyectivo, entonces hablamos deagwon fiel

Consideremos el isomorfismo natural
7 : (Perm(X),0) — (Perm(X),3) : 0+ o}

y una representacion por la izquierda (G,*) — (Perm(X), o). Entonces tenemos
quet o ¢ : (G,*) — (Perm(X),3) nos d& una accion por la derecha, la cual es fiel si
y solo si¢ es fiel. Reciprocamente, si tenemos una accion por la detechér, «x) —
(Perm(X),5), entoncesr—! o v : (G,*) — (Perm(X), o) nos da una accién por la
izquierda, la cual es fiel si y sélosies fiel.

Lo anterior nos permite tener una biyeccion natural eng@tziones por la derechay
acciones por la izquierda de un grupo d&dox) sobre un conjunto fijo\.

{Acciones por la izquierda— {Acciones por la derecha

p—tp=T1o0¢
Por lo tanto, desde ahora en adelante nos preocuparemosaieesor la izquierda;

los resultados equivalentes para acciones por la dereotiatiseen usando la relacién
anterior.



72 CAPITULO 15. ACCION DE GRUPOS SOBRE CONJUNTOS

Observacion 15.0.24— A veces unaaccion por laizquierda (G, x) — (Perm(X), o)
se escribe como una funcién

n:GxX —X:(g,z) = n(g,z) = d(g)(x)
la cual satisface las siguientes propiedades :
() n(Ig,z) = z, paratodor € X ;
(i) n(g = h,x) =n(g,n(h,z));
(i) n(g,-): X — X : 2 — n(g,x) define una permutacion de.

Ejercicio 15.0.25 — Considere una funcion: G x X — X satisfaciendo

() n(Ig,z) = z, paratodor € X ;

(i) (g *h,z) =n(g,n(h,z));

(i) n(g,:): X — X : x — n(g,z) define una permutacion de.
Verifiqgue que existe un homomorfismp : (G,*) — (Perm(X),o) de manera que
n(g,z) = ¢(g)(x). Mas aln, verifique que condicion (i) es consecuencia deals |
otras dos (Ind. Llam&" = n(Ig,:) € Perm(X). Siz € X, entonces (ii) dice que
T(T(x)) = T(x) y (iii) dice queT es invertible.)

Ejemplo 15.0.26 — Consideremos un espacio topol6gico, 7), suc-algebra de Borel
Ay una medida de probabilida® : .4 — [0, 1]. Supongamos que tenemaos una accion
fiel ¢ : (G,*) — Perm(X), donde(G, %) es un grupo finito o numerable, tal qué&y) :

X — X esunhomomorfismo para cagl& G. Consideremos la relacion de equivalencia

x = y siy sélo si existg € G tal queg(g)(z) =y

y denotemos poK /G al conjunto de las clases de equivalenciaypotX — X/G ala
proyeccion natural. Podemos dotaKdG de la topologia cociente ; entoncese torna
continua y abierta (ya que la accion es por homeomorfismesjo@mos por ¢ el
o-algebra de Borel del espaclo/G. Entonces la propiedad que tien@os asegura que

Axjg = {m(A): Ac A}
Podemos entonces construir la funciBh: Ax . — [0, 1] definida por
P*(r(A)) = P(r~'(A) = P(Y_ $(9)(4))
geG
Por ejemplo, supongamos que escogenios A de manera quel N ¢(g)(A) = 0
paratoda € Gy P(A) > 0. Entonces tendremos que
P*(w(A)) = Y P(6(9)(A))
geG
En esta situacion tendremos quesses infinito, entonces para cada sucedign} en
G vale que
lim P(¢(gn)(A)) =0

n—-+4oo
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y, en particular, no podemos pedipé) estar contenido en el grupo de homeomorfismos
de X que preservan la medida

Ejemplo 15.0.27 — Recordemos de las primeras secciones del capitulo @nébo-
momorfismo de grupos

¢ : (G, %) — (Perm(G),0) : g — ¢(g)
donde
$g)(x) =gxax g™
En este caso tenemos una accion por la izquierda del t&po sobre el conjuntd:.

Ejemplo 15.0.28 — Consideremos una funcion diferenciable
X:QCcR"—-R"
dondef2 es una region del espadi’. Miremos el sistema dinadmico
¥ = X(x)
Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones, tes@uwe para cada < €2
existe una unica soluciér(-, p) : R — § del sistema anterior con la condicia(0, p) =

p. Mas aln coma:(t) = z(t + s,p) es también solucion del sistema para la condicion
x(0) = z(s, p), tenemos la relacion

x(t+ s,p) = x(s, z(t,p))
Esta relacion nos permite construir la accién del grupavadi sobre2 como
61 (R,+) — (Perm(Q),0) : t — a(t,)

donde
z(t,): Q— Q:p— z(t,p).

Definiciéon 15.0.29 — Supongamos que tenemos una acgionG, «) — (Perm(X), o).
(i) La érbita de un puntar € X por la accién anterior es el conjunto de puntos que
recorrer por efecto de)(G), es decir,

Orb(z) = {o(g)(x) : g € G} C X

(i) El estabilizadorde un puntar € X por la accion anterior es el conjunto de ele-
mentos d&~ que tienen a como punto fijo, es decir,

Stab(x) ={g€ G:¢(g)(x) =2} CG

Proposicion 15.0.30— Para cadax € X tenemos que el estabilizadStab(z) es un
subgrupo d€G, ).
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Demonstracion— Como ¢(Ig) = 1, la permutacién identidad, tenemos que
Ic € Stab(z), luego, Stab(z) # 0. Sig € Stab(z), entoncess(g)(x) = x, luego
o(9)~'(z) = z. Asi, ¢(g7")(2) = ¢(9)7'(z) = z, es decirg(¢g™") € Stab(z).
Seang,h € Stab(x), es decirg(g)(x) = = = ¢(h)(z). Entoncesg(g * h)(z) =
?(g)(@(h)(z)) = ¢(g)(x) = z, es decirg x h € Stab(x). O

Ejercicio 15.0.31 — Verificar que dada una accion
¢: (G, *) — (Perm(X),0)
la relacion
x = y Si y sélo si existg € G tal queg(g)(z) =y
define una relacién de equivalencia &n Las clases de equivalencia son las 6rbitas. Al

conjunto de las clases de equivalencia la denotaremoXpo(G) o simplemente por
X /@G en caso de no haber confusion de la accion.

Es claro que para cadac X, la representacion(G) actia como permutaciones del
conjuntoOrb(z), por definicion de érbita. Luego tenemos una funcién induéid G —
Orb(z) : g — F(g) := ¢(g)(x). Esta funcion es sobreyectiva. Observemos ademas que
F(g) = F(h) es equivalente a tener= g—! x h € Stab(z). Reciprocamente, para cada
t € Stab(x) y cadag € G vale queF (g xt) = F(g). En otras palabras, tenemos el
siguiente :

Proposicion 15.0.32— Para cadaz € X tenemos una biyeccion natural entre el
conjunto de clases lateral€s/Stab(z) y la 6rbita Orb(x). En particular,

#O0rb(z) = [G : Stab(x)]

Ejemplo 15.0.33 — Una acciény(G, ) — (Perm(X), o) es llamada unaccién tran-
sitiva si existe un punta;, € X tal que su orbita es tod&, es decirOrb(zy) = X.
Como todo punta: € X pertenece @rb(z), tenemos quérb(z) = X. En este caso
la proposicion 15.0.32 nos dice gi(@ : Stab(x)] es independiente dec X . De hecho,
si tomamogy € G tal queg(g)(zo) = x, entonces

Stab(z) = g * Stab(xg) * g~ *

Reemplazandd por la érbitas de los puntos d€, la Gltima parte del ejemplo anterior
nos d4 el siguiente.

Proposicion 15.0.34— Seap(G, x) — (Perm(X), o) una accion. Si dos puntasy €
X pertenecen a la misma 6rbita, entonces sus estabilizadoresonjugados e@.
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Ejemplo 15.0.35 — Consideremo¥ como el conjunto de todos los subgruposiig
la accion
¢: (G, %) = (Perm(X),0) : g — ¢(g)
definida por
$g): X =X :H—gxHxg !
En este ejemplal! es subgrupo normal d& si'y solo siOrb(H) = {H}.

Ejercicio 15.0.36 — Sea(G, ) un grupo finito yH un subgrupo dé&. Considere la
accion
¢: (H,*) — (Perm(G),0) : h — ¢(h)
donde
¢(h):G—G:9g—hxg
Verifique que para todg € G vale queStab(g) = {Ig} y que#Orb(g) = |H|.
Utilice el hecho qué> es la unién disjunta de sus orbitas para reobtener el tecdema
Lagrange.

Ejemplo 15.0.37 — Consideremos un grupo de transformaciones de Mébiudaaen
gla de la composicion, digam@s. Entonces tenemos una accion natural (G, o) —

o~

(Perm(C), o) dada por biholomorfismos :

az+b

cz+d

a,b,e,d € C, ad — bc = 1. El estudio de este tipo de acciones es parte del estudio de
grupos Kleinianos que veran en el seminario de geometriglegn

A:C—C:zm ¢p(A)(2) =

Consideremos un conjunto finith # ), un grupo finito(G, %), una acciéng :
(G,*) — (Perm(X),0) y el conjuntoU = {(g9,z) € G x X : g € Stab(x)}. Por
cadag € G denotemos poFiz(g) = {z € X : ¢(g)(x) = =} al conjunto de puntos
fijos enX porg en la accién dada. Entonces, podemos ver que

#U = > #Fix(g)
geG

Por otro lado, por cada € X, podemos ver que existen tantos pareg) € U como
elementos evtab(z) ; luego,

#U = > [Stab()|
reX
y como|G|/|Stab(x)| = [G : Stab(z)] = #Orb(x), tenemos que
#U = |G| Y 1/#0rb(x)
zeX

Escojamos una coleccion maximal, digamgs..., 2, € X, de elementos no equiva-

lentes poiG, es decir, cuyas 6rbitas son disjuntas y la unién de ellazdesX . Entonces,
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como la suma sobre cada orbitab(z) del valor1l/#O0rb(z) dé el valorl, la igualdad
anterior pude escribirse como

#U = [Glr

obteniendo de esta manera la siguiente relacion entre fdsfijos de los elementos de

Proposicion 15.0.38lgualdad de Burnside) — Sea¢ : (G, *) — (Perm(X),0) una
accion de un grupo finitdG, «) sobre un conjunto finito. Denotemos pola cardina-
lidad del conjunto cocient& /$(G), es decir, el nimero de classes diferentes (6rbitas
diferentes). Entonces

> #Fiz(g) = r|G]|

geG
y en particular,

. _ 1 .
r = namero de orbitas= @ Z #Fix(g)
geG

Ejemplo 15.0.39 — Veamos una aplicacion de la igualdad anterior. Supongajme
tenemos un tetraedi C R3 centrado en el origen. Este tetraedro ti¢oaras, las cuales
gueremos pintar de cuatro clores diferentes, digamos deveerde, lila y rojo. Es claro
gue hay! = 24 posibles maneras de hacer esto : (i) la eleccion de la canaigiaeemos
con azul nos da posibilidades, (ii) la elecion dejada para la que pintaredeverde €3,
(iii) la elecién para la que pintaremos de lilaz<iV) queda luego solo una posible cara
que pintar de rojo. Si consideramos el grupo de isometriadtanas (rotaciones) que
dejan invariantd’, vemos que cada elecion va a parar a otra eleccién que erctecpndo
es diferente de la anterior, sélo la estaremos mirando desaleosicion. Como el grupo
de tales isometrias e4;, el grupo alternante déletras, cuyo orden €&, vemos que en
realidad hay sélo dos maneras totalmente diferentes derfoirt = [S2 : A4]. Ahora,
miremos esto utilizando la igualdad de Burnside. En este cassideremos

X = {(Ci1;0i2;0i3;0i4) : il,ig,ig,i4 S {1,2,3,4},ij 7& Zk,j 7& k}

donde cada cfllruple esta formada por las cuatro carasigess decir#X = 24y el
grupoG = A,. La accion ded, es dada por permutaciones dedaordendas (en cada
cuadruple). Lo que necesitamos encontrar es entonasdecir, la cantidad de érbitas
diferentes. Para cadac G — {I¢} se tieneFiz(g) = 0y #Fiz(Ig) = 24. Asi, en este
caso la cantidad de Orbitas posibles-es 24/12 = 2 como era lo esperado.

Definicion 15.0.40 — Todo grupo de orden una potencia de un prpres llamado un
p-grupo.
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Ejemplo 15.0.41 — Volvamos a la accidn por conjugacion
¢ : (G, %) — (Perm(G), 0) : g — ¢(g)
donde
$9)(x) =gxz*g™!
Supongamos qué tiene orden finito, entonces tenemos las siguientes pragésd
(i) dos érbitas coinciden o son disjuntas,
(i) cadaelementa € Z(G) tiene como Orbit@rd(z) = {x},

(iii) la unién de las 6rbitas es tod@.
Como consecuecia de todo esto tenemeslacion de las clases

|G| = |Z(G)| + #Orb(x1) + #O0rb(x2) + - - - + #O0rb(x,)

dondez;, ..., z, €s una coleccién maximal de elementos no conjugadés-ery (G).

Supongamos quig+| = p”, es decir, up-grupo. Ya que
(i) #Orb(x;) > 1, puesz; ¢ Z(G),y
(i) #Orb(zx;) divide |G| = p™ por la proposicion 15.0.32,
tenemos que
#Orb(xz;) =p™ paraalgim; € {1,2,...,n}
Como consecuencjadebe dividir| Z(G)| y, en particular, tenemos el siguiente.

Proposicion 15.0.42— Seap un ndmero primo ¥{G, x) un p-grupo. Entoncef (G)
tiene al menog elementos.

Anteriormente habiamos visto que todo grupo de orden un ralpreano es un grupo
ciclico, luego Abeliano. Usando el resultado anterior podgobtener el siguiente.

Corolario 15.0.43 — Si (G, *) es un grupo de ordep?, dondep es un nimero primo,
entoncegG, *) es Abeliano.

Demonstracion— Por el teorema de Lagrangé;(G)| divide p®. La proposicion an-
terior nos dice entonces qU&(G)| € {p,p*}. En el caso quéZ(G)| = p? tendremos
G = Z(Q) y luegoG es Abeliano. Supongamos por el contrario (fi67)| = p, es decir
(G, %) no es Abeliano. Entonces la proposicion 6.0.51 nos d4 urtsaabecion. O

Ejemplo 15.0.44 — Generalizemos el ejemplo anterior como sigue.(&ka) un grupo
finito y una accion : (G, x) — (Perm(X), o) sobre un conjunto finito. Sea= #X/G,

es decir, podemos escoger, ...,z € X puntos condrbitas diferentes y cuya unién es
todo X, es decir, tenemos

#X = #O0rb(z;)

J=1
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Denotemos por
X ={r € X :¢(g9)(x) = paratody € G}

Entonces, podemos suponer gye.., z; € Xg Y Zs41, ..., & ¢ Xg. De esta manera,
#Orb(x;) = 1 paraj = 1,...,s y #O0rb(xz;) > 1 paraj = s + 1,...,7. Asi, hemos
obtenido una férmula que generaliza la ecuacion de clageslgaccion particular de
conjugacion cuandd = G.

Proposicién 15.0.4%Generalizacion de la ecuacion de clases)

Sea(G, «) un grupo finito y una accion : (G, ) — (Perm(X), o) sobre un conjunto
finito X. Sear, ..., z,- puntos conorbitas diferentes y cuya union es tdd@upongamos
quezy,..,zs € Xg Y Tst1,..., 2 ¢ Xg. Entonces

#X =#Xg+ Y #O0rb(x;)

Jj=s+1

Proposicion 15.0.46— Seap un nimero primo YG, ) un p-grupo. Entonces
#X = # X mbdulop

Demonstracién— Tenemos la igualdad

#X =#Xg+ Y #O0rb(x;)
j=s+1
y sabemos quetOrb(z;) = [G : Stab(z;)]. Pero pargy > s + 1 también sabemos
que Stab(z;) # Gy, por el teorema de Lagrangeéitab(z;)| es una potencia de no
maximal. LuegoZ}':S+1 #Orb(z;) es divisible pop como queremos. O

Ejemplo 15.0.47 — Consideremos un grupo fini{@-, *) y p un ndmero primo que di-
vida |G|. Denotemos po&? el producto cartesiano gecopias deG y consideremos el
conjunto

X ={(g1,92,-,9p) EGP : g1 xga -+ xgp = I}

Observemos quétX = |G[P~! ya que cualquier eleccion dg, ...,g,—1 € G nos
permite elegiry, = gz;ll * gp:lQ Kook ggl * gfl. Consideremos el subgrupo ciclico del
grupo simétricaS, generado por el cicle = (1,2, 3, ..., p) y la accion naturap : (o) =
Z/pZ — Perm(X ) dada por la permutacion ciclica de las coordenadas.

Usando la proposicién 15.0.46

#X = #X ) médulop

y el hecho quep divide # X, tenemos que#X ,, también es divisible pop. Como
(Ig,1g, .-, 1a) € X, tenemos necesariamente &, es un maltiplo positivo de
p, en particular, existen al menpslementos d&X . Pero(gi, ..., gp) € X () Si'y sélo
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Sigi =g2=--- =g, = gy g? = I. Este ejemplo nos muestra que exigte G — {1}
de orderp.

Proposicion 15.0.48Teorema de Cauchy) — Sea(G, ) un grupo finito yp un nu-
mero primo que divide 85|. Entonces existen elementos@eon orderp.

Este resultado nos da una definicion equivalente pagagmipo como sigue.

Corolario 15.0.49 — Seap un nimero primo. Entonces un grupo fin{@, x) es unp-
grupo si y solo si todo elemento déediferente del neutro tiene orden una potencia de
p-

Demonstracion— Es claro que 97 es unp-grupo, es decifG| = p™ para cierto > 0,
entonces, por el teorema de Lagrange, todo elemento diéedlehneutro tiene orden una
potencia de. Reciprocamente, supongamos que todo elemer diéerente del neutro
tiene orden una potencia ge Si G no es unp-grupo, entonces debe existir un nimero
primog # p que divide|G|. Por el teorema de Cauchy, debe entonces existir un elemento
de ordery, una contradiccion. O

Ejemplo 15.0.50 — Consideremos un grupo fini{@, ), p un ndmero primo que di-
vide |G|y H usp-subgrupo d&. Consideremos la accién

¢: (H,*) — (Perm(G/H),o)
donde
o(h)(gH) = (h* g)H
En este caso tenemos de la proposicién 15.0.46 la equivalenc
#G/H = #(G/H)g mbédulop
En este caso,
(G/H)n ={gH : (h*g)H =gH,h € H} =
={gH : (g ' *hxg)c Hhc H}

es decir,(G/H)y coincide con las clases laterales de los elementos del finatar
Ng(H), el cual esNg(H)/H. En particular, comgtG/H = [G : H], obtenemos

(G : H] = [Ng(H) : H] médulop

Ejemplo 15.0.51 — Sea(G, ) un grupo YH un subgrupo de indice. Formemos el
conjuntoX = G/H de las clases de equivalencia laterales derechéspte /. Como
#X =[G : H] = n, tenemos un isomorfismo natural enfferm(X), o) y S,,. Tenemos
la accion

¢: (G, %) = (Perm(X),0) = S,



80 CAPITULO 15. ACCION DE GRUPOS SOBRE CONJUNTOS

dada por
¢(9)(zH) = (g +x)H
EscribamosY = {1 H, 2 H, ..., z,, H}. En este caso, podemos mirar K€rque nos
da los elementos dé que hacen de tal accion no fiel.

n

Ker(¢) = ﬂ Stab(x;H) = ﬂ{g €G:(9*z;)H=2;H,j=1,2,...,n} =

Jj=1 Jj=1

Este ejemplo tiene dos simples consecuencias.

Proposicion 15.0.52— Si(G, ) es un grupo, finito 6 infinito, que contiene un subgrupo
de indice finiton > 1, entonces contiene también un subgrupo normal de indi¢e.fini

Demonstracion— Basta escogeK = Ker(¢) del ejemplo ya quéG : K] = [G :
H|[H : K],|G: H] esfinitoy[H : K| <nl. O

Proposicion 15.0.53— Sea(G, ) un grupo simple, es decir, no contiene subgrupos
normales diferente de los triviales. Supongamos que ekissabgrupo de&~ de indice
n > 1. Entonces existe un monomorfisfo(G, x) — S,.

Demonstracion— Del ejemplo tenemos qu€ = Ker(¢). Pero comdG, %) es simple,
tenemos dos posibilidades : @ = {Is}, en cuyo caso estamos en lo deseado, 6 (ii)
K = G, en cuyo caso obliga a ten&f = G, una contradiccion. O

Ejemplo 15.0.54 — Consideremos un grupdG,*) y una accion fiel transitiva
¢ : (G,x) — (Perm(X),0) sobre algin conjunto{ # () de cardinalidad. finita
n > 1. Comon = #X = #O0rb(zx) = [G : Stab(x)], entoncedd = Stab(x) es un
subgrupo de indice > 1. Por lo visto anteriormente, el grugé:, «) debe contener un
subgrupo normal de indice finito. Desgraciadamefitep es normal. En efecto, si existe
h € H—{lIg}talque paratodg € G gxhxg~! € H, entonceg)(g*h* g~ ') (z) =z,
es decirp € Stab(¢p(g~')(z)), para cadg € G. En particular,
he () Stab(x) = Ker(¢) = {Ic}
zeX

pués la accioén es fiel, dando una contradiccién. Mas aun,tastbién asegura que
Stab(x) es un grupo simple.

Reciprocamente, supongamos que tenemos un di&ipe el cual contiene un sub-
grupoH de indice finiton que no es normal ei' y el cual es ademas simple (como fué
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el caso destab(z) en el caso anterior). Procedamos a mirar la accion vistaejeriplo
anterior
¢: (G, %) = (Perm(X),0) = S,
dada por
6(9)(H) = (g+ ) H
Ya habiamos visto qu& = Ker(¢) < H, y comoH es simple, tenemos que (i)
K = {Ig}, en cuyo caso la accion es fiel, 6 (K) = H, en cuyo casd{ es subgrupo
normal deG, lo cual no es imposible por nuestra eleccionHie_uego,¢ es accion fiel.
Por otro lado, com@(g)(H) = gH, tenemos que la accion es transitiva.

Este ejercicio nos d4 el siguiente resultado.
Proposicion 15.0.55— Sea(G, x) un grupo y un entera > 1. Entonces existe una

accion transitivag : (G, *) — S, si'y s0lo si existe un subgrugs de indicen que no es
normal y simple.






CAPITULO 16

LOS TEOREMAS DE SYLOW

En esta seccién veremos tres resultados muy importantes teoria de grupos fi-
nito, los llamadoseoremas de SylaviEstos resultados son consecuencia de mirar ciertas
acciones y utilizar la proposicion 15.0.46 el cula nos p&montar modulo un primo.

Teorema 16.0.5¢Teoremas de Sylow) — Sea (G, *) un grupo finito,p un nimero
primo y|G| = p*q, donde(p, q) = 1, es decirp y ¢ son relativamente primos. Entonces :
(i) Paracadak € {1,2,...,a} existe un subgrupo de ordefi. Un subgrupo de orden
maximalp® sera llamado urp-subgrupo de Sylow d€ ;
(i) Todo subgrupo de ordep®, dondek € {1,2,...,a — 1}, es subgrupo normal de
un subgrupo de ordepF+1 ;
(iii) Dos p-subgrupos de Sylow d& son conjugados;
(iv) El nitmeroN, dep-subgrupos de sylow satisface

N, = 1 médulop, N, divide|G]|
Ademas, s es cualquiep-subgrupo de Sylow d&, entonces

N, =[G : Ng(H)]

Demonstracion —

Parte (i) y (ii). Por el teorema de Cauchy, tenemos listo el dase 1. Ahora, veremos

que la existencia de uprsubgrupo de ordep®, dondek € {1,2,...,a — 1}, asegura la

existencia de up-subgrupo de ordepf*, obteniendo de esta forma parte (i) del teorema.
Para esto, consideremos un subgrfipde ordenp*, k < a. Luego[G : H] es divisible

porp. Consecuencia de la equivalencia del ejemplo 15.0.50 eg\que{ ) : H| también

es divisible porp. Ahora, comoH es subgrupo normal d&(H), tenemos el grupo

cocienteN¢ (H)/H de orden divisible pop. El teorema de Cauchy asegura la existencia

de un elementeH € Hq(H)/H de ordenp, es decirz?H = H. Consideremos el

homomorfismo sobreyectivo natural: Ng(H) — Ng(H)/H y seaK = n~1((zH)).

Es claro qued = Ker(rw) es subgrupo normal d& (al serlo deNg(H)), obteniendo

también como consecuencia parte (ii), y tiene orglent como queriamos.
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Parte (iii). Consideremos dgssubgrupos de Sylow, digamésy K. Consideremos la
acciéon
¢ (K,*) — (Perm(G/H), o)
dada por
o(k)(gH) = (k*g)H
Como consecuencia de la proposicion 15.0.46 tenemos laaenicia
#G/H =[G : H| = #(G/H) kg mbdulop
Como|G : H]ya no es divisible pop, el conjunto
(G/H)k ={gH : (kxg)H = gH .k € K}

no puede ser vacio. Escojamp € (G/H)k, luego para cada € K vales quek
g)H = gH,esdeciy~!+xk*g € H. ComoH y K tienen el mismo ordem, ' Kg = H.

Parte (iv). Tomemos ump-subgrupo de Sylovl{ y denotemos pak al conjunto de todos
los p-subgrupos de Sylow. Miremos la accién

¢ (H,*) — (Perm(X),0)
dada por
o(h)(K) = hKh™!
La proposicion 15.0.46 nos dice que
N, = #X = # Xy mddulop

Pero en este casidiy esta formado por todos Igssubgrupos de Sylouk tales que
H esté contenido eV (K), luego,H esp-subgrupo de Sylow d& (K).

SeaK € Xy. Porlo anterio] esp-subgrupo de Sylow d&¢ (K). ComoK también
esp-subgrupo de Sylow d&/¢(K), tenemos por (i) que ellos son conjugados por un
elemento deV; (K). Pero todo elemento d€;(K') conjugak en si mismo, obteniendo
gqueK = H.Como consecuencia

Xy ={H}
es decir
N, = 1 modulop

Ahora, usemos la acciéh: (G, *) — (Perm(X), o), también dada por conjugacion,
es decirp(g)(K) = gKg~*. Por (iii) s6lo existe una érbita. Ademas, para cada& X
vale queStab(K) = N¢(K). En particular, tomando uno de Ipssubgrupos de Sylow
de@, digamosH, obtenemos

Ny = #X = #O0rb(H) = [G : No(H))

y como[G : N¢(H)] divide |G|, entoncesV, divide |G|. O



CAPITULO 17

APLICACIONES DE LOS TEOREMAS DE SYLOW

17.1. Aplicacién 1

Seap un namero primo dado. Hemos visto que todo gru@o«) de orderp es nece-
sariamente un grupo ciclico, es decir, isomorfd/@Z. También hemos visto que todo
grupo (G, *) de ordenp? es Abeliano. Analizemos esta situacion con mayor detaile. S
existe un elemento de ordgh, entonces este elemento es un generad(fge) y tene-
mos que G, *) es un grupo ciclico, es decir, isomorféd ap>Z. Supongamos ahora que no
hay elementos de ordes. Luego, por el teorema de Lagrange, todo elemento, diferent
del neutro, tiene ordem Podemos escogery € G — {Ig}, tales quéz) N (y) = {I¢}.
Denotemos poH = (z)y porK = (y). ComoG es AbelianoHK = K H, es decitH K
es subgrupo dé'. Ademas comgt(H N K) = 1, tenemos qué:tHK = |H||K| = p?y
luegoH K = G. Consideremos la funcién

¢p:Hx K —G=HK: (2%9°) — 2%°,

dondeH x K es producto directo de los dos grupos ciclicos, la cual earnte un
homomorfismo de grupos (gracias a gues Abeliano) sobreyectivo. Por otro lado, como
H N K = {Ig}, tenemos que es también inyectiva, es degirx¥ H x K y, como
consecuenciay es producto directo interno de sus subgrupby K. En este caso,
G 2 Z/pZ x Z/pZ. Podemos resumir estos resultados de la siguiente manera :

Proposicién 17.1.1— Seap un namero primo.
(i) Si(G,«) esungrupo de ordep, entoncess = Z /pZ.
(i) Si (G, =) es un grupo de ordep?, entoncesy = Z/p?Z 6 biénG = Z/pZ x
Z/pZ.

Ahora, supongamos que tenemos un grifox«) de orderpg, dondep < ¢ son ni-
mero primos. Si existe un elemento de orgen entoncess = 7Z/pqZ. Supongamos
ahora que no existe tal elemento. Por el teorema de Lagrantigeelemento dé&;, dife-
rente del neutro, tiene ordend ¢. Por el teorema de Cauchy, existe un elemento G
de orderp y existe un elementg € G de orden;. SeanH = (z) y porK = (y). Es claro
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queH N K = {Is} ya que todo elemento d& — {I;} es de ordep y todo elemento
deK — {I;} es de orden. De esta manerg¢ HK = |H||K| = pq y luego

G=HK={z%":a€{0,1,...,p—1},b€{0,1,....q—1}}

Tenemos quél es unp-subgrupo de Sylow ¥ es ung-subgrupo de Sylow. En este
caso, por el teorema de Sylow,

N, =1+rq, ciertor € {0,1,2,...}

y ademas
Nq/pq

luego,

Nq € {Lpaqqu}
Observemos qu&/, = 1+ ¢ no puede sef ni puede sepq ya que en tal caso estaremos
diciendo quel es divisible por. Por otro lado, siV, = p, entonce® = N, = 1+ rq
para algun- > 0, una contradiccion al hecho que< ¢. De esta manera, tenemos que
N, = 1y, como consecuencia del teorema de SylAiwes un subgrupo normal de.
Esto nos dice que existe un vaterc {1,2,3,...,¢ — 1} de manera que

z*y*zfl:yo‘

De esta manera, tenemos que
G=(x,y: 2Pyl xxyx* fﬂflyia>
Sia = 1, entonces tenemos qdges Abeliano ya que x y = y * 2. En este caso,
podemos proceder de la misma manera como lo hicimos en epéasara obtener que
G 2 Z/pZ x 7/qZ = Z/pqZ (lo ultimo como consecuencia de la proposicion 7.1.5).

Esta es la situacion obligada si tenemos gue es congruente amédulop. En efecto,
si estamos bajo tal condicion, entonces

N, =1+ sp, ciertos € {0,1,2,...}

Np/pq

PeroN, no puede sey ni pg ya que en tal casbseria divisible pop. Luego,V, € {1, ¢}.
Perog = N, = 1 + sp dice queg es congruente Amaédulop lo que contradice nuestro
supuesto, luegdv, = 1y, como consecuencid] también es subgrupo normal d&
Luego, debe existif € {1,2,...,p — 1} tal que

y*:z:*yil :xﬁ
y luego, sig > 1, tenemos que
y*x:xﬁ*y:zﬁfl*x*y:zﬁfl*yo‘*x
de lo cual
y=a’"tey”

es decirz®~! € HNK = {Ig}, con lo cual obtenemos una contradiccion. En resumen :
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Proposicion 17.1.2— Seanp < ¢ ndmeros primos YG, ) un grupo de orderpg.
Entonces
(i) G es Abelianoy
G =Z/pqZ
(i) G noes Abelianoy existe € {2,3,...,q — 1} tal que
G = <x,y caP Yyl w ok y x $7lyia>

(iii) Si ¢ no es congruente Amoédulop, entonces estamos en el caso (i).

Ejemplo 17.1.3 — Sea(G, x) un grupo de ordem0. En este casp = 2, ¢ =5y g es
congruente & médulop. Si (G, x) es Abeliano, entonces tenemos

G>7Z/10Z

En el caso qué' no sea Abeliano, entonces las posibilidades pasana = 2, 3, 4.
El casoa = 4 nos da el grupo dihedral

G = (z,y: 2%y’ (x+y)?) = Ds
En el casax = 2 tenemos
G={(ry:2®y’ oxy=9>*2)=
=(z,y: 2%, yS y P = xy )
si tomamos: = y3, entonces
G=(r,z:2%2°, 2 xx=1x%2)

que corresponde al caso= 3. Es decir, en el caso de ordéhisélo tenemos grupos no
isomorfos.

Ejercicio 17.1.4 — Determinar los grupos de ord&mo isomorfos.

17.2. Aplicacion 2
Consideremos un grupo Abeliano finif¢:, ) y un entero positiver que divide al

orden deiG. Si escribimos

Gl =pi'py* Do
la descomposicién en nimeros primos diferentes, entonces

n= PPy Py,
donde

l<p<jp<-<jp<m

si€{1,2,...,7;}
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Por el teorema de Sylow, existen subgruphs..., H, donde
|Hi| =pji, i=1,..,b

Consideremo${ = H1Hy---Hy, = {1 *zo % ---xxp : x; € H;}. Al serG un
grupo Abeliano, uno puede verificar qliees realmente un subgrupo @ey de ordem,
luego el subgrupo deseado. De esta manera, tenemos ehsigreeiproco del teorema
de Lagrange para grupos Abelianos.

Proposicion 17.2.1— Sea(G, *) un grupo Abeliano finito y» un entero positivo que
divide al orden de&~. Entonces existe un subgrupo@eale ordenn.

Ejercicio 17.2.2 — Verificar en la construccion dada anteriormente que existiso-
morfismo entre el producto direcid; x Hs x --- Hy y el grupoH. Deducir que todo
grupo Abeliano finito es siempre isomorfo a un grupo de la gorm

(Z/rZ)** x -+ X (Z)n.Z)°*"

Comparar esto con la descomposicién hecha en el capit@o@msecciorGrupos Abe-
lianos libres.

17.3. Aplicacion 3

Definicién 17.3.1 — Diremos que un grupo esmplesi no tiene subgrupos no triviales
gue sean normales.

Ejemplo 17.3.2 — Ejemplos de grupos simples son los siguientes.
(i) todo grupo ciclico de orden un niimero primo es un grup@Enpero un grupo
ciclico de orden un nimero que no sea primo no es simple.
(ii) Elgrupo dihedral

Dn = (%y : x27yn, (CE * y)2>

tiene al subgrupo norméj), luego no es simple.

(iii) Por la clasificacién de los grupos Abelianos finitosmas que todo grupo Abe-
liano de orden que no sea un nimero primo no puede ser simple.

(iv) Sitenemos un grupo de ordgh, dondep es un nimero primoy > 2, entonces
por el teorema de Sylow este grupo no es simple ya que possdgrupo de orden
p™~! que es normal.

(v) Sitenemos un grupo de ordgg, dondep < ¢ son nimeros primos, entonces ya
habiamos visto que necesariameiie= 1y luego todog-subgrupo de Sylow es
normal, luego el grupo no puede ser simple.
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(vi) Sitenemos un grupo de ordehq, dondep < ¢ son nimeros primos tales qye
no es congruentelamaoédulop y n > 2, entonces el grupo no es simple. En efecto,
tenemos quéV, = 1 + rp para algin entero € {0, 1,2, ...} y ademas debe dividir
p"q. Esto obliga a tener que los factores primos\jeestan contenidos efp, ¢}.
Comol no es divisible pop, entoncesV, € {1, ¢}. PeroN, = ¢ nos dice que
es congruente A modulop, lo cual hemos descartado en nuestra hipotesis. Luego,
N, = 1y, como consecuencia, gr-subgrupo de Sylow es subgrupo normal.

(vii) Sea (G, x) un grupo de ordeq™, dondeq > 2 es un ndmero primo y. €
{1,2,3,...}. Entonces no es simple. En efecto, considerendés= 1+ rq, r €
{0,1,2,...}, que debe dividiRq¢™. Esto obliga a tener que los factores primos de
N, estan contenidos ef2, ¢}. Como1l no es divisible poy, debemos teneN, €
{1,2}. PeroN, = 2 no es posible para ningun valor gduegoN, = 1.

(viii) Consideremos un grupo de ordédq, dondey > 5 es un numero primo. Entonces
el grupo no puede ser simple. En efecto, en este dsigo= 1 + ¢r, ciertor €
{0,1,2,3,..}, que divide6g. Como1 no es divisible pory, tenemos queV, €
{1,2,3,6}. Es claro que no podemos lograr los vala2e3, 6 con ningunr, luego
N, = 1y todog-subgrupo de Sylow es normal.

(ix) Ningun grupo de ordeB0 es simple. En efecto, en este caso c@@e- 2 x 3 x 5,
miremosNs; = 1 + 5r, ciertor € {0,1,2,3,..}, que divide30. Como1 no es
divisible por5, tenemos quéVs € {1,6}. Si N5 = 1 tenemos que tod®-subgrupo
de Sylow es normal. Supongamos por el contrario jye= 6. Entonces tenemos
6 x 4 = 24 elementos diferentes de ordeen nuestro grupo (diferentes del neutro).
Por otro ladoNs = 1+ 3t, ciertot € {0, 1,2, 3, ..}, divide 30, luegoNs5 € {1,10}.

Si N3 = 1, entonces tod8-subgrupo de Sylow es normal. Si colocamgs= 10,
tendremo® x 10 = 20 elementos diferentes de ord&nEn total ya tenedriamos
1+ 24 + 20 > 30 elementos diferentes en el grupo, una contradiccion.

() Ningun grupo de ordeB6 es simple. En efecto, con36 = 2232, entoncesVs =
1+ 3r, algunr € {0,1,2,...}, divide 36. Como1 no es divisible poi3, N3 €
{1,2,4}. PeroN3; = 2 no puede lograrse con ninguna de las posibléssi, N5 €
{1,4}. Si N3 = 1, entonces tod@-subgrupo de Sylow es normal. Supongamos
que N3 = 4. Consideremos uB-subgrupos de Sylow, digamd$. Tenemos que
|H| = 9. Consideremos el conjunty = {g* H x g~! : g € G} que tiene
cardinalidadV; = 4. Miremos la accién

¢ : (G, %) — (Perm(X),0)

dada por conjugacion. Com6/| = 36 > 24 = |Perm(X)|, tenemos queéd =
Ker(¢) es un subgrupo normal de orden mayor qu®ero también tenemos que
K es necesariamente un subgrupaMie(H), y como[G : Ng(H)] = N3 = 4,
tenemos qué es subgrupo propio d&. Entonceds” es subgrupo normal no trivial.
(xi) Ningun grupo de orders8 es simple. Coma8 = 243, podemos mirarV; =
1+ 3r, alganr € {0,1,2,...}, dividiendo48. De esta manera obtenemds €
{1,3}. Si N3 = 1, entonces todd-subgrupo de Sylow es normal. Supongamos que
N3 = 3y tomemos do8-subgrupos de Sylow diferentes, diganispy Hs. Luego,
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|H,;| = 16. Como
|H1XH2|
48 > #H Hy = ————
_# 1412 |H1ﬂH2|

! 48

Por el teorema de Lagrangéf; N H»| divide|H;| = 16 y, como consecuencia,
|Hy N Hy| = 8 (yaqueH; # H,). De esta manerd/, N H, es subgrupo de indice
2enH;, j = 1,2,y como consecuencia, subgrupo normal. Esto nos dicéfque
H, son subgrupos d¥¢(H; N Hz). Es decir| No(H; N Hy)| debe dividird8, y ser
divisible por16 (al contenetf{, y Hs) y por el orden del grupéH, H»), generado
por H1 y H», que tiene la forma6k, con ciertok > 2 (ya queH; # Hs). De esto
vemos queNg(H; N Hy) = Gy, en particularH; N Hy es subgrupo normal no
trivial de G.

(xii) Sea (G, ) un grupo de orden60. Entoncess no es simple. En efecto, como
160 = 2°5, miremosN5 = 1 + 5r, ciertor € {0, 1,2,..}, que divide160. Tenemos
queN; € {1,5}. Si N5 = 1, entonces todd-subgrupo de Sylow es normal. Supon-
gamos queVs = 5y escojamos ufi-subgrupo de Sylow, luego|H| = 2° = 32.
Ademas, tenemos por el teorema de Sylow [feée Ng(H)] = N5 = 5 > 1, con
lo cual vemos quéVg (H) es subgrupo propio d&. Consideremos el conjuntd
formado por todos lo§-subgrupos de Sylow, luegéX = N5 = 5,y la accion
por conjugacion : (G, ) — (Perm(X), o). SeaK el subgrupo normal dé' dado
por Ker(¢). Como todog € K debe fijarH, tenemos que € N¢(H), es decir,
K < N¢(H)yluegoK # @G. Por otro lado, coma60 = |G| > 120 = [Perm(X),
tenemos queé no es monomorfismo, es declt, # {Is}. Luego,K es subgrupo
normal no trivial deG.

Ejercicio 17.3.3 — Encontrartodos los grupos simples de orden menoé@ueerificar
gueAs es grupo simple de ordéin.

17.4. Aplicacion 4

Definicion 17.4.1 — Diremos que un grup@ esorientablesi existe un homomorfismo
sobreyectivap : G — Z/27Z. En tal caso el pafG, ¢) es llamado un gruporientada El
nicleoKer(¢) := GT es llamado el subgrupo de elementos que preservan ori@ntaci
Es claro queG™ es un subgrupo de indice dos y luego un subgrupo normél.des
elementos d& — Gt son llamados elementos que revierten orientacion.

Una consecuencia directa de los teoremas de Sylow es edstgui
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Proposicion 17.4.2— Sea(G, ¢) un grupo orientado finito tal que divide |G|. Si2"
es la maxima potencia deque divide a&, entonces tiene a los mag" ! elementos
de order® que revierten orientacion y que no son conjugadoé/en

Demonstracion— Denotemos pof un 2-subgrupo de Sylow. Sabemos que cada ele-
mento de ordefl enG tiene un conjugado ef . Luego debemos contar cuantos elemen-
tos deH pueden revertir orientacién. Ya que el producto de dos eltrsaleH preserva
orientacion, tenemos qué™ := H N G* es de indic& en H, es decir|/H | = 2"~!

y como tenemos la unién disjuntd = H+ U T, dondeT” denota el subconjunto de los
elementos déf que revierten orientacion, tenemos gé& = 271, O

Observacion 17.4.3— El resultado anterior ha sido utilizado por G. Gromadfmn (
ovals on Riemann surfacd®evista Matematica Iberoamericafé (2000), 515-527) para
obtener informacién sobre el nUmero méaximo de ovalos dexiefles en superficies de
Riemann cerradas.






PARTE Il

ANILLOS



Hasta ahora hemos estudiado estructuras donde solo esbdciada una operacion
binaria. Ahora miraremos estructuras donde aparecen tfostesas.



CAPITULO 18

DEFINICION Y EJEMPLOS

Definicion 18.0.4 — Un anillo es por definicién un triplé R, +,-) donde R es un
conjunto no vacio W, - : R x R — R son dos operaciones binarias soRrdlamadas
suma y multiplicacion repectivamente, tales que :

(1) (R,+) esun grupo abeliano;

(2) vale la propiedad asociativa para la operaciéon de niickigion, es decir, para

r,s,t € R setiene
r-(s-t)y=(r-s)-t
(3) parar, s,t € R vale la propiedad distributiva :
r-(s+t)=r-s+r-t

(r+s)-t=r-t+s-t

Observacion 18.0.5— Al neutro de la operacion de suma lo denotaremo<pat in-
verso der € R respecto a la suma lo denotaremos pery rs denotara: - s. Sir € R
yn > 0 es un entero, entonces denotaremosrfjoal proceso de multiplicar consigo
mismon veces.

Ejercicio 18.0.6 — Sea(R, +, -) un anillo. Verificar las siguientes propiedades :
(i) 0 = 0r = 0, paratoda- € R; concluir que si#R > 1, entonce$ no puede ser
neutro multiplicativo.
(i) r(—s) = (—r)s = —(rs), paratoda-, s € R; concluir que(—r)(—s) = rs.

Ejemplo 18.0.7 — Los primeros ejemplos de anillos que tenemos Bpel anillo de
los nimeros entero€), el anillo de los niimeros racionaleR; el anillo de los nimeros
reales C, el anillo de los nimeros complejos.
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Ejemplo 18.0.8 — Otro ejemplo es considerar un entero positivo> 0 y considerar
mZ = {mn : n € Z}, el conjunto de los enteros multiplos de Usando las operaciones
usuales de suma y multiplicacion de nUmeros entros, seuieaaillo.

De este ultimo ejemplo observamos, tomando- 1, que hay anillos que no poseen
un neutro para la multiplicacion.

Definicion 18.0.9 — Diremos que un anillo tiengnidadsi existe un neutro para la mul-
tiplicacion, el cual denotaremos pbr

Ejercicio 18.0.10 — Verificar que la unidad es Unica.

Por otro lado, si miramos el anilld, entonces podemos observar que un anillo con
unidad puede que no tenga inversos multiplicativos de susezitos diferentes de

Definicion 18.0.11 — Diremos que un anillo con unidad con la propiedad que todo s
elementos diferentes de cero tienen inverso multiplioas uranillo de division

El anillo Z es un dominio entero, el cual no es de divisién. Fgri y C son dominios
enteros que ademas son de division.

Ejercicio 18.0.12 — Sea(R, +, ) un anillo con unidad y sea € R un elemento que
posee un inverso multiplicativo €R. Verificar que tal inverso multiplicativo es Unico.

Observacion 18.0.13— Sir € R, entonces denotaremos por! € R a su inverso
multiplicativo, en caso de existir. Asi, 8i € R posee un inverso~! yn < 0 es un
entero, entonces denotaremos poal elementgr—1)=".

Ejemplo 18.0.14Anillo de un grupo). — Sea(G, *) un grupo y(R,+,-) un anillo.
Formamos el conjunt®[G] cuyos elementos son combinaciones lineales finitas de ele-
mentos d&~ con coeficientes eR, es decir, objetos de la forma
r1g1+ -+ Tgn
donder; € Ry g; € G. Definimos la suma como,
(rig1+ - +ragn) + (5191 + -+ 80gn) = (11 +51)91 + - + (Tn + $2)gn

y el producto como

n m n m
ZTjngSihi :Z Tjsigj*hi
j=1 i=1 j=11i=1
De esta manera obtenemos un anflR(G], +, -) llamado elanillo del grupoG res-
pecto al anilloR.
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Ejercicio 18.0.15 — SiG = (z : #3) y R = Z/5Z, describir los elementos de[G] y
las tablas de suma y multiplicacion.

Ejemplo 18.0.16Anillo de polinomios). — Consideremos un anillg?, +, -) y una va-
riable desconocida ¢ R. Formemos el conjunt®[z] formado por todas las series

oo
-
>
j=0

donde asumimos que so6lo un numero finito de los coeficienteseden ser diferente de
cero. Llamamos a cada uno de esos objetgsalinomiocon coeficientes eR y variable
desconocida:. Al mayor valorn{0,1,2, ...} tal quer, # 0 le llamamos elgrado del
polinomia Usualmente no escribimos los términos dongde= 0; por jemplo sir; = 2,
r3 = 1y todos los deméas; = 0, entonces escribimos este polinomio cotao+ 3.
También acostumbramos a denotar® comory. Definimos la suma de polinomios como

[e.°] o0 [e.°]

d 2| = ; Nopd
E ryx’ | + E sjr? | = E (rj +s;)z
Jj=0 Jj=0 Jj=0

y definimos el producto de polinomios como

o0 o0 o0
7=0 1=0 k=0 \i+j=Fk

Obtenemos de esta manera un anillo, llamadmélo de polinomios con coeficientes
en el anilloR.

Ejercicio 18.0.17 — Verificar que el anillaR[z] tiene unidad si y s6lo gt lo tiene.

Ejemplo 18.0.18 — Siguiendo con el ejemplo anterior, podemos partir de tilhoaR

y formar el nuevo anilla?[z]. Pero ahora podemos formar el aniltje][y], es decir, los
polinomios en la variablg y coeficientes er[x]. En forma inductiva, podemos formar
el anillo R[z1][z2] - - - [, formado por los polinomios en la variablg, y coeficientes
en el anilloR[x1][z2] - - - [xn—1]. LOS elementos d&|x;][z2] - - - [x,,] SON llamados poli-
nomios en varias variables y coeficientesferlJsualmente escribimos este anillo como
Rlxy, ..., xp].

Ejemplo 18.0.19— Consideremos un anili@k, +, -) y un entera > 1. Consideremos
el conjuntoM (n, R) formado por todas las matrices de tamafie n y coeficientes en
R. La suma y producto usual de matrices hacen de este un dmllmatriz0, es decir,
todos sus coeficientes igualac R, es el) € M(n, R). En este caso, sk tiene una
unidadl € R, entonces la matriz identidad es unidadéiin, R). Supongamos > 2,



98 CAPITULO 18. DEFINICION Y EJEMPLOS

entonces se puede ver que la operacion de multiplicaciéa ocorenutativa ; por ejemplo,
sin = 2, consideremos

=[5 a] v e 00]

entonces tenemos que

AB:[O 1] yBA:[O 0]
0 0 0 0

Este ultimo ejemplo nos muestra que existen anillos en lagesua operacion de
multiplicacion no es conmutativa.

Definicion 18.0.20 — Diremos que un anilldk es unanillo conmutativesi para todo
parx,y € R vale query = yz.

El ejemplo anterior también nos muestra que es posible tarsaglementos diferentes
de0 que al multiplicarlos obtenemos como resulté@do

Definicion 18.0.21 — SeaR un anillo. Dos elementos, y € R — {0} tales quecy = 0
son llamadoslivisores de cero del anillo

Ejercicio 18.0.22 — Ver que un anillo de divisién no puede contener divisoeeseto.

Definicion 18.0.23 — Un anillo con unidad, sin divisores de cero y conmutatsda
mado undominio entero

Ejercicio 18.0.24 — Todo anillo de divisibn conmutativo es un dominio entero.

Definicién 18.0.25 — Un anillo de division conmutativo es llamado cuwerpa
Asi, Q, Ry C son ejemplos de cuerpos.

Ejemplo 18.0.26 — Consideremos el grupo abeliaRé con la suma usual dada com-
ponente a componente, es decir,

(z1, 22,23, 74) + (Y1, Y2, Y3, ya) = (T1 + Y1, T2 + Y2, 3 + Y3, T4 + Ya)
Si denotamos por

1:(170’070)’ i:(071’070)’ j:(070’170)’ k:(070’07]‘)’
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entonces podemos escribir
(a,b,c,d) = al + bi + cj + dk
Usaremos la identificacianl = a, luego
(a,b,c,d) =a+bi+cj+dk
En esta notacion la suma queda expresda como :
(z1 + 220 + 23] + 24k) + (Y1 + y2i + y3j + yak)
I

(1 +y1) + (22 +y2)i + (w3 +y3)j + (24 + ya)k
Procedemos a definir una multiplicacion como sigue :

(w1 4 w2i + 235 + 24Kk) - (Y1 + yoi + Y35 + yak)

I
(T1y1 — T2y2 — ¥3Y3 — Taya) + (T1Y2 + T2y1 + T3Ys — Tays)i
+
(1y3 — Toya + T3y1 + Tay2)j + (T1Ya + T2ys — T3Y2 + Tatn)k
Obtenemos de esta manera un anillo con unidad, sienda.d3&notamos este anillo
por Q y le llamamos el anillo de losuaternios En este anillo tenemos las propiedades
==k =-1
ij=k, jk=1, ki=j, ji=—k, kj=—1i, ik=—j,
en particular, este anillo no es conmutativo. Por otro ladtmmamos un elemento dife-

rente de), digamos: + bi + cj + dk € Q, entonces este tiene inverso multiplicativo dado

por
1

a?+ b2+ 2+ d?

(a — bi — ¢j — dk)

En este ejemplo tenemos un anillo que es casi un cuerpo, gk tef conmutatividad
de la multiplicacion.

Definicion 18.0.27 — Un anillo de division no conmutativo es llamado wuerpo no
conmutativad semicuerpo

Ejemplo 18.0.28 — Consideremos una coleccion de anill@s,, +, -),..., (Rn, +,) Y
formemos el producto cartesiafiy x - - - x R,,. Consideremos la suma y multiplicacion
definidas componente a componente, es decir,

(r1y ey i) + (81,0, $n) = (11 + 81, ooy T + Sn)

(P15 ey Tn) - (81, ey Sn) = (7181, oy TrSn)
donder;,s; € R;, paraj = 1,2,...,n. Asi obtenemos un anillo llamado pfoducto
directo de los anillos. Observemos que este anillo tiene unidad éloyss cada anillo
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componente lo tiene. Por otro lado, si todos los anilgson dominios enteros,iy > 2,
entonces el producto directo ya no es dominio entero ygquwe...,0) - (0, 1,0, ...,0) =
(0, ...,0).

Ejercicio 18.0.29 — Consideremos un entero positivo- 0 con la propiedad que/d ¢
Z. Consideremos los conjuntos

ZIVd) = {a+bVd : a,b e Z}
QIVd] = {a+bVd:a,beQ}

Consideramos la suma usual de numeros complejos y el pmdagal de nimeros
complejos. Verificar que los anteriores son dominios esteroeQ[v/d] es un cuerpo 'y

Z[v/d] no lo es. Verificar qu&[v/d] es el cuerpo méas pequefio dentrdkdgue contiene
al dominio enterd[v/d).

Ejercicio 18.0.30 — Por cada entero positivar > 0 consideremos el grupo ciclico
Z/mZ. Definamos la multiplicacion - b, dondea, b € {0,1,...,m — 1}, como el resto
modulom del enteroab € Z. Verificar que de esta manera obtenemos un anillo con
unidad y conmutativo. Verificar que este anillo tiene divesode cero si y sélo si no es

un nimero primo. En el caso que es un numero primo, verificar que este es de hecho
un cuerpo. Mas adelante daremos un argumento de este hecho.

La situacién del ejemplo anterior es caso particular delisige hecho.

Teorema 18.0.31— Todo dominio entero finito es un cuerpo.

Demonstracion— SeaR = {0,1,ry,...,r, }. Basta verificar que todo elemento dife-
rente de) tiene un inverso multiplicativo. Para eso, sea R, r # 0. Como la coleccioén

TsTT1y...,TTy

son dos a dos diferentes y distintosidelguno de ellos debe ser igual a O

En algunos de los ejemplos anteriores hemos visto que hisgysagiie estan contenidos
en otros anillos (con las operaciones inducidas). Estofiamadossubanillos

Ejercicio 18.0.32 — Sea(R, +, -) un anilloyS C R un subconjunto no vacio. Verificar
quesS define un subanillo d& siy sélo si

() paratodos € S, —s € S;

(iiy sis,r € S,entonces —r € S;

(iii) si r,s € S, entoncesr € S.
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Ejercicio 18.0.33 — Sea(R, +, -) un anillo yr € R. Consideremos el subconjunto
I, ={rz:xz € R}

Verificar quel,. es un subanillo d&. Verificar ademas que el grupo abeligip, +) esta
generado pofr™ : n € {1,2,...}}

Ejercicio 18.0.34 — Verificar que la interseccion arbitraria de subanillosudeanillo
es un subanillo. Sea € R. Sea(r) la interseccion de todos los subanillos Beque
contienen a. Entoncegr) es el subanillo mas pequefio Bgjue contiene a.

Ejemplo 18.0.35— SeakR una anillo con la propiedad qué = x es valido para todo
x € R. Siconsideramos s € R obtenemos que

r+s=(r+s)P=r+s>+rs+sr=r+s+rs+sr

2:7’24*5277’8787":7’4*577"8757’

r—s=(r-—s)
de donde obtenemos
rs+sr=0Yy rs+sr=2s

esdecirs+s = 0,de donde = —syluegors = sr, es decirR es un anillo conmutativo.

Ejemplo 18.0.36 — Sea(G, %) un grupo abeliano y consideremos el conjunto K@i
formado por todos los homomorfismo de grupoG — G (endomorfismos). Usando la
suma

(f +9)(x) := f(z) * g(2)
y la regla de composicion de funciones como multiplicacténemos el anillo de en-
domorfismos d&~. En este caso, el neutro aditivo es dado por la fundipn = e,
dondee € G denota el neutro del grupg@. El inverso aditivo def es el homomorfismo
—f(z) := f(x)~!. Este anillo tiene unidad dada por el automorfismo identi&adge-
neral este anillo no es conmutativo, pero por ejemplo t#nrt) si lo es ya que cada
homomorfismo de grupo paFaes de la formg (x) = ax, para cierta € Z.






CAPITULO 19

HOMOMORFISMOS DE ANILLOS

Al igual que en el caso de grupos, existen funciones que nositea relacionar
anillos. Estas funciones deben preservar las dos opeeschinarias en juego. De ma-
nera mas precisa :

Definicion 19.0.37 —
(1) Dados dos anilloéR, +, ) y (S, +, -), diremos que una funcién: R — S es un
homomorfismo de anillas para todo par,,r, € R valen las siguientes :
(i) h(ri+r2) = h(r1) + h(rz)
(ll) h(TlTQ) = h(Tl)h(TQ)
(2) Si el homomorfismo de anillds: R — S es biyectiva, entonces decimos que es
unisomorfismo de anillgen cuyo caso decimos que los anillos saiilos isomor-
fos

Ejercicio 19.0.38 —
(i) Sih : R — S es un homomorfismo de anillos, entonéés) = 0, h(—r) =
—h(r).
(i) Sih: R — S esunisomorfismo de anillos, entondes : S — R también lo es.
(iii) La propiedad de ser isomorfos es una relacion de edgrida en el conjunto de
todos los anillos.
(iv) Sih: R — S esunhomomorfismo de anillos, entonces

Ker(h) = {r € R: h(r) =0}
es un subanillo d&, llamado el nucleo dé y
Im(h) = {s € S: exister € Rtal queh(r) = s}

es un subanillo d&, llamado la imégen d&.

(v) Seah : R — S un homomorfismo de anillos. Verificar que laimagen de sulzanil
de R son subanillos dé&'y, reciprocamente, la preimagen de subanillosdm®n
subanillos deR.
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(vi) Sih: R — S es homomorfismo de anillosR tiene unidad,, entonce (1) = «
debe satisfacer la ecuacidoh = = enS. Concluir que
(@) las funcione$ : Z — 2Z : n — 2n,Yh : Z — Z : n — 2n, NO son
homomorfismo de anillos; y
(b) determinar todos los homomorfismos de anillasZ — Z.
(viiy Calcular Hom{(Z x Z,+)) y verificar que este anillo no es isomorfo al anillo
Z X 7.

Ejemplo 19.0.39 — SeaR un anillo y variables:, y para formar los anillos de polino-
mios R[x, y] y R[y, x]. Los polinomios e[z, y] son de la forma

> ( a§$i> v
j=0 \i=0
y los deR]y, ] son de la forma

> (L)

i=0 \ j=0

Podemos considerar la funcién R[z,y] — R|y, |, definida como

o0 o0 o0 o0

j=0 \i=0 i=0 \ j=0
la cual defne un isomorfismo de anillos. De esta manera, paslbablar indistintamente
de uno u otro y usaremos cualquiera de las siguientes no&xioara representar un
polinomio en las varaibles, y y coeficientes e :

o0 oo
i i
1,j=0 1,j=0
Lo anterior se generaliza a més variables.

Ejercicio 19.0.40 — Verificar los detalles del ejemplo anterior.

Ejemplo 19.0.41 — Consideremos un anillo conmutativdy su anillo de polinomios
en una variabldR?[z]. Supongamos qug es un subanillo dé&. Entonces tenemos que el
anillo de polinomiosS|z] es un subanillo d&[x]. Para cada € R, definamos la funcién

E.:Sz]— R: Zajxj — Zajrj
j=0 5=0

Recordemos que los coeficientgsson igual &) con la posible excepcion de un nu-
mero finito de indices, luego la funcion anterior tiene semtPor la definicion de suma
y multiplicacion de polinomios podemos verificar glig es de hecho un homomorfismo
de anillos, llamado éhlomomorfismo de evaluacion enPodemos ademas ver quessi
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tiene unidadl, entonces tenemos el polinomioc S[z|, para el cualE,.(x) = r. Si
identificamosS con los polinomios de grado cero, entonégs: S — R : s — ses un
isomorfismo. El ndcleo del homomorfisnig. estd formado por todos aquellos polino-
miosp € S[z| tales queF,.(p) = 0. Diremos en tal caso quees uncero del polinomio
p.

Si consideramos por ejemplo el polinomiio+ 22 € R[z], entonces este no tiene
ceros ernR, pero si tiene ceros €. En forma similar, sitomamaoS = Q, entonces el
polinomio2 — z? € Q[x] no tiene ceros e, pero si los tiene eik. Asi, podemos ver
que es probable que un polinomic S[x] no tenga ceros efi, pero que exista un anillo
R, conteniendo &' como subanillo, donde si tiene ceros. En un capitulo pastads
preocuparemos de este problema para el caso en que nuedtossson cuerpos ya que
esto simplificard mucho las operaciones.

Ejercicio 19.0.42 — Verificar que
p:C—>M2,R): z+iy— [ vy }

—y

es un isomorfismo.






CAPITULO 20

IDEALES Y ANILLOS COCIENTES

En el capitulo de grupos vimos que hay ciertos subgrupos psceles, estos son
los subgrupos normales. Estos subgrupos tienen la prapizigue el cociente resulta
ser un grupo, el grupo cociente. A nivel de anillos podemasthla mismo. Supongamos
que tenemos un anillgR, +, -) y un subanilloS de R. Entonces, al sgfR, +) un grupo
abeliano yS subgrupo d€ R, +), tenemos que este es subgrupo normal de manera tri-
vial. Asi, podemos formar el grupo cocierife/ S, +) que es también un grupo abeliano.
Tenemos la proyeccion natural

m:R—R/S:r—r+S8

gue es un homomorfismo sobreyectivo de grupos. Hasta ahdramos involucrado la
operacion de multiplicacién. Nuestra pregunta natural es :

¢ Es posible dotar &2/S de una multiplicacion que le transforme en un anillo de
manera quer resulte un homomorfismo de anillos ?

Observemos que la condiciétirir2) = 7(r1)7(r2) es equivalente a tener la defini-
cion de multiplicacion siguiente :

T’1T2+S: (T’1+S)(T’2+S) :T17’2+7’1$+S7’2

Tomanda-, = 0 obtenemos que, S C S'y tomandor; = 0 obtenemos quérs C S.
Asi, condiciones necesarias para que tenga sentido lgoliegtion anterior es que

rScsS, SrcS

valga para tode € S. En forma reciproca, si valen las dos condiciones necasatia
tonces tenemos quer,ry) = w(r1)m(re) es vélida para todas, r2 € R.

Por otro lado, una vez que tenemos la validéz de lo anteritonees es facil ver que
la propiedad distributiva es valida.

Definicion 20.0.43 — Diremos que un subanills de un anilloR es unideal izquierdo
si para todo- € R vale querS C Sy es unideal derechesi para toda- € R vale que
Sr C S.Unideales un subanillo que es ideal izquierdo y derecho.
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Luego, lo anterior nos esta diciendo lo siguiente : El tipai#os en el cual estaremos
interesados es el siguiente.

Proposicion 20.0.44— R/S es un anillo (llamadaanillo cocientg, que hace de la
proyeccionr : R — R/S un homomorfismo de anillos, si y séloSies un ideal de
R.

De lo anterior vemos que el equivalente, en la teoria deoshifle los subgrupos nor-
males son los ideales. También nos dimos cuenta que podemcsda subgrupo normal
de un grupo como el nicleo de algun homomorfismo y que todeadatd un homomor-
fismo de grupos es subgrupo normal. Para los anillos tenesmsitubcion similar. Lo
anterior nos permite ver cada ideal como el ndcleo de alg@mhwrfismo de anillos.
Por otro lado, sih : R — S es un homomorfismo de anillos, entonces (kgres un
ideal deR. En efecto, sir, > € Ker(h), entoncesi(rirz) = h(ri)hr2) = 0, luego
riro € Ker(h), obteniendo qué es subanillo. Por otro lado, 8sie Ry s € Ker(h),
entoncesi(rs) = h(r)h(s) = 0, h(sr) = h(s)h(r) = 0 diciendo quers, sr € Ker(h),
es decir, Kefh) es ideal.

Supongamos que tenemos un homomorfismo de anillos

h:R— S.

Consideremos el idedl’ = Ker(h) y la proyecciénr : R — R/K. Entonces podemos
definir la nueva funcion

t:R/K— S:r+ K w— h(r)
la cual est bién definida y resulta ser un homomorfismo de anillos inyertuego los
anillosh(R) y R/K son isomorfos.

Ejercicio 20.0.45 — Completar los detalles de lo anterior.

Proposicién 20.0.46— SeakR una anillo con unidad y seal unideal deR. Sil € I,
entonced = R. En particular, los Gnicos ideales de un cuerfson{0} y R.

Demonstracibn— Si1 € I, entonces para todoe R debemostener = r -1 € I.
Supongamos ahora quges un cuerpo y qué # {0}. Seas € I, s # 0. COmoR es
cuerpo, existe~! € Ry luegol = s~'s € I. O

Ejercicio 20.0.47 —
(i) Determinar todos los ideales @eZ x Z.
(i) Verificar que siR es un anillo con unidad § es un ideal d&?, S # R, entonces
el anillo cocienteR /S tiene unidad.

Ejercicio 20.0.48 — Verificar que la interseccidn arbitraria de ideales egleall
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Ejemplo 20.0.49 — SeaR un anillo conmutativo y consideremos el homomorfismo de
evaluacionE, : R[z] — R. Su nlcleo es el ideal formado por todos los polinomios
en R[z] cuyo coeficiente constante es igudl.d.uegoR/Ker(Ey) es un anillo conmu-
tativo isomorfo aR. Cada clase de equivalencia BjKer(Ey) es representado por un
polinomio con término constante fijo.

Definicion 20.0.50 — SeaM C R un subconjunto de un anill®. Definimos elideal
generado potV/ al ideal més pequefio que contien&ladonotado po{M ).

Una consecuencia del ejercicio anterior es el siguiente

Proposicién 20.0.51— SeaM C R, dondeR es un anillo. Entonces

(M) = N I
I ldeal deR
MclI

Ejercicio 20.0.52 — Siun anilloR tiene unidad y r € R es invertible, entonces) =
R.

Definicién 20.0.53 — Un ideal que se pueda generar con un elemento es llamado un
ideal principal Asi, en un cuerpo tenemos tenemos que todo ideal es prinemasu-
puesto, sik es cualquier anillo con unidad, entondegs ideal principal.

Ejercicio 20.0.54 — Seanr, ...,r, € Ztales que el idedl = (ry, ..., ,) sea principal.
Verificar que sid es el maximo comun divisor dgr, ..., r, }, entonced = (d). Ind.
Recordar que existen enteros ..., a,, tales queiyry + - - - apr, = d.

Ejemplo 20.0.55— Consideremos el anillo de polinomi@$z], el cual es un dominio
entero. Sed = {Z?; ajz! € Zlx] : ap = 0}. Entonces vemos que la propiedad de
tener término constante igual a cero se preserva bajo sumdtiplinacion, de lo cual
obtenemos qué es un ideal d&.. Consideremos el ideal principatl) el cual esta conte-
nido en/. Como todo elemento dees suma de productos de polinomios monomiales
con el polinomioz, observamos qué = (x). Por otro lado, si consideramos el idefal
generado por los polinomi@sy z, entonces este no puede ser principal. Esto por que si lo
fuese, digamos generado por el polinomjientonces tenefp = 2 para algin polinomio

p obliga a teney; de grado cero, es decir qyec Z. Ademas, als Unicas posibilidades
parag, modulo signo, sop = 1 6 ¢ = 2. En el casg; = 1 diriamos queJ = Z[z], pero

el ideal J s6lo contiene polinomios con coeficiente pargSk 2, entonces debe existir
un polinomiof tal que2f = =z, pero2f tiene coeficientes pares. Luego, en cualquier
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caso obtenemos una contradiccién y, en particular, obteseme/ no es principal. En
resumen, en el dominio ente¥dz| hay ideales que no son principales.

Ejercicio 20.0.56 — SeaR un anillo conmutativo y- € R.
(i) Verificar que
I, ={x:rz =0}
es un ideal der.
(i) Verificar que siS es un ideal d&?, entonces

VS ={xeR:z" e Sparaalgim > 0}

es un ideal d&® ; llamado elradical de S.

Ejercicio 20.0.57 — SeaR un anillo y dos ideale¥ y V de R. Defina
U+V={ut+v:ueclUwveV}
uv = {Zuivi cu; € Uyvy € Von o€ {1,2,3,...}}

i=1

Verificar queU + V' y UV son ideales d&, talesqud/,V Cc U+ VyUV CcUNV.
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IDEALES PRIMOS Y MAXIMALES

Ahora que sabemos que para construir anillos cocientesitem®s cocientar anillos
por ideales, podemos preguntarnos que tipo de ideal esareceara que el cociente
sea un dominio entero 6 ain mejor un cuerpo. Consideremosillm & y un ideall
de R. Miremos el anillo cociente?/I. Si I = R, entoncesRk/I es el anillo{0}, el
cual no tiene unidad. Supongamos entoncesiges ideal propio deéz. Es claro que si
R es conmutativo y tiene unidad, entondesl también es conmutativo y tiene unidad.
Supongamos entonces ghRees de tal tipo. Para obtener qi¢7 sea un dominio entero
debemos asegurarnos que no tiene divisores de cero. Lareiste divisores de cero
en R/I implica la existencia de dos elementos- I,y + I, dondex,y ¢ I, tales que
(x+1I)(y+1)=1,esdecirgy € I. Luego, la no existencia de divisores de cerd¥d
es equivalente a la propiedad siguiente :

sixz,y € Rsontalesquey € I, entoncex € I 6y € I.

Definicion 21.0.58 — Un ideal propio deR con tal propiedad que $i y € R son tales
quezy € I, entonces € I 6y € I, es llamado uideal prima

Ahora, para que ademdy/ I sea un cuerpo, debemos tener que todo elementd,
dondex ¢ I, posee un inverso, es decir, debe exigtif I tal que(x+1)(y+1) = 1+1,
lo cual es equivalente a teney € 1+ I. Luego, tenemos quR/I es un cuerpo si y sélo
Si

I esideal primo y ademas para cagee R — I, existey € R— I talquezy — 1 € I.

Definicién 21.0.59 — Un ideal primo/ con tal que para cada € R — I, existey €
R — Italquexy — 1 € I, es llamado umdeal maximal

Larazdn de este nombre es la siguiente. Primero, si tenemidsal maximal conte-
nido estrictamente en otro idedlde R, entonces exist¢ € J — I. luego debe existir
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h € R— Italquehj — 1 € I. Esto dice que existec I tal quehj — 1 = ¢, con lo cual
obtenemos = hj—i € J, es decit/ = R. En otras palabras, un ideal maximal no puede
estar contenido propiamente en otro ideal propidd&n forma reciproca, si tenemos
un ideal propia/ de R con la propiedad que no existe ideal propioRieonteniendolo,
entonces tenemos

(i) Siz € R— I estal quer ¢ I, entonces consideremos el ideal generadalpor
x. Comoz ¢ I, este ideal contiene estrictamenté,duego debe seR, es decir,

1 € (z,I). Comol ¢ I, tenemos qué = zy + ¢, para cierto; € I y cierto
ye R—-1I.

(i) Siz,y € Rsontales quey € I. Supongamos que, y ¢ I. Por (i) tenemos que
existenu,v ¢ I tales queru — 1,yv — 1 € I. En este casayuv — zu —yv + 1 =
(zu—1)(yv—1) € Iycomozy € I,tenemos queu— (yv—1) = zu—yv+1€ [

y, en particulargu € I. Est dltimo junto a tenetu — 1 € I nos obliga atener € I,
una contradiccion. Luegbdebe ser primo.

De esta manera obtenemos la definicién equivalente de umndedmal :

Teorema 21.0.60— Un ideal maximal es un ideal propio de que no esta contenido
estrictamente en otro ideal propio de&

Resumiendo todo lo anterior, tenemos :

Proposicién 21.0.61— SeaR un anillo conmutativo con unidadfeun ideal propio de
R. Entonces :

(1) R/I es un dominio entero si y sélokes un ideal primo.

(2) R/I es un cuerpo siy solo gies un ideal maximal.

(3) Todo ideal maximal es primo.

Ejemplo 21.0.62 — En un cuerp& tenemos solo dos idealeg0} y K. En este caso
{0} es el nico ideal propio y ademas es maxim&lA{0} es isomorfo &. Supongamos
ahora queR es un anillo conmutativo con unidad de manera que sus Urdeagels son
{0}y R. Entonceq 0} es ideal maximal y com®&/{0} es isomorfo aR, tenemos qué?
debe ser un cuerpo.

Proposicién 21.0.63— SeaR una anillo conmutativo con unidad. EntoncBses un
cuerpo si y solo si sus Unicos ideales §0B y R.

Ejemplo 21.0.64 — Consideremos el domnio entefo Sus subgrupos aditivos son de
la formamZ, dondem € {0, 1,2, ...}. Estos son cerrados bajo la operacion de multipli-
cacion, luego son sus subanillos. Si multiplicamos cualgentero por un multiplo de

m volvemos a tener un mdltiplo de, es decir, todos sus subanillos son ideales. Esto se
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parece mucho al hecho que en un grupo abeliano todos susipobgon normales. Es-
tos ideales son principales, generadopoiComo sabemos qu@} es siempre un ideal
primo, consideremos: > 1 (el casom = 1 nos da todo el anill&). En este caso, si
tenemos dos enterasb € Z tales querb € mZ, entonces debe ocurrir que los factores
primos dem se distribuyen em y b. Asi, m es un nimero primo si y sélo 8iZ es un
ideal primo. Como todo ideahZ, dondem = pq, siempre esta contenido en el ideal
pZ, también obsevamos que los ideales primos son maximaleso €onsecuencia, para
todo nimero prim@ tenemos que el anillo cocienfg pZ es un cuerpo.

Definicion 21.0.65 — Los cuerpo#./pZ, dondep es primo, yQ reciben el nombre de
cuerpos primos

Definicion 21.0.66 — Supongamos que tenemos un anflaon unidad. Si existe un
enteron > Otalquen-1=1+1+---4+1 =0, diremos que el menor de tales enteros
~—_————

n veces
es lacaracteristicade R. En caso de no existir tal valor, decimos que la caracteaisie

R es0.

Por ejemploZ, Q, R, C, Q[v/+d], donded > 0 no es el cuadrado de un entero, tienen
carateristicd, mientras que los anillog/mZ tienen caracteristice.. Consideremos el
homomorfismo

b:Z—-R:n—n-1

cuyo nucleo esnZ, sim es la caracteristica de. En particular, sin = 0, entonce® es
un homomorfismo inyectivo. Esto nos da la siguiente in foigrac

Proposicién 21.0.67— SeaR un anillo con caracteristican.
(1) Sim = 0, entoncedk contiene un subanillo isomorfoz
(2) Sim > 0, entoncesR contiene un subanillo isomorfo&/mZ.
(3) SiR es un cuerpo de caracteristi€a entonces este contiene un subcuerpo iso-
morfo aQ.
(4) SiR es un cuerpo de caracteristiea, entoncesn debe ser primo YR contiene
un subcuerpo isomorfod/mZ.

Demonstracion— Lo Unico que falta por verificar es que la caracteristicardeuerpo
R es cero 6 un numero primo. En efecto, supongamos que la edstica es diferente de
cero e igual a un valarn, > 0. Usando el homomorfismd obtenemos qu& contiene un
subanillo isomorfo &/mZ, el cual contiene divisores de cero patano primo; luego,
m esta obligado ser un nimero primo. O
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Ejemplo 21.0.68 — Otro ejemplo importante de ideal maximal es el siguiefSea
(X, 7) un espacio topolégico y seac X algun punto que fijaremos. Denotemos Egr
al conjunto de todas las funciones a valores reales defipiasgin entorno abierto de
p. Definimos ergAp la siguiente relacién de equivalencia. Si

f:UfHR,g:UgHREQ\p,
entonces decimos que ellas son equivalentes si es posdaatear un abiertd” C Uy N
Uy, p € V, de manera qug = g enV. Denotemos poff] la clase de equivalencia
def:U; — R € G,y porg, al conjunto de classes de equivalencia. Cada dlfise
es llamada un germen de funcion real continugeng, el anillo de funciones reales

continuas erp. Para ver qué&j, es en efecto un anillo, de hecho un dominio de intero,
definimos las operaciones :

1+ [g] = [f +9l; [f1lg] = [f9],

donde las operaciongs+ g, fg estan definidas en un abierto comun de definicién. El
elemento unidad es dada por el germen de la funcion constanta denotamos por
[1]. La definicién de la relacion de equivalencia nos asegurasgy@ = [g], entonces
f(p) = 0siysolosig(p) = 0. La continuidad nos asegura quégies tal quef (p) # 0,
entonces existfl / f], en particular|f] es invertible. Mas aun, los elementos invertibles
deg, son exactamente las clagg$tales quef(p) # 0.

El conjunto

myp = {[f] € Gy : f(p) =0},

es un ideal maximal dg,. Esto es dado por :

(i) si[f],[g] € my, es decirf(p) = g(p) = 0, entonceg f + g)(p) = 0 de donde

[f+gl€my;

(i) si [f] € m,, entonces-f(p) = 0, es decir—[f] = [—f] € my;

(iii) si [f] € mpy [g] € Gy, entonces (p)g(p) = 0, luego,[f][g] € m,.

Como caddf] con f(p) # 0 es invertible, esto nos dice que, es de hecho el nico
ideal maximal deg,,.

Ejercicio 21.0.69 — Vea que si reemplazam¢X, 7) por un abierto d®™ y en vez de
considerar funciones continuas consideramos funcioneladeC*, entonces obtenemos
el mismo resultado. Analice también el caso cuando reemlagX por un abierto del
plano complejo y reemplazamos la continuidad por analiidi



CAPITULO 22

CUERPO COCIENTE DE UN DOMINIO ENTERO

Hemos visto que todo cuerpo es en particular un dominio eyteue todo dominio
entero finito es necesariamente un cuerpo. El a#iks un ejemplo de un dominio entero
infinito que no es un cuerpo. Nos podemos preguntar si eslpasilbontrar un cuerpo,
lo méas pequefio posible, que contenga al dominio como sithavilamos por ejemplo
el dominio anteriofZ. Podemos ver que si el cuerfiple contiene como un subanillo.
Por otro lado, si tenemos un cuerpoconteniendo & y n € Z, entonces debe existir
n~! € Ky, en particular, los elementesn ! = - € K. De esta manera vemos qQe
es el cuerpo mas pequefio conteniendd ha construccion dé€) puede realizarse de la
siguiente manera. Consideremos el conjunto

Q={(r,s)€Z?:5#0}
y la funcién
LIQHQI(T,S)HE
Vemos queL es sobreyectiva pero no es inyectiva ya que es facil verlques) =
L(u,v) siy so6lo sirv = su. Consideremos la relacion de equivalencia
(rys) 2 (u,v) < rv =su

y denotemos po®z al conjunto de las clases de equivalencia. Asi, podemosd=as
la funcion inducida
L:Qz—Q:[(rs)] = <,
la cual es ahora una biyeccion. Podemos Usaara escribir las operaciones de suma

y multiplicaciéon de nimeros racionales, obtenienddgnlas correspondientes opera-
ciones:

[(r 8)] + [(w, 0)] = [(rv + su, s)]
[(r; )] - [(u, )] = [(ru, sv)]

De esta manera obtenemos@p una estructura de cuerpo el cual es isomor@or
el isomomorfismd.. La funcién

J:Z— Qz:n—[(n,1)]
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resulta ser un homomorfismo inyectivo de anillos.
Lo anterior nos permite generalizar la construccion pagdgeier dominio enterd.
Consideramos el conjunto

Q={(r,s) eR?: s #£0}
y la relacion de equivalencia
(rys) =2 (u,v) <= rv =su

Denotemos pofr al conjunto de las clases de equivalencia y definimos lagsorr
pondientes operaciones :

[(r; )] + [(u, v)] = [(rv + su, sv)]
[(r; 8)] - [(w, v)] = [(ru, sv)]

Ejercicio 22.0.70 — Verificar que las operaciones anteriores hace@gain cuerpoy
que la funcién

J:R—Qpr:r—|[(r1)]

resulta ser un homomorfismo inyectivo de anillos.

Por otro lado, supongamos que tenemos un cuiryoun homomorfismo inyectivo
® : R — K. Entonces podemos definir la funcién

U:Qp — K:[(r,s)] — &(r)d(s)~"

Para ver que esta funcién esté bién definida, observemos gues = (u,v), en-
toncesrv = su. Luego®(rv) = ®(su), es decir®(r)®(v) = ®(s)®(u) 6 equivalente-
mente®(r)®(s)~! = &(u)®(v) L.

La funcién¥ es inyectiva ya que S ([(r, s)]) = ¥([(u,v)]), entonceD(r)®(s)~! =
®(u)P(v)~t 6 equivalentement®(rv) = ®(us). Com® es inyectiva, esto nos dice que
rv = us, es decir][(r, s)] = [(u, v)].

Veamos qué&r es de hecho un homomorfismo de anillos. Como todo cuerpo esuzon
tativo y ® es homomorfismo, tenemos

T([(r,8)] + [(u,v)]) = U([rv + su, sv)] = ®(rv + su)P(sv) ' =

= (®(r)®(v) + @(s)D(w))P(v) "' B(s) " = (1) @(s) " + P(w)P(v) ! =

U([(r, )] - [(u,0)]) = ([(ru, sv)] = D(ru)@(sv) ™" =
= (r)®(s) "' @(u)@(v) " = U([(r, )2 ([(u, v)])

Podemos resumir todo lo anterior en el siguiente :
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Teorema 22.0.71— SeaR un dominio entero. Entonces existe un cuefpg y un

homomorfismo inyectivd : R — Qg de manera que si K es cualquier cuerpo y
® : R — K es un homomorfismo inyectivo, entonces existe un homonmifigactivo

U:Qr — KtalqueVo J = .

Lo anterior nos esta diciendo que el cuetpg es el cuerpo mas pequefio conteniendo
una copia isomorfa d&.

Definicion 22.0.72 — SeaR un dominio entero. El cuerp@r es llamado etuerpo de
fraccionesdel dominioR. Es costumbre denotar cada clé@es)] como la fracciort..

Ejercicio 22.0.73 — Sead > 0 un entero que no es cuadrado de otro entero y conside-
remos el dominid[v/d). Verificar que su cuerpo de fracciones es isomorf{«d|.






CAPITULO 23

DOMINIOS EUCLIDIANOS, PRINCIPALES Y
FACTORIZACION UNICA

23.1. Dominios Euclidianos

Definicion 23.1.1 — Diremos que un dominio ente® es unDominio Euclidianosi
existe una funcion

v:D—{0} —{0,1,2,...}

llamada unaaluaciénen D que satisface las siguientes dos propiedades :
(v1) Paracadapar,b € D, b # 0, existens,r € D tales que

a=sb+r

donder = 0 6 biénwv(r) < v(b). El valorr es llamado etestode dividira porb;
(v2) Paracada par,b € D — {0}, se tiene que(a) < v(ab).

Ejemplo 23.1.2 —

(i) El dominio D = Z con la valuaci’on usua(n) = |n| es un dominio Euclidiano.
En efecto, si tomamos dos enteka® € Z, dondeb # 0, entonces se puede ver
que existen enteras s tales ques € [sb, s(b + 1)). Sia = sb, entonces = 0. Si
a # sb, entonces = a — sby es claro en este caso qu¢ < |b|. También es claro
que sia,b € Z — {0}, entoncesa| < |abd|.

(i) Si F es un cuerpo, entonces usando la valuacion trivial = 0, obtenemos que
F es dominio Euclidiano. En este caso, siempre ocurre qustehre= 0.

(i) SeaD = F[z], dondeF es un cuerpo y la valuacian(p(x)) siendo el grado del
polinomiop(x). Es claro que la funcién grado satisface ser una valuacigmdasla
division usual de polinomios. Verificar los detalles.

(iv) El dominio enterdZ[z] no es un dominio Euclidiano. Esto lo veremos mas tarde.

Ejercicio 23.1.3 —
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(1) Verificar que el dominio enterd + Zi = {a + bi : a,b € Z}, llamado el anillo
de losenteros Gausiangsesulta ser un dominio Euclidiano con la valuaciga +
bi) = a? + b.

(2) Seal € {2,3,5,6,...} unentero que no es cuadrado de otro entero y consideremos
el dominio enter@[+/d). Utilize v(a+bv/d) = a—db? y verifique si este es dominio
Euclidiano.

(3) Seal € {2,3,5,6,...} un entero que no es cuadrado de otro entero y consideremos
el dominio enterd[/—d|. Utilize v(a + bv/—d) = a + db? y verifique si este es
dominio Euclidiano.

Ahora procedemos a enunciar el algoritmo de division querters en todo dominio
entero. De manera mas precisa :

Proposicién 23.1.4Algoritmo de Divisién). — SeaD un dominio Euclidiano respecto
alavaluacionv : D—{0} — {0,1,2,..}. Entonces para todo par,q € D — {0} existen
a,b € D tales queMCD(p,q) = ap + bq. En particular, sip y ¢ son relativamente
primos, entonces existend € D tales quexp + bg = 1.

Demonstracion— Seamp,q € D—{0}yd = MCD(p, q). Por la propiedad de division
existenry, 1 € D tales quep = gt1 + r1, donder; = 00 v(r1) < v(q).

Si tenemos que; = 0, entoncesV/CD(p,q) = ¢q y estamos listos tomando= 0,
b=1.

Sitenemos que; # 0, entonces podemos proceder como antes usaaddugar dep
y r1 en lugar dey para obtener valores, to € D tales quey = 1ty + 12, dondery = 0
O6uv(rs) <wv(ry).

Sire = 0, entonces tenemos quéC D(p, q) = r1 y estaremos listos tomando= 1
y b= —t1ts.

Si tenemos que; # 0, entonces seguimos con este proceso inductivo. Cgdigjo>
v(ry) > v(re) > --- > 0y la valuaciérnw toma valores enteros, este proceso terminara
después de un namero finito de pasos. O

23.2. Dominios de Ideales Principales

Definicion 23.2.1 — Un dominio entero para el cual todo ideal es principal@nddo
undominio de ideales principales

Ejemplo 23.2.2 —
(i) Todo cuerpaF’ es un dominio de ideales principales. Este hecho se debelagjue
Unicos ideales de un cuerpo sfiif y F =< 1 >.
(i) SeaD undominio de idelaes principales. Entoncessi.., a,, € D — {0}, existe
un maximo comun divisoM CD(ay, ..., a,) € D para ellos. Mas aun, el ideal ge-
nerado pony, ..., a,, es igual al ideal generado pdfC'D(ay, ..., a,). En particular,
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esto nos asegura que dos maximos comun divisores de tatesrdtes son uno el
multiplo del otro por un elemento invertible énh En efecto, seé el ideal generado
por los elementos,,...,a,,. Como estamos en un ideal principal, exiéte D tal
quel =< d >. En particular, todo divisor comun a los elemenigs.., a,, debe
dividir d yaqued = ryz1 + - - - + 1, &l pertenecer al idedlgenerado por los ele-
mentosa;. Por otro lado, como cadg € I =< d >, tenemos que; = s;d, con
lo cual vemos qué divide a cada:;, obteniendo en resumen gques un maximo
comun divisor dey,...,a.,. Si tenemod; € D otro maximo comun divisor de estos
elementos, entoncdses subanillo del ideak d; >. Esto asegura qué, divide
d, es decird = ad,. Comod; es maximo comun divisor ¥ divide a los elemen-
tosay,..., a,, debemos tener quédivide d;, es decird; = bd. Esto nos dice que
dy = bd = bady, de dondel; (1 — ba) = 0. Perod; # 0y estamos en un dominio
entero, es decir, no hay divisores de cero, luege- 1, es decirg es invertible en
D.

(iii) El dominio enteroZ[z] no es dominio de ideales principales. En efecto, conside-
remos el ideall generado po? y z. Es claro quel consiste de polinomios cuyo
coeficiente constante es par. Por otro lad@,[si fuese un dominio de idelaes prin-
cipales, parte (ii) anterior nos dice qliseria generado por @fCD(2,z) = 1, es
decir,I = Z[z], una contradiccion.

23.3. Dominios de Factorizacién Unica

Definicion 23.3.1 — SeaD un dominio entero y: € D — {0}. Diremos que que es

un elemento irreduciblei no es invertible y no puede escribirse como producto de dos

elementos ambos no invertibles.

Ejemplo 23.3.2 — Consideremos un dominio Euclidiard® con valuacionv : D —
{0} — {0,1,2,...}. Se puede verificar que los elementos invertibleBdes exactamente
el conjuto
{a € D : ainvertible} =
{a e D:v(a) =v(1)} =
{a € D — {0} : v(b) = v(adb) paratodod € D — {0}}

En efecto, sie € D es invertible, entonces(b) < v(ab) < v(a"tab) = v(b), €s
decir,v(b) = wv(ab). En particular, paréd = 1 lo anterior asegura qu&a) = v(1).
Reciprocamente, sies tal quey(b) = v(ab) para algurb € D — {0}, entonces al dividir
b porab obtenemos que

b=s(ab) +r
donder = 0 6 v(r) < v(ab) = v(b). Ahora,r = b — s(ab) = (1 — sa)b de donde
v(b) < v(r) < v(b), una contradiccion si # 0. Asi,» = 0y b = s(ab), es decir,
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(1 — sa)b = 0. ComoD es dominio entero § # 0, debemos tenesa = 1, es decira
invertible.

Definicion 23.3.3 — Un dominio enteraD es llamado urdominio de factorizacién
Unicasi todo elementa € D — {0} que no es invertible puede escribirse de manera
Unica como producto de elementos irreducibles, es deair,ssiD — {0} no es inver-
tible, entonces existen irreduciblgs, ...,p, € D tales quex = p; - --p,. Mas aln, si
existe otra descomposicion en irreducibles, digames q¢; - - - ¢,,, €NtONCES, = M Y

q; = t;p;, dondet; € D esinvertible.

Ejemplo 23.3.4 — Si D es dominio de factorizacién Unica, entonces es posiblelealc
el maximo comuan multiplo e. En efecto, tomemos, b en D — {0}. Escribimos las
descomposiciones en factores irreducibles de ambos elesa@odemos escribir

a:plpnpn+1pl

b:pl...pnql...qs

donde ningury; es producto de un elementg por un invertible. Asi, tenemos que
MCD(G,,Z)) =P1 " Pn-

Proposicién 23.3.8Gauss) — Si D es un dominio de factorizacién Unica, entonces
DIz] también lo es.

Este resultado lo verificaremos en una seccion posterior.

23.4. Relaciones entre Dominios

Ahora procedemos a mostrar el resultado mas importantedasexscion.

Teorema 23.4.1— Todo dominio Euclidiano es un dominio de ideales principate
todo dominio de ideales principales es un dominio de fazsmibn Unica.

Ejemplo 23.4.2 — Como consecuencia del resultado anterior es qéees un cuerpo,
entonces al sef'[z] un dominio Euclidiano (usando como valuacion el grado de po-
linomios) se tiene que todo polinomio puede escribirse cpnoalucto (Gnico modulo
constantes) de polinomios irreducibles. También, todalide principal y el ideal gene-
rado por polinomios (no cerog) (z),...,p»(x) €s generado por un polinomj¢x) que es
maximo comun divisor de ellos. En particular, si son retatiente primos, ellos generan
todo F'[z].
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Para verificar la proposicion anterior, primero veremostqde dominio Euclidiano es
principal y luego que todo dominio de ideales principalesexsesariamente un dominio
de factorizacion Unica.

Proposicién 23.4.3— Todo dominio Euclidiano es de ideales principales

Demonstracion— Consideremos un idedl # {0} de D. Queremos ver que este es
principal. Consideremos el conjunto

v(I) ={v(z) ;2 €T -{0}} C{0,1,2,3,...}

Consideremos € I tal quev(a) = Minimo(v(I), el cual existe al sef0,1,2,3, ..}
discreto y bién ordenado. Podemos considerar el idealipehgenerado pad, es decir,
< a >, el cual es esta contenido énSupongamos que podemos escager! — < a >.
Sabemos que existen valores € D tales quer = ta + r, donder = 0 6 v(r) < v(a).
Pero comar ¢< a >, r # 0. Asi, tenemos que € D — {0} es tal quev(r) < v(a).
pero,r = x — ta € I, lo cual contradice la minimalidad dé¢a). Luego,] =<a >. O

Proposiciéon 23.4.4— Todo dominio de ideales principales es dominio de factoiéa
Unica

Antes de proceder a dar una demostracion de este hechajeatms que en un ideal
principal tenemos los siguientes :
(1) ExistenciadeV/CD(z1,...,x,);
2 < z1,..,x, >=< MCD(z1,...,z,) >, €n particular, existen, ...,a, € D
tales que
MCD(z1,...,xn) = 121 + - + QpTn;

(3) Dos méaximos comun divisores de los mismos elementos Isoniléplo de un
invertible por el otro.

Primeros necesitamos verificar que todo elemento no itertic D — {0}, donde
D es un dominio de ideales principales, puede descomponamse gn producto finito
de elementos irreducibles. Esto es consecuencia del stguie

Lema 23.4.5 — SeaD un dominio de ideales principalesyye D — {0}, un elemento
no invertible. Entonces es producto finito de elementos irreducibleside

Demonstracion— Sear € D — {0} no invertible. Si este es irreducible, entonces esta-
mos listos. Supongamos por el contrario que no lo es, es, de¢irab, dondea,b € D
no son invertibles. Es claro que

<z>G<a> Yy <z>C<b>
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Supongamos queo b no es irreducible, digamasno es irreducible. Entonces pode-
mos escribiz = a1a2, dondea; no es invertible. Ahora tenemos
<z >G<a>G<ar> Yy <r>G<a>G<az >

Si el lema que estamos verificando es falso, procediendaaenasera obtendremos
una sucesion infinita de ideales
Cr,C...
LS LS
lo cual seré& contradiccion al siguiente lema. O

Lema 23.4.6 — SeaD un dominio de ideales principales. Entonces no es posible en
contrar una sucesion infinita de ideales

LCLG: -
Demonstracion— Supongamos que tenemos una coleccion de ideales
LCcLC---
Entonces
I'=U52,1;
resulta ser un ideal. Por otro lado, combes principal, tenemos la existencia de un

elementa: € D tal que< a >= I. Asi, comoa € I, debe ocurrir que € I,, para algun
n, €n cuyo caso tendremos qlie- I, O

Ahora necesitamos verificar que la descomposicion es Unichulm factores irredu-
cibles y permutacion de factores. Esto es consecuencigdéiste.

Lema 23.4.7 — La descomposicién en factores irreducibles en un dominimeales
principales es Unica médulo multiplicacién por invertiblg permutacion de factores.

Demonstracion— Supongamos que tenemos la igualdad

Pip2 - Pn = q142 """ qm
dondep,,q; € D son elementos irreducibles. Supongamosgue m. Por el lema de
Euclides mas abajo, tenemos quedivide alguing;, digamosg;. Entonces;; = rip1,
donder; € D es algun invertible. Factorizando €n el elementop; en la igualdad
anterior (ya que no hay divisores de cero), obtenemos lddgda

p2...pn:’r1q2...qm

Ahora procedemos cam, de la misma manera que cpin para ver que, médulo per-
mutacién de indicegs = rap2, donder, € D es invertible y, en particular, tener la
igualdad

D3 Pn =T172G43 """ Gm
Procediendo de esta manera, médulo permutacion de indlesdremos que

g =ripj,J=1,...,n
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donder; € D es invertible, y la igualdad
1:7’17’2...7’nqn+1...qm

Sim > n, entonces esta Ultima igualdad diria guees invertible, una contradiccion.
Luegom = n y obtenemos lo deseado. O

Lema 23.4.§Euclides) — SeaD un dominio de ideales principales, € D un ele-
mento irreducible yu, b € D tales quep divide ab. Entoncesp divide a o divideb. En
otras palabras, todo ideal generado por un elemento irrélleces un ideal primo.

Demonstracion— Podemos asumir queb € D — {0}. Podemos calcular un maximo
comun divisord = M CD(a, b) en el dominio de ideales principal&s Supongamos que

p no dividea, en cuyo casd/CD(p,a) = 1. Sabemos que es posible encontrar valores
r,s € D tales quel = rp + sa. Luego, al multiplicar pob ontenemo$ = brp + saby
comop divide ambos sumandos del lado dereghdebe dividirb. O






CAPITULO 24

ANILLO DE POLINOMIOS Y FACTORIZACION UNICA

En esta seccidén nos preocuparemos de manera particulas deillms de polinomios
de dominios enteros y estudiaremos algunas propiedadé¢®&gan estos.

Ejercicio 24.0.9 — SeaD un dominio enteroy considere el anillo de polinomios en una
variableD[z]. SeanP(z) € D[x]y Q(z) = ap+a1z+- - -+a,z™ € D[z] tal quea,, € D
es un invertible. Verifique que es posible encontrar polilwsi'(x), R(z) € D[z] tales
que

P(x) = Q(@)T(x) + R(x)
dondeR(xz) = 0 6 biéngrad(R) < grad(Q).

Ejemplo 24.0.10 — Consideremos un cuerpgy el anillo de polinomios en una variable
k[x]. Sabemos qué[x] es un dominio Euclidiano usando como valuacion el grado de
polinomios. En particulak[z] es también un dominio de ideales principales y un dominio
de factorizacion unica. Ahora, $i(x), S(x) € k[z] son relativamente primos, tenemos
que
R(z)A(z) + S(2) B(z)

para ciertos polinomiod (z ) ( € klz]. Asi, siT(z) € k[z], entonces

T(z) = R(x)C(z) + S(z)D(x)
para ciertos polinomio€'(z), D(z) € k[x]. En este cas@'(x) = T'(z)A(z) y D(z) =
T(x)B(z). El algoritmo de la divisién nos permite calcular efectiarte los polinomios
A(z), B(z) y luegoC(x), D(z). Una consecuencia de esta pequefia observacion es la
descomposicién en fracciones parcialeSeanP(x), Q(z) € k[z] y supongamos que
Q(z) = Q1(x)™ ---Q,(z)% es descomposicién en polinomios irreducibles. Entonces
es posible calcular de manera explicita polinonitegr), ..., P, (x) € k[x] tales que

P) N~ Pi)
DG
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Ejercicio 24.0.11 — Verifique la descomposicién en fracciones parciales pehplo
anterior. Utilize la observacion hecha en el mismo ejemplo ¢

- % = Qi(2)" -+ Quoi(x)h

S(@) = Qu(@)™ 'y T(z)=P(x)

R(x)

El ejemplo anterior nos dice que los domitile:], dondek es un cuerpo, son dominios
Euclidianos vy, en particular, dominios de idelaes prineipay de factorizacion unica.
Hemos visto quéZ[z] no es un dominio Euclidiano ni dominio de ideales principale
pero aun queda la pregunta si este es un dominio de factionzacica.

Teorema 24.0.12Gauss) — SiD es un dominio de factorizacion Gnica, entonéys]
también lo es.

Este resultado al ser usado de manera iterativa permitaerteésiguiente.

Corolario 24.0.13 — Si D es un dominio de factorizacion Unica, entonégs, ..., ., ]
también lo es.

Demostracion del teorema de Gauss- SeaD un dominio entero ¥ su cuerpo de frac-
ciones. Entonces tenemos de manera natural la incrustagignC k[z]. SeaP(z) €
DJx]; podemos escribir

P(z) =dPi(x)
dondeP; (z) € D[z] tiene la propiedad que la coleccion de sus coeficientes $ativae
mente primos ¥l € D es el maximo comun divisor de los coeficientedtie). ComoD
es dominio de factorizacién Unica, tenemos una desconipositnica”

d=pip2---pr

dondep; € D son elementos irreducibles. También tenemos una descandpd¥inica”
en polinomios irreducibles dez], digamos

Pi(z) = Q1(z)Q2(x) - - Qu(x)

Q1(x),...,Qn(x) € Ek[x], polinomios irreducibles.
Ahora, cada polinomi@);(x) puede escribirse como
s
Q;(z) = 32T;(x)
J

dondeT;(z) € D|z] y de manera que los coeficientesidé¢x) son relativamente primos.
Es claro quel;(z) € k[z] es irreducible (es un multiplo d@;(z) por un invertible de
k[x]). Luego,T;(z) € D|[x] debe también ser irreducible éNz]. Tenemos la igualdad
ai - ap

Pi(z) = by---b,

Ti(z) - Tn(x)
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0 de manera equivalente
H(z)=0by- by Pi(z) =a1- - a,T1(x) - Th(x) = L(x)
Luego, un maximo comun divisor de los coeficientes del patiod () € D[z], es
by - - b, € D,y un maximo comin divisor del polinomio(z) € Dlz], esa; ---a, € D.
De esta manera tenemos la igualdad
alnnnan :bl...bns
para cierto elemento invertiblec D ya queD es dominio de factorizacion Unica. Asi,

al DY an
e D
by---by €
y, en particular,
Pi(z) = sTy(x) - Tn(x)

con lo cual finalmente tenemos la descomposicion en faciweekicibles enD|[z]

P(x) =pipa - prsTi(z) - Tp(x)
Esto nos ha permitido verificar al menos la existencia de ac@fizacion en irredu-

cibles enD|z]. Ahora debemos verificar su unicidad médulo invertiblesrympeacion de
factores. O

Ejercicio 24.0.14 — Verificar la unicidad del teorema anterior. Indicaciéronsidere
una igualdad

pre-pnPL(a) - Pr(x) =q1 - ¢ Qi(x) - - Qs(x)
dondep;,q; € D son irreducibles y;(z),Q;(z) € D[xz] son polinomios irreducibles.
Vea que se puede suponer que cada polinaRia), @, (z) tiene sus coeficientes re-
lativamente primos. De esta manera, vea que existe D invertible talp, ---p, =
q1---qra 'y quer = n, al serD dominio de factorizacién Unica. Ahora, analize la igual-
dadP; - - pm = aQ; - - - Qs enk[z], utilize quek[z] es dominio de factorizacion Gnicay
el mismo tipo de ideas como en la demostracién para comglledagumento.






CAPITULO 25

ANILLOS NOETHERIANOS

En esta seccion veremos que todo ideal del anillo de polio®kiiy, ..., z,,]. donde
k es un cuerpo es finitamente generado. Este resultado es de nnmygortancia en el
estudio de soluciones de sistemas infinitos polinomialesnyparticular, en geometria
algebraica.

Definicién 25.0.15 — Un anillo A conmutativo con unidad es llamadiwmetheriancsi
todo ideal ded es finitamente generado.

Ejemplo 25.0.16 — Cuerpos YZ son ejemplos de anillos Noetherianos.

Teorema 25.0.17Teorema Fundamental de Hilbert) — Si A es un anillo Noethe-
riano, entoncesi[z1, ..., x,,] también es Noetheriano.

Corolario 25.0.18 — Sik es un cuerpo, entoncés$z, ..., x,,] €s Noetheriano.

Demostracién del teorema fundamental de Hilbert Sélo es necesario verificar que
Alz] es anillo Noetheriano. Supongamos que tenemos un deal A[z]. Deseamos
encontrar un ndmero finito de generadores de

Dado un polinomig(z) = ag + a1z + - - - + apa™ € Alz], cona,, # 0, es decip(z)
es de grada, llamaremos al coeficientg, el coeficiente principal dg(z). Definimos el
coeficiente principal del polinomio cero comaleE A.

SeaJ C A el conjunto formado de los coeficientes principales de tamogolinomios
enl.

Hecho 1.J es un ideal ded.

Larazon de estoes:
(1) Elcoeficiente principal de la suma de dos polinomios eaaa de los coeficientes
principales;
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(2) El coeficiente principal del polinomiep(x) es el opuesto aditivo del coeficiente
principal dep(z) ;

(3) El coeficiente principal del producto de dos polinomis€kproducto de los coe-
ficientes principales;

(4) Sip(z) € I'yr € A, entonces el coeficiente principal dg(z) esr veces el
coeficiente principal dg(x).

Ahora que tenemos quges un ideal ded, comoA es Noetheriano, tenemos la exis-
tencia de un nimero finito de polinomios

p1(x), ey pm(x) €T

tal queJ esta generado por los coeficientes principales de ellosNSganaximo de los
grados de los polinomigs (x),..., pym ().

Para cada enterb < N definimos comaJ; al subconjunto ded formado de los
coeficientes principales de todos aquellos polinomiok éa grado a lo méak.

Hecho 2.J;,. es un ideal ded.

La razon de esto es muy similar a como vimos dues un ideal. Se puede ver quige
es cerrado bajo la sumay la resta. Veamos.fjues cerrado bajo la multiplicacién y que
es ideal. Para esto, se& J, yr € A. Veremos quea € Ji Y tendremos ambos hechos
validos. Sea(z) € I cuyo coeficiente principal esy considere el polinomio de grado
cerog(x) = r € A[z]. Comol es un ideal dei[z], tenemos que(z)q(z) = rp(z) € I.
Ya que el coeficiente principal de(x) esra, estamos listos.

Ahora, al serJ, un ideal enA, la condicion deA ser Noetheriano nos asegura que
podemos encontrar un ndmero finito de polinomios

U1 (T), ooy Qo () € 1

de manera que sus coeficientes principales gengran
Denotemos pof al ideal deA[z] generado por todos los polinomios anteriores :

pl(x)7 7pm(x)7 qO,l(x)7 -y 40,n0 (EC), sy qN,l(:E)a s 4N ny (.T)

Por construccion, el idedl C I es finitamente generado.
Hecho 3.l =1.

Como sabemos queC 1, necesitamos ver qd&f: (). Supongamos por el contrario
que existet(x) € I — 1. Podemos escogeéfz) de grado menor con tal propiedad. Sea
s € A el coeficiente principal dgx).

(1) Supongamos que el gradoide) es al meno&V. Comos € .J, existen polinomios
(monomios)ry (), ..., rm (z) € Alz] tal queu(z) = 3370, 7 (2)p;(z) € I tiene
coeficiente principat y cuyo grado sea igual al dér). Ahora, coma;(z) = t(z)—
u(z) € I tiene grado menor quéx), debe ocurrir (por la minimalidad de la eleccion
det(z)) queq(z) € 1. Esto nos dice quéz) = ¢(z)+u(z) € I, una contradiccion.
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(2) Si el grado det(z) esk < N, entoncess € J;, para ciertok. Ahora pode-
mos encontrar polinomios (monomios) ;(z) € A[z] de manera que(z) =
;‘11 T (Z)qr;(x) € T tenga coeficiente principal igualy cuyo grado coin-
cida con el grado de(x). Ahora procedemos como en el caso (1) para obtener

nuevamente una contradiccion.

O

Ejemplo 25.0.19 — Seak un cuerpo y supongamos que tenemos un sistema infinito

dondep;(x1, ..., ) € k1, ..., Tn].

Denotemos polF C k™ al conjunto de soluciones de tal sistema infinito. 58a) C
klz1, ..., z,] formado de aquellos polinomiaegzs, ..., z,,) tales queg(aq, ...,a,) = 0
paratodday, ...,a,) € V.

Se tiene qud (V) es un ideal dé&|zy, ..., z,]. Luego, al setk[x1, ..., z,] un anillo
Noetheriano, existen un nimero finito de polinomios

@1 (T1y ey X))y ey Qa(X 1y oy ) € I(V)

tales que generaf(V).
Denotemos poW C k™ al conjunto de soluciones del sistema finito de polinomios
@1 (z1,.yxn) = 0
qa(x1, ..y xn) = 0

Ya que
GU(T1, oy T )y s Qa1 ) € V),

tenemos qu& C W.
Por otro lado, como cadg(z1, ..., z,,) puede escribirse de la forma

d

p; = ZU%

i=1

tenemod¥ C V. En consecuencia,

W=V

Ejercicio 25.0.20 —
1.- Considere eft’[z] el ideall generado por todos los polinomios

pe(z) =k+a2" k=1,2,3, ...

Ya queClz] es dominio de ideales principaldses generado por un polinomio.
Encuentre tal generador.
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2.- Considere efi[x] el ideall generado por los polinomios
Dnom(T) = 2nc 4+ 3m,n,m=0,1,2,....

Verificar quel esta generado pary 2z.



PARTE IV

REPRESENTACIONES LINEALES DE
GRUPOS



Para estudiar algunos grupos es (til usar algunas acciepesiales, con ciertas pro-
piedades lineales. No pretenderemos escribir un capitunftadiado preciso sobre repre-
sentaciones lineales, solo presentaremos algunos tersiasdgue se relacionan con lo
expuesto en los capitulos anteriores.



CAPITULO 26

REPRESENTACIONES LINEALES

Definicion 26.0.21 — Unarepresentacion lineale un grupdG, ) en un espacio vec-
torial V' (sobre algun cuerpéf, que para nuestro interés puede &R 6 C) es por
definicion una accion

¢:G— GL(V)
La dimensién del espacio vectoridles llamada efrado de la representacié€uando el
homomorfismap : G — GL(V) es ademas inyectivo, es decir una accion fiel, entonces
hablamos de unepresentacion fiel

Ejemplo 26.0.22 — Sea(G, %) un grupo simple. Entonces cualquier representacion li-
neal deG es fiel o es la representacion trivial(§) = I, para today € G). En efecto,
dada una representacion lineal: G — GL(V) tenemos que Kép) es un subgrupo
normal deGG. ComoG es simple, tenemos que Kej) = {0}, en cuyo cas® es fiel, o
Ker(¢) = G, en cuyo cas@(g) = I parag € G.

Ejemplo 26.0.23 — Dado un grupdG, =) y un cuerpdC, siempre tenemos la represen-
tacion de grado uno
1:G—-GLK)y=K":g9g—1
De manera mas general,18ies un espacio vectorial sobkg entonces siempre tene-
mos la representacion trivial

I:G—-GL(V):g—1

Ejemplo 26.0.24 — SeaG = (z : %) = Z/27. Entonces tenemos también la repre-
sentacion de grado uno

(-1): G — GL(Q)
definida por

(1)) =1 (~1)() = —1
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Ejemplo 26.0.25 — Consideremos un grup@, ) y una representacion de gradp
digamosy : G — GL(V), es decirV es un espacio vectorial de dimensién uno sobre
el cuerpoK. Escojamos un vector no ceto# 0 enV'; entonces{v} es base dé .
Para cadgy € G tenemos que(g)(v) = Agv para algin valon € £* = K — {0}.
Como¢ es un homomorfismo de grupos, tenemosd@g * g2) = ¢(g1)#(g2), es decir
Agrxga = Agi Mgy, Para todosy, g2 € G. Por ejemplo);, = 1. Tenemos ademas un
isomorfismo natural, dado por la base anterior, GL(V) — K* : Av — A. Luego,
podemos mirar la representacibr ¢ : G — K* : g — A,.

Observemos que si escogemos otro vector no cekd, dégamos, entonces tenemos
quev = av para ciertos € K£*. Luego, no es dificil ver queé(g)(v) = A\,v. En otras
palabras, el valoh, € K* esta anicamente determinado goe Gy ¢, es decir, no
depende del vectar€ V' — {0} escogido.

Suponiendo que € G es de orden(g) finito, se tiene qué\g(g) =1, es decir), es
una raizo(g)-ésima de la unidad.

Ejercicio 26.0.26 — Sea(G, x) un grupo ciclico finito. Determinar las representaciones
de gradal en (i) Q, (ii) Ry en (iii) C.

Observacion 26.0.27— Dados un grupdG, *), una representacion lineal : G —
GL(V), dondeV en un espacio vectori® sobre un cuerpd’, y un subanilloR de K,
podemos dotar de manera naturdl'ade una estructura dBG-médulo. La idea es la
siguiente, primero consideramos un anil@G] del grupoG respecto al anilldk. Ahora
definimos la operacion binaria

n n

> rigicv=>_ri6(g;)v)

i=1 i=1
la cual realiza & como unR[G]-mddulo.
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ALGUNOS EJEMPLOS DE REPRESENTACIONES

27.1. Representacién regular dada por la accion de un grupo

Consideremos una accion de un grupo fir(i€d «) sobre un conjunto finitoa\ =
{z1,...,x,}, digamosp : G — Perm(X). Consideremos un espacio vectorialde
dimensiéonn y una base{v, ..., v, }. Entonces, podemos construir una representacion
lineal inducida por la accién anterior de la siguiente maner

O:G—->GL(V):g— ®(g)

definida por
(9)(D_aju) = ajvy)
j=1 j=1

dondeg(j) € {1,2,...,n} es tal quep(g)(x,;) = z,;. LO que estamos haciendo es
J 9(4)

permutar los elementos de la base de la misma manera comonsetae los elementos

de X.

Ejercicio 27.1.1 — En el ejemplo anterior consideté = G y la acciéng : G —
Perm(G) definida porp(g) : G — G : h — gx*h. Larepresentacion obtenida es llamada
la representacion reguladel grupoG.

27.2. Representacion suma directa

Sea(G, ) un grupo yV, W espacios vectoriales sobre un cueipoConsideremos
dos representaciones lineales

¢:G—>GL(V) Yy ¢:G— GL(W)

Entonces podemos formar el espacio producétex W y construir la representacion
producto 6 suma directa

(6, 0) =0 @1 : G — GL(V x W)
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definida como

(@,9)(9) : VX W =V XW: (v,w) = (6(g)(v), ¥(g)(w))

27.3. representacion producto tensorial

Tambiém podemos hacer el producto tensorial de estos espagitorialed” @ V' 'y
construir larepresentacién producto tensorial

PRy :G— GLV W)
definida como

dRY(G): VAW - VW :v@wr— ¢(g)(v) @Y (g)(w)

27.4. Representacion wedge
Podemos considerar es el espacio vectorial wédgel” y la representacion cufia
dNd:G—->GLVAV):g—dNd
donde

dNP(g): V =V ive ¢(g)(v) Ad(g)(v)

27.5. Representacion Hom

Otro espacio vectorial que podemos formar es Kigrfil’), el espacio vectorial de
todas las funciones lineales feen . Dada una funcién lineadl : V — Wy g € G,
podemos considerar la nueva funcién lineal

Hom(e, ¢)(g)(L) =1(g) o Log(g™") : V — W

de donde obtenemos una nueva representacion lineal
Hom(¢,¢) : G — GL(Hom(V, W)) : g — Hom(¢, ¢)(g)

llamada larepresentacion homomorfismo

Ejemplo 27.5.1 — Sea(G, *) un grupo yV un espacio vectorial sobre un cuerfo
Consideremos una representacion lingalG — GL(V). Entonces podemos construir
su representacion dual : G — GL(V*) definida como sigue: S : V — K es una
funcion lineal, entonces para cagla G tenemos qué&og(g)~! = Log(g71): V — K

es de nuevo una funcién lineal. Definimos(g) : V* — V* : L +— Lo ¢(g~!). Esta
representacion es la representacion homomorfismolparaC.



27.6. REPRESENTACION COCIENTE 141

27.6. Representacion cociente

Supongamos que tenemos una representacion lineal de um (@rup), digamosy :
G — GL(V). Si H es un subgrupo d€, entonces tenemos gratis una representacion
lineal de H dada por restriccion d¢ a H, llamada larepresentacion restriccioa H. Si
ademad es subgrupo normal, entonces tenemos el grupo codigfte Desgraciada-
mente no podemos hacer descender la representaciondipeah obtener una represen-
tacion lineal del cociente. Pero si tenemos ¢ke) = I para todoh € H, entonces si lo
podemos hacer como

b/ G/H — GL(V) : gH — ¢(g)

llamada larepresentacion cociente






CAPITULO 28

REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES Y REDUCIBLES

Definicion 28.0.1 — Consideremos una representacion G — GL(V'), dondeV es
un subespacio vectorial sobre un cuekpdSi existe un subespacio progid # {0} de
V' que resulta invariante por cada una de las transformaciggésg € G, entonces uno
dice que la representacion es uraresentacion reducibleen caso contrario, decimos
que esta es unapresentacion irreducibleEn el caso de existit” # {0} invariante por
¢(G), tenemos una representacion natdiigd : G — GL(W) definida porg|w (g) =
#(g), la cual es llamada lsubrepresentacion inducidte ¢.

Ejercicio 28.0.2 — Si tenemos una representacion G — GL(V'), dondeV es un
espacio vectorial sobr®, entonces tenemos gratis representaciones reales y gample
(cadag(g) es una matriz con coeficientes @ luego con coeficientes éR y en C).
Puede ocurrir que sea una representacion irreducible (sdby@ero que no lo sea sobre
R 6 enC. Dar un ejemplo de esta situacion.

El siguiente resultado para representaciones linealesipegfinitos es de gran ayuda
en el estudio de estos.

Proposicion 28.0.3— SeaG un grupo finito y consideremos una representacion
G — GL(V) de grado finito. Entonces podemos escogefenn producto interior
Euclidiano (Hermitiano positivo definido en el caso comp)€j )z, de manera que(G)

es subgrupo del grupo se isometrias, .

Demonstracion— Sea(,) cualquier producto Euclidiano (Hermitiano positivo en el
caso complejo) partl. Entonces basta considerar el producto promediado

() = Ygea(d(9)(x), (9)(y))
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Observacion 28.0.4— En la hip6tesis de la proposicién anterior la condiciénsde
grado finito fué para asegurar la existencia de un produtéoiam para partir nuestro
argumento. La finitud dé& fué para estar seguros de que la suma usada fuese finita.

Ejercicio 28.0.5 — Verificar que en caso que la representacion es irredyebtences
el producto interior construido en la demostracion deldew es Unico médulo producto
por un escalar.

Corolario 28.0.6 — SeaG un grupo finito y consideremos una representaeidrG —
GL(V) de grado finito. SW es un subespacio vectorial #eque es invariante por cada
transformaciong(g), cong € G, entonces existe un subespacio complementafid a
gue también es invariante.

Demonstracion— Usando la proposicion anterior, podemos asumir ¢jye preserva
un producto interior Euclidiano (Hermitiano positivo encako complejo}, ) para cada
g € G. Basta entonces escoger

Wt ={veV:(vw) =0, paratodav € W}



CAPITULO 29

HOMOMORFISMOS DE REPRESENTACIONES

Podemos relacionar diferentes representaciones lingalesismo grupd~ sobre es-
pacios vectoriales sobre el mismo cuerpo de la siguienteraan

Definicion 29.0.7 — Seany : G — GL(V)y ¢ : G — GL(W) dos representaciones
lineales d&&7, dondeV y W son espacios vectoriales sobre el mismo cu&pbtin ho-
momorfismo entre estas representaciones es una funci@ line V. — W tal que
L(¢(g)(v)) = ¥(g)(L(v)), paratoda € V ytodog € G. CuandoL : V — W es un
isomorfismo lineal, entonces diremos que las represem@sigon equivalentes, en cuyo
caso tenemos(g) = L o ¢(g) o L1 para todog € G. Denotamos por Ho@y(¢, )

al conjunto de todos lo homomorfismos de representaciorntes¢n G — GL(V) y

¥ : G — GL(W).

Observacion 29.0.8— No confundir las notaciones Hd ) y Homg (¢, ¢). La pri-
mera es una representacion mientras la segunda es un ayrgenhecho un espacio
vectorial.

Ejercicio 29.0.9 — Verificar que Homa: (¢, v) es un subespacio vectorial del espacio
vectorial Hon{V, W), formado por todas las funciones linealesidenV'.

Observacion 29.0.10— Consideremos una representacion lingal G — GL(V),
dondel” es un espacio vectorial sobre un cuekpo
(1) Habiamos visto que para cada anfien I, podiamos construir el anill®[G] y
hacer qué’ tuviese una estructura dgG]-médulo. Un homomorfismo dé como
R[G]-mbdulo es una funcion linedl : V' — V que respecta la multiplicacion
por elementos d&[G], es decirL(>_7_, rjg; - v) = Y5 r;9; - L(v). Esto es
equivalente a que valgalaigualdity-v) = ¢g-L(v), esdecirLo¢(g) = ¢oL. Esto
ultimo decie qud. € Homg (¢, ¢). Es claro que vale el reciproco. De esta manera
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Homg (¢, ¢) corresponde exactamente a los homorfismds demoR|[G]-mddulo.
En forma similar, Hora (¢, ) corresponde exactamente a los homorfismo¥ de
enW comoR[G]-médulos.

(2) Parag € G, el isomorfismo de espacio vectoriglg) : V — V no tiene por que
pertenecer a Hom(¢, ¢). La condicion para qué(g) € Homg(¢, ¢) es que para
todoh € G valga la igualdads(g)(h - v) = h - ¢(g)(v), es decirp(g = h) =
#(hx*g). Por ejemplo, si la representacion es fiel, entonces loiant equivalente
atenerg € Z(G). En todo caso, HG, ) es finito consideramos la funcién lineal
promediada

L= Y 0le):V =V
geG
la cual satisfacd € Homg (¢, ¢).

Ejercicio 29.0.11 — Verificar que la funcién lineal

L::|—é|z¢(g):VHV
geG
satisface las siguientes propiedades :
(i) Im(L) ={v eV :¢(g)(v) =vparatody € G}
(i) LoL=1
(iii) Concluir queL es una proyeccion.

Ejemplo 29.0.12— Consideremos un grup@, ) y dos representacion : G —

GL(V),v : G — W, dondeV y W son espacios vectoriales sobre un cugtp®u-
pongamos que tenemos un homomorfismo de representadianés— W. Asociado a
la funcién linealL tenemos los dos subespacios siguientes :

Ker(L) ={veV:L(v) =0}
Im(L) ={w e W : L(v) = w, paraalgin € V}

De la igualdadL(¢(g)(v)) = ¥(g)(L(v)), paratodov € V y todog € G, es claro
que KefL) es un subespacio invariante d&=) y Im(L) es un subespacio invariante
por¢(G). En particular, si la representacién: G — GL(V) es irreducible, entonces
Ker(L) € {{0},V}, es decir la funcion lineaL es inyectiva o es trivial. = 0. De
manera similar, si la representacion G — GL(W) es irreducible, entonces tenemos

que Im(L) € {{0}, W}, es decir la funcion lineal es sobreyectiva o es trivid = 0.
Esto nos permite concluir el siguiente resultado.

Proposicion 29.0.18Lema de Schur) — Sea(G, ) un grupo y dos representaciones
irreducibles¢ : G — GL(V), ¢ : G — GL(WW), dondeV, W son espacios vectoriales
sobre el mismo cuerpo. &i: V — W es un homomorfismo entre esas representaciones,
entonced. = 0 0 L es un isomorfismo.
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Corolario 29.0.14 — Sea(G, ) un grupo y dos representaciones irreducibfesG —
GL(V), ¢ : G — GL(V), dondeV es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los
nameros complejo€. SiL : V — V es un homomorfismo entre esas representaciones,
entonces existé € C tal que para cada € V vale queL(v) = Av.

Demonstracion— Como todo polinomio de coeficientes complejos de gradoomay
igual a uno tiene ceros complejos, tenemos furene al menos un valor propioe C.

La funcionlinealN = L — Al : V — V sigue siendo un homomorfismo de las represen-
taciones anteriores. Por el lema de Schur, tenemogvgee0 o NV es isomorfismo. Pero

al ser) valor propio del, entoncesV tiene nucleo no trivial, luegd’ = 0. O

Ejemplo 29.0.15— Consideremos un grup@, =) y representacionegs; : G —
GL(V;), dondeV; son espacios vectoriales sobre el mismo cuejpes 1,2,...,N.
Entonces tenemos de manera natural el espacio vectordlqal’; x V5 x - -+ x V.
Existe un monomorfismo natural

J:GL(V1) x GL(Va) x -+ x GL(Vy) — GL(V; x Vo X -+- x Vi)
dado por
J(Ll, LQ, ceey LN)(Ul, V2, .oy UN) = (Ll(vl), LQ(UQ), ceey LN(UN))
Esto nos permite construir tapresentacion producto
(plv"'va) G — GL(‘/I X ‘/2 X X VN)
definido por
(P15, o8)(g) = J(p1(9), -, PN (9))

Observemos que cada subespdcjo= {(0,...,0,v,0,...,0) € V; x --- x Vy} es

invariante por(p1, ..., pn). Luego esta representacion es reducible. Matricialmeate h

blando, lo que estamos haciendo es formar una gran matriziageamatrices pequefas
colocandolas en manera diagonal.

El siguiente resultado nos dice que para entender las myeesones lineales de un
grupo finito basta con entender las representaciones aitd#ds.

Proposicion 29.0.16— Sean(G, x) un grupo finito yI” un espacio vectorial de dimen-
sion finita. Entonces, toda representacipn G — GL(V) es equivalente a una Unica
representacion producto, modulo isomorfismo de repres@rias, donde cada represen-
tacién involucrada es irreducible.

Demonstracion— ComoV tiene dimension finita ¥= es de orden finito, podemos in-
troducir un producto interior Euclidiano (Hermitiano p& definido en el caso com-
plejo) (,) de manera que(G) < O(,. Sila representacion es irreducible, entonces no
hay nada que verificar. Supongamos que existen subespaziomntes no triviales. To-
memos uno de la menor dimensién posible, digalo&ntonces sabemos quié = V;*
(espacio ortogonal &; respecto a nuestro producto interior) también es invaipot
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p(G) por el corolario anterior. Tenemos que la representacidadida porp, digamos

pm : G — GL(V1) es irreducible por la minimalidad de la dimensién. Ahoraamir
mos la representacign : G — GL(W) y procedemos de la misma manera como lo
hemos hecho partl. Este proceso termina despues de un numero finito de pasos de-
bido a queV tiene dimension finita y nos entrega una descomposiciomonal 1 =

V1 x Vo x -+ x Vi y representaciones irreducibles = p : G — GL(V;). Ahora es
claro por la construccion que: G — GL(V) es equivalente al producto de las represen-
taciones; : G — GL(V;). Ahora necesitamos ver la unicidad médulo isomorfismos de
representaciones. Para esto, supongamos que tenemosprasentacion equivalente a
larepresentaciop= (p1,...,pn) : G — GL(V1) x - - - x GL(Vy), digamos la represen-
tacionn = (1, ...,nm) : G — GL(Wy) x --- x GL(Wy,), donde cada representacion
n; « G — GL(W;) esirreducible. Sed : Vi x ---Vy — Wy x --- x Wy el iso-
morfismo de tales representaciones. EntonE€E;) es un subespacio invariante por la
representacion, luego debe coincidir por la irreducibilidad a una de losesgaciosV,.

Asi, L establece una hiyeccion entre los espatigs., Vv y los espaciodVy,..., Wy,
enparticularN = M. O

Observacion 29.0.17— En el resultado anterior, tenemos que en la representpoid
ductop = (p1,....,pn) : G — GL(V1) x --- x GL(Vy) en representaciones factores
irreducibles, puede occurrir que dos de ellas, digamosG — GL(V;) y p; : G —
GL(V;), sean isomorfas. En ese caso, podemos reordenar los fadtoneanera que los
factoresp; : G — GL(Vh),...,pr : G — GL(V4) son los factores no equivalentes y
escribir como

p=(p1"sppt) s G — GL(V™) x -« x GL(V,'™),

donden; denota la cantidad de factores equivalentes a la represémgg.

Ejemplo 29.0.18 — Consideremos el espacio vectorial real (podemos usas otrer-
pos)V = R"™. Tenemos de manera natural una representacion de grab grupo
simétricoS,, actuando por permutaciones en las coordenadas de lose®d@l’. De
manera mas precisa, consideremos los generadoreg1,2,3,...,n),b = (1,2). En-
tonces definimos

0 0 O 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0 0
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0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 1 0 0
Pn (b) = .

0 0 O 1 0

0 0 O 0 1

La representaciop,, : S, — O, < GL(R™) = GL(n,R) resulta ser reducible,
dondeO,, denota el subgrupo de las rotaciones. En efecto, si coasierel subespacio
vectorial de dimension unid” generado por el vectdi, 1, ..., 1, 1), entonces obtenemos
quep,(g)(W) = W, para cadg € S,,. Comop,(S,) < O,, tenemos que caddyg),

g € S, es una simetria para el producto Euclidiano estandard (dadel producto
punto). En particula#y/ -+, el subespacio ortogonal®, también resulta invariante, donde

Wt ={(z1,..,zn) ER 2y 420+ -4z, =0} 2R"!
Consideremos el isomorfismo
n:R" W
definido por
n(e;) = Ej — En,
dondee; € R"~! (respectivamentdy; € R™) es el vector canénico con todas sus coor-
denadas igual a cero excepto la coordenjaéisima que es igualla Usando este isomor-
fismo, podemos mirar la representacion indugigés,,) sobrel como una representa-
cion enR”~ !, digamos
Prn_1:Sp — GL(R™™1),
definida pom,,_1(g9) = n~'p(g)n. Se puede ver que

0 1 o --- 0 0
0 0 1 - 0 0
pn—1(a) =
0 0 0 0 1
-1 -1 -1 -1 -1
0 1 0 00
1 00 0 0
0 0 1 0 0
pam=| L0
0o 00 --- 10
0 00 --- 01

Esta representacion de gra@do— 1) es llamada laepresentacion estandadel grupo
S,. Se sabe que esta representacion es irreducible. La ideseess tpmamos un vector
v#0 € R, entonces, p,—1(a)(), pn_1(a?)(v),..., pn—1(a™"?)(v) resulta ser una
base deR"~1. Por ejemplo, sh = 3y v = (u,v) # (0,0), entonces la condicién para
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quevy pa(a)(v) = (—v,u—v) sean linealmente dependientes es equivalente a que exista
A € Rtal que el sistema lineal

Au v = 0
—u + (1+XMNv = 0

tenga como solucion @, v). Esto obliga a que el determinante de la matriz asociada al
sistema sea cero. Pero el determinante de tal mathz-es\+ 1, el cual no tiene solucion
real, una contradiccion.

De lo anterior tenemos la descomposicién en factores icibsp,, = (pp—1, (—1)),
donde(—1) es la representacion uno-dimensional que envia a las pacions pares en
—1yalasimpares en.

Ejercicio 29.0.19 — Verificar la irreducibilidad de la representacign_1(S,) del
ejemplo anterior.

Ejemplo 29.0.20 — El ejemplo anterior, para el caso= 3, nos da una representacion
irreducible deS; en el espacio vectorial re®?, mas aln, en el espacio vector@t.
Miremos otras representaciones de este grupo. Podemaslctica el grupo en si mismo
como sigue

¢: 83 — Perm(S3) : 0 (o)
donde
¢(0):83 —S3: 70T
Por ejemplog((1, 2, 3)) actda de la siguiente manera :
1 =1 (1,2,3) = 29
xo =1(1,2,3) — (1,3,2) = z3
x5 =(1,3,2) — [ =1,
x4 =(1,2)— (1,3) = x5
x5 =(1,3) — (2,3) = z6
z6 = (2,3) = (1,2) = a4

Luego podemos mirar en las coordenadas

Z1
]
€r3

e Q°

T4

&5

L6
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que((1, 2, 3) puede ser representada por la matriz

010000
001000
100000

A=10 0001 0
000001

00010 0

En forma similarg((1, 2)) es dada por
x1 =1~ (1,2) = a4
x2 = (1,2,3) — (2,3) = a6
x3 = (1,3,2) — (1,3) = x5
xe=(1,2)—I=ua
x5 = (1,3) — (1,3,2) = a3
x6 = (2,3) — (1,2,3) = o
puede ser representada por la matriz

000100
000001
000010

P=1100000
001000

01000 0]

La funcion dada por
Y : S — GL(QP)
definida pory((1,2,3)) = Ay ((1,2)) = B, define una representacion racional de
grado6. Consideremos el subespaéio < Q% de dimensiors correspondiente a tomar
w; =1 +2x4 = (1,0,0,1,0,0),102 = X9 + x5 = (0,1,0,0,1,0), w3 = T3 + Tg =
(0,0,1,0,0,1). EntoncedV es invariante, es decir, la representacion es reduciblse. M4
aun, la representacion & es dada por

010 1 00
A=1(10 0 1 B=10 01
100 010

es decir, obtenemos la representacion redugibliel ejemplo anterior.

Ejemplo 29.0.21 — Consideremos el grupo mas simple que tenemos, es degit
ciclico de orden dos
G=(x:2%)=27/27
Consideremos cualquier representacion

p:G— GL(V)



152 CAPITULO 29. HOMOMORFISMOS DE REPRESENTACIONES

dondeV es algun espacio vectorial sobre un cuekpoEntonces si consideramos los
espacios propios
Vt={veV:p)(v)=v}
Vi={veV:px)(v)=—-v}
entonces tenemos la descomposicion
V=VteV"
Escogiendo una base pdra y una base d& —, obtenemos al juntarlas una baselde

En esta base, la representacion es entonces equivalempadaentacion

n:G— GLVt x V™) < GL(VT) x GL(V™)

n(w)=[é _?]

De aqui observamos que las Unicas representaciones iiskxduteG son las siguientes
dos de grada :

donde

p+:G>GLIK)=K":2—1
p—:G—->GLK)y=K":2— —1

Ejemplo 29.0.22 — Consideremos ahora el grupo Abeliano méas simple que noisea
clico, es decir,

G = (z,y:2°,y° (xy)*) 2 L/2L & L|2Z
Consideremos cualquier representacion
p:G— GL(V)

dondeV es algun espacio vectorial sobre un cuekpoEntonces si consideramos los
espacios propios

Vt={veV:p)(v)=v}

Vo ={veV:p)(v)=—v}

El hecho quex(z) y p(y) conmutan asegura qué€y) deja a los subespacids™y V=
invariantes. Entonces podemos escoger los subespaadidesses :

Vi ={veV*:py)(v) =v}
VE={veV*:py)(v)=—v}
Vi ={veV™ :p(y)(v) =v}
Vo ={ve V™ :p(y)(v) = —v}

Tenemos entoces que
V=VieVieVieVv:
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Podemos escoger una basédadjuntando primero una bse H’é, luego una base de
V*, luego una base dé, y finalmente una base dé" . En esta base, la representacion
es entonces equivalente a la representacion

n:G— GL(V;" x VI x V. xVZ) <GL(V;") x GL(VX) x GL(V{ ) x GL(V)
donde

I 0 0 0 I 00 0
071 0 0 0 =1 0 0
M@=1g 0 1 o "=l o1 o
00 0 —I 0 0 0 —I

Luego las representaciones irreduciblegtdgon las siguientes cuatro de grado
p+tr :G—oGLK)=K":1z— 1, y—1
pr— G- GLK)=K" 12— 1, y— —1
p—4+:G—-GLK)=K":z— —-1y—1
p—— :G—>GLK)=K":z— -1y —1






CAPITULO 30

CARACTERES Y CONTEO DE REPRESENTACIONES
IRREDUCIBLES

En esta seccién veremos como determinar cuantas repreisees irreducibles no
equivalentes sobre el cuerpo de los nimeros complejoerxira cada grupo finito
(G, x). De manera mas precisa.

Teorema 30.0.23— Sea(G, *) un grupo finito. Entonces el nimero de representaciones
irreducibles complejas no equivalentes es igual al nUmereldses de conjugacion en
G.

Ejemplo 30.0.24 — Para el grupo simétric§,, habiamos visto en la seccion 14 que el
namero de clases de conjugacion es igual al nimero de soegdel sistema

u1+u2+...+ﬂn:n

1> o > 2> iy >0

luego, ese nimero es exactamente la cantidad de représaptaicreducibles complejas
no equivalentes d§,,.

Necesitaremos algunos conceptos que iremos definienddiawacion.
Definicion 30.0.25 — Cada representacion compleja: G — GL(V'), de un grupo

(G, %) (finito o infinito) de grado finito tiene asociada la funcion

Xo: G — C:g—Tr(o(g))

dondeTr(¢(g)) denota la traza del automorfismo linedl) : V' — V. A esta funcion
la llamaremos etaracterde ¢. Observemos que

X¢(Ia) = dim(V)
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Como conjugacion preserva las trazas, vemos que el cadé&ctepresentaciones equi-
valentes es el mismo. Mas alngsh € G, entonces vale ques(g) = xg(h*xgxh™1);
luego el caracter es constante en cada clase de conjugadian e

Ejercicio 30.0.26 — Ya que hemos hablado de producto de representacionas)okg
eneste puntoque 8i: G — GL(V)y ¢ : G — GL(W) son dos representaciones del
grupo finito(G, x), ambas de grado finito, entonces

X(¢pp) = Xo T X

Verificar que el conjunto de los caracteres de todas lasgeptaciones lineales de grado
finito de un grupo finitd G, ) no es necesariamente un espacio vectorial.

tenemos que el conjunto de los caracteres no define un esgatoial.

Definicion 30.0.27 — El conjunto de lagunciones de clases

F(G)={f:G— C: fesconstante en las clases de conjugacidf e

Definiciéon 30.0.28 — Denotemos po€ar(G) C F(G) al conjunto de los caracteres
de las representaciones de grado finit@-de

Ejercicio 30.0.29 — Verificar que F(G) es el espacio vectorial mas pequefio que
contieneCar(G).

Ejercicio 30.0.30 — Calcular los caracteres asociados a las representadiengrado
finito de las secciones anteriores. En particular,
(i) para la representacion lineal asociado a una acgiofy — Perm(X), del grupo
finito (G, ) sobre un conjunto finitd, verificar que el caracter evaluadogr G
coincide con la cardinalidad d&iz(¢(g)) ;

(i) xowv(9) = Xe(9)xw(9)

(iii) xg-(9) = x0(9)
(V) xono(9) = 3 (xo(9)* — xs(9?))

Ejercicio 30.0.31 — Seap : G — GL(V) una representacion compleja de grado finito
del grupo finito(G, ) y x4 : G — C su caracter asociado. Verificar qyg permite
conocer los valores propios dég) para cada € G (observe que si los valores propios
deg son{);}, entonces los valores propiosgféson{A?}).
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Supongamos que tenemos una representacion compleja defgriéol de un grupo
finito (G, x), digamos
¢:G— GL(V)
Comoy,(Ig) = dim(V), tenemos que el caracter determina el grado de la representa
cion. Para esta accion tenemos que

Vo={veV:n(g)(v) =vparacadg € G }

Ejercicio 30.0.32 — Verificar queVg es un subespacio vectorial #fey que la repre-
sentaciom es irreducible si y s6lo 3iz = {0}.

Una manera de calcular explicitamente el subespacio valcigr es la siguiente.
Consideremos la funcion lineal dada por el promedio

L= n(g):V =V eHoma(6,0)
G| %2

Tenemos que

(i) L(v) € Vg, paracada € V;

(i) L(v) = v, paracada € V.

De esta manerd, : V — Vz es una proyeccion sobig; y ademas

Vo = Fix(L)

en particular,
1
e > Tr(n(g) =

geaG

= é Z Xn(9)

geG
En particular, sh es una representacion irreducible, entonces necesatiadetremos

tener
Z Xn(9) =0

geqG
Consideremos ahora dos representaciones irreducibles
¢:G—GL(V) y ¢:G — GL(W)

podemos considerar el espacio vectorial Hdm ) formado por todos los homomor-
fismosM : V — W de las dos representaciones. Como consecuencia del lenthale S
y su corolario, tenemos que

dim(Vg) = Tr(L)

1 si¢y 1y son equivalentes
0 en caso contrario

dim(Honk: (¢, ¢)) = {
Consideremos la representacion homomorfismo
n =Hom(¢,v) : G — GL(Hom/(V,W))

cuyo caracter asociado es dado ROI= Xg X
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En este caso, tenemos que HoMIW ) = Homg (¢, ©).
Asi, por lo anterior tenemos que

|G| > Xo(9)xu(9) |G| > xn(g) = dim(Homg (,4)) =

geG geG

. 1 silas representaciones son equivalentes
= dim(Hom(V,W))g = P . a
0 en caso contrario
Esta formula nos permite definir un producto interior Heiamio

(f1, f2) = |G| > Fil9)falg

geaG

sobre el espacio vectoril(G) de las funciones de clases @ale manera que los carac-
teres de representaciones irreducibles no equivalentegfoun conjunto ortonormal.
Una consecuencia de esta situacion es la siguiente.

Proposicién 30.0.33— Toda representacion compleja de grado finito de un grupafinit
(G, ), digamosp : G — GL(V), esta Unicamente determinada, modulo equivalencia,
por su caracter. Mas adn, la representacion es irreducifble s6l0 si(x4, x¢) = 1.

Demonstracion —

Situacion IrreducibleConsideremos dos representaciones irreducible§ — GL(V)

y ¢ : G — GL(W), ambas de grado finito con el mismo caragteSupongamos pri-
mero que ambas representaciones son irreducibles, estpndemos utilizar lo hecho
anteriormente para obtener nuestro resultado.

Situacién GeneralSupongamos que la representaciomo es irreducible. Entonces, po-
demos encontrar representaciones irreducibles no eqotesp; : G — GL(V;), para
j=1,..,r,demaneraque= (pi*,...,p%) : G — GL(V}"* x---x V%) es equivalente
a¢. En este caso tenemos que

,
=Xp = Z @jXp;
j=1

Como cada representacion irreducible esta determinadapeoaracter, tenemos que
la representaciow queda determinada por su caracter. Observemos que en este ca

(Xg» Xg) = D5y @5
O

De lo anterior, vemos que las representaciones linealesado dinito de un grupo
finito (G, x) quedan determinados, modulo equivalencia, por sus céctere

Supongamos quéd,..., A,, son las diferentes clases de conjugacion del grédpo
dondeA; = {Is}. Escojamos un representante de cada clase, diggmes4;, j =
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2,3,...,n. Seaa; = #A;.Si f : G — C es una funcién de clase del grupo finito@e
entonces consideremos el vector

(f(IG)7 f(92)7 ey f(gn)) eC”

Esto nos permite construir una funcion lineal inyectiva
M:F(G)—C"

y asi consideraF'(G) como un subespacio d&" y, en particular, considerafar(G)
como un conjunto de vectores.
En el espacio vectoridl™ podemos considerar el producto interior Hermitiano

I &~
<(l’1, ---axﬂ)v (yla ayn)> = @ Zajxjyj
=1

Ejercicio 30.0.34 — Verificar que este producto Hermitiano hace ddesea una iso-
metria respecto al producto Hermitiano considerado amtegnte pard'(G).

Ahora, los vectores eB™ que corresponden a los caracteres de representaciones irre
ducibles forman un conjunto ortonormal respecto al pragtdgrmitiano, en particular,
se tiene la segunda consecuencia, una aproximacion dehta@0.0.23.

Proposicién 30.0.35— EI niumero de representaciones irreducibles no equivaldate
grado finito de un grupo finit¢G, x) es a lo méas el nimero de clases de conjugacién en
G.

Ejemplo 30.0.36 — Consideremog G, ) un grupo finito y la acciony : G —
Perm(G) : h — g x h. Consideremos la representacion lineal que esta definecedal
representacion regular d& denotemosla pass : G — GL(V), donde dinfV) = |G|.

En este caso
N 0 sig 7é Ig
X¢G(g){ |G| Slg:IG
En particular(x .., xs.) = |G|?, con lo cual obtenemos que esta representacion lineal
no es irreducible parg=| > 1. En este caso, tenemos qiie es equivalente a la repre-
sentaciorp = (p7?, ..., p"), dondepy,..., p, son todas las repersentaciones irreducibles
de@ de grado finito yu; € {0,1, 2, ...} Habiamos observado que
1 —_— 1 —
a; = {ps.P) = (pj: Xoa) = 11 > 0i(@)xes(9) = G771 Te)xss (l6) =
geG

= p;(Ie) = grado de la representacipn > 0

Como consecuencia de esto vemos que en la representacidarkgg del grupoG
aparecen todas las representaciones irreduciblés dada una apareciendo exactamente
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tantas veces como su grado. Una consecuencia simple desegie el nUmero de repre-
sentaciones irreducibles no equivalentes es finita (lo gueapiamos por la proposicién
anterior). Ademas, tenemos que

T
|G| = <X¢G’X¢G> = ZG?
j=1

Proposicién 30.0.37— La suma de los cuadrados de los grados de todas las represen-
taciones irreducibles no equivalentes de un grupo finitgealial orden de este.

Ejemplo 30.0.38 — Para el grupas tenemos a lo mas tres representaciones irredu-
cibles no equivalentes. Por la proposicion anterior se @wed que no hay sélo una re-
presentacion irreducible ya qéeno es un cuadrado de un entero. Si hubiesen sélo dos
representaciones irreducibles, entonces estariamendgue es suma de dos cuadra-
dos, lo cual no es posible. De esta manera, obtenemos que kiaber exactamente tres
representaciones irreducibles no equivalentes. Si dewstaora, , aq, as € {1,2,..} los
grados de estas, entonces debemos €hera3 + a3 = 6. De aqui vemos que la Unica
posibilidad es dada por el siguiente trio, médulo permotagi, 1, 2).

Ahora procedemos a verificar que el conjunto ortonormal déoves que correspon-
den a las representaciones irreduciblesides de hecho una base, obteniendo de esta
manera la demostracion del teorema 30.0.23.

Para esto supongamos que tenemos la posibilidad de esecagemeion de clases de
G, digamosf € F(G), que sea ortogonal a cada caracter de una representaeidua-irr
cible deG. Bastara con verificar qué= 0.

Consideremos una representacion linealz — GL(V') de grado finital. Definamos
la funcion linealL : V' — V por

Lv) =Y f(g)é(9)(v)
geG
Para cada € G y cadav € V, tenemos que

¢(h)o Log(h™)(v) =D flg)p(hxgxh™")(v) =

geaG

=Y flhxgxh™o(hxgxh™h)(v) =Y f(k)o(k)(v) = L(v)
geG keG
en particularL € Homg(¢, ¢). Como consecuencia del corolario al lema de Schur vale
queL(v) = Av para cierto valon € C, luego

A =Tr(L) =Y fle)Tr(6(9)) = > f(9)xe(g) =

geG geG

= |GI(f. xo) = |GI(f,X5) = |GI{f, x¢~)
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y comoyx,- €S una combinacion lineal de los caracteres de las repaesemes irredu-
cibles que descomponen la representagidmbtenemos finalmente

Ad =0

y, en particularA = 0 como deseabamos para completar la demostracién del teorema
30.0.23.

En resumen.Dado un grupo finitd G, *), procedemos como sigue :
(1) determinamos la cantidadde clases de conjugacién y las respectivas cardinali-
dadesiy; =1, as,...,an.
(2) consideramos el producto interior Hermitiano@&hdado por

1 &
<($17 '-'7xn)7 (yla ;yn» = @ Za’jxjyj
j=1

(3) buscamos bases ortonormalesiecon la propiedad de que la primera coorde-
nada de cada vector involucrado sea un entero positivo yualla suma de los
cuadrados de las primeras coordenadas sea igual al ordgnuge. Uno de los
vectores involucrados siempre @s 1, ...,1) que corresponde a la representacion
trivial

1:G—-C" g1

Ejemplo 30.0.39 — Consideremos el grupo simétri€g. En este caso tenemdslases
de conjugaciom; = {I}, 4> = {(1,2),(1,3),(2,3)} y A3 = {(1,2,3),(1,3,2)}.
De esto sabemos que hay exactamente tres representaciedesibles deSs. En C3
entonces consideramos el producto Hermitiano

1, _ _
((x1,72,23), (Y1,Y2,¥3)) = 6 (T1y1 + 3T2y2 + 2T3Y3)

Si consideramos tres vectorgs, b;, c;) € C3, dondea; € {1,2,...}, formando una
base ortonormal, entonces debemos tener las ecuacioges€ {1, 2,3})

a?+3|bj|2+2|cj|2 = 6
a;a; + 3b_1bj + QC_iCj =0

Laigualdadaj? + 3|b;|* + 2|c;|*> = 6 de donde podemos observar qye= {1,2}.
De esta informacién obtenemos que las tres representagioeducibles son de grado
1ylo2. Por un lado, siempre esta la representacion irreducibjgatio] trivial

1:8 —-Cr:g—1

cuyo cardcter corresponde al vectdrl, 1). Otra representacion irreducible de grado
es
—1 sigtiene orden par

-1:8—-C*: .
- g { 1 en caso contrario
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cuyo caracter corresponde al veatbr—1, 1). La tercera representacion irreducible tiene
caréacter correspondiente a un vediar, ¢), dondes € {1,2} y valen las igualdades :

a?+ 3> +2|c? = 6
a+3b+ 2c = 0
a—3b+ 2c = 0
De las dos Ultimas igualdades obtenemos al sumarlas —2¢, de donde estamos
obligados a toma# = 2, ¢ = —1y luegob = 0. En particular, la tercera representacion

irreducible es dada por el vect(®, 0, —1) que es de grad®. Esta representacion es dada
por¢ : G — GL(C?) tal que

e™i/3 0
¢(17253) = |: 0 efﬂ'i/B :|

o2 =] ]
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