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Capitulo 7

Series Numéricas

7.1. El signo del sumatorio: Sigma X

La suma de n términos consecutivos se representa de la siguiente forma:

nf\ Limite superior
a+ag+---+a, = Z a; Limite inferior
i=1 Indice

El indice del sumatorio puede ser cualquier letra, normalmente se utilizan
las letras i, j, k, n; pero no puede coincidir con los limites de la suma. Asi,

n n
a3+a4+~--+anzzak7&zan
k=3 =3

Nota: El limite inferior del sumatorio no tiene por qué ser 1, sino que puede ser cualquier

nimero entero inferior al limite superior

Ejemplo 7.1. Expresar en notacion sumatorio las siguientes sumas:

6 6
1+243+445+6=) i=) n
il n=1
7 6
32442+ 52462+ 77 = Zn =Y i?=> (i+1)
=3 =2
l(12+1)+ 224+ 1)+ + (n2+1):§:—(z2+1)
n n n Z.:17’L

Ejemplo 7.2. Sacar los dos primeros términos de los siguiente sumatorios

100

100
712::10417 Z:: 7’L+5
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Solucion. Sisacamos los dos primeros términos del sumatorio, el nuevo suma-
torio debera comenzar a partir del tercero. Asi,

100 100
Zan:a1+a2+zan
n=1 n=3

100 1 100

1 1 1
) PSS
Zat5)! 6 T 2 (nt5)

7.1.1. Propiedades del sumatorio

1. Una constante puede sacarse factor comun.

Zk-ai:kZai
i=1 =1

Es constante cualquier nimero o cualquier letra que no coincida con
el indice. Asi,

n n
Sna=nYa
i=1 i=1

ya que, naj + nag + - - -+ nap, = n(a; +ag + - - + ap)

2. El sumatorio de una suma se puede descomponer en dos sumatorios
n
E a; £ b;) Z a; £ Z b;
=1
3. La suma de una constante equivale a sumar n veces la constante.

Zc—c—l—c—i- c+cC

n veces

Asi, por ejemplo, tenemos:

24+24+24+2+2=2-5=10

.F[?‘“
I

@
Il
—

(]
[\]
Il
[\V]
(]
—
Il
[\V]
ot
Il
—_
o

-
Il
—
<.
Il
—

M

.
|
—_

ai=a1+a+taztastas=]a;=2=2+2+2+2+2=

=2-5=10
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4. En un sumatorio, la expresién del término general no es tnica, sino
que se puede modificar, en funciéon de los limites del indice. Asi,

n n+1 n+k
ao+a1+---+an22ai= Zaifl = Zaz‘—k
i=0 i=1 i=k
En general
ni ni1+k
doai= ), aik
1=no i=ngo+k

5. Se suele utilizar la siguiente suma:

(I+n)n

n
i=1 2

Ejercicios propuestos de la seccién 7.1. Sumatorio
Soluciones en la pagina 161
7.1.1. Calcular las siguientes sumas:

100

a) E(?n +3)

7.2. Series numeéricas. Definiciones

Definicién 7.1 (Serie). Dada la sucesion numérica infinita:
ap, ={ay,az,as,...,an,...} donde a,= f(n)

se llama serie numérica a la suma indicada de los infinitos términos de dicha

sucesion.
oo
E ap =a1+as+az+---+a,+---
n=1
los numeros ai,as,as,...,an,... se llaman términos de la serie y a, se

denomina término general.

Son ejemplos de series las siguientes sumas:

o
n=1+2+3+4+.-. Serie de los niimeros naturales
n=1
il | 1 1 1 ) )
Z—:1+—+—+—+--- Serie arménica
—'n 2 3 4
n=1
> 1 - 1 1 1 ] . ]
Z ﬁ 1+ ? + ? + @ —+ Serie arménica, generalizada
n=1
ilfl-i—l-i-l-i- Seri Stri
o 9 50 3 erie geométrica

S
Il
—
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Definicién 7.2 (Suma parcial). Se llama suma parcial n-sima a la suma
de los m primeros términos de la serie

n
Sp=ai+az+az+-+an =Y a
k=1

Asi, tenemos:

51:(11
Sy =a1 +a
Ss =aj +ay +as

Sp=a1+ax+---+ay

Y, en general, S, =S,_1+ a,

[e.e]
1
Ejemplo 7.3. Sumar grdficamente la serie Z —.
n=1 2"

Solucion. Se trata de hacer la siguiente suma:

<1 111 1

2o =atitytn T
Consideremos, para ello, un cuadrado de lado unidad. Tendremos que sumar:
la mitad del cuadrado, la cuarta parte, la octava parte, etc. Si seguimos el

proceso, al final, tendremos el cuadrado completo.

1
16 1 En consecuencia, para sumar una serie:
8 1. Se realizan las sumas parciales de
1 manera progresiva,

2. por paso al limite se calcula la suma
total

> =

Definicién 7.3 (Convergencia y Suma de la serie). Una serie se dice
convergente si la sucesion formada con sus sumas parciales {Sy} es conver-
gente. Se llama suma de la serie al limite de la sucesion formada con sus
sumas parciales.
[ee]
lim 5, =5 < E an =S
n—oo
n=1
Por el contrario, sila sucesion de las sumas parciales { Sy} no tiene un limite
finito, entonces se dice que la serie es divergente. (Se distinguen las series
divergentes infinitas, cuando el limite es infinito; de las oscilante, cuando el
limite no existe).
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Nota: Si la serie es convergente tenemos:
{51,52,53,...,5n,...} = S

Es decir,

D an=S8=lim S, = lim (a1 +az+--+an) = lim > a
n=1 k=1

n—oo n—oo

Definicién 7.4 (Resto de la serie). Se llama resto de la serie a la suma
indicada de los términos de la serie desde un lugar en adelante.

o0 oo
Ry =any1 +apt2+- - = Z ak:za""‘k
k=n+1 k=1

Se tiene:

o0
dan=artaztazt-taptap o=

n=1

:[a1+a2+a3+"‘+an]+[an+1+an+2+"’]:Sn"f_Rn

/ ~ J

-

Sn Ry

Es decir,

Zan:Sn+Rn

n=1

Si la serie converge, la diferencia entre la suma total S y la suma parcial S,
da el resto n-simo de la serie

[o.¢]
Z an convergente = R, =5 — S, =apy1 + anyo+ -

n=1

En este caso, el resto n-simo representa el error que se comete al aproximar
la suma total de la serie por la suma parcial de los n primeros términos.

Proposicion 7.1. Sila serie es convergente, entonces el resto n-simo tiende
a cero.

Zan Conv. = lim R, =0

n—oo

R,=5-5,

S, — 8 , de donde,

Demostracion. Y a, Conv. = {

lfm R, = lim (S—S,)=S— lim S, =S—-S=0 O

n—oo n—oo n—oo
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7.2.1. Convergencia y suma de la serie aplicando la definicion

El problema fundamental de la teoria de las series consiste en estudiar la
convergencia. Si la serie es convergente, entonces es sumable, en consecuen-
cia se intenta sumarla con exactitud y, si esto no es posible, se calcula el
valor aproximado de la suma, sumando los primeros términos. En este caso
habra que indicar el error cometido en la aproximacién; o bien, sumaremos
mas o menos términos en funcién del error permitido.

Ejemplo 7.4. Estudiar la convergencia de las siguientes series y sumarlas
cuando sean convergentes.

0 o0 o0 1\"
_1\n+1 k -
O YD Yt oY (5)
n=1 k=1 n=1
Solucion. Aplicando, en cada caso, la definicién, resulta:
o0
a) Y (-1 =1-141-1+1-1+--
n=1
S1=1 ) {S,} ={1,0,1,0,1,0,...} — No tiene limite
So=1—-1=0 ! .
Luego, la serie no es convergente, vy,
Ss=1—-1+1=1 :
. en consecuencia, no se puede sumar.
: ) (Diverge por Oscilacién).

b) Y 2P =14+4+8+16+--
k=1
S =1
So=1+4=5

S3=1+4+8=11 La serie es divergente

—_————

Sp=1+4+8+16+ - +2" — +oco |

oyt 11 11 1
@}j@):§+—+7+—+~+§ﬁ~~

P 178716
1
8125
1 1 241 3
25t T Ty
g3, L _6+1_ 7
57478 8 8
g T, 1 _1t1 15
U816 16 16
on 1
S, =

\)
3
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2" — 1 2ntl
Parece que S,, = —on entonces, tendria que ser S, 11 = —onil
En efecto,
2m —1 1 2ntl 9 1 ontl 1
Snt1 = Sp + apt1 = + = + =

omn 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1

luego la expresion supuesta para S, es correcta. En consecuencia,

S= lim S, = lim 227_12 Ifm <1fi>=1fo:1

n—o00 n—o00 n n—o00 on

Nota: Para demostrar que la expresién dada a S, es correcta hemos utilizado el
método de induccién; basado en el axioma de induccién de los ntimeros naturales.

Axioma de induccién. Supongamos que el conjunto M C N posee las siguientes
propiedades:

1°) 1 e M,

2°) sim € M, entonces m + 1 € M;
entonces el conjunto M contiene todos los nimeros naturales: M = N.

Principio de induccién. Sea P, una proposicién acerca del entero n. Si:

1°) Py es verdadera,
2°) P41 es verdadera siempre que Py es verdadera;
entonces P, es verdadera para todos los enteros positivos n.

La justificacién es la siguiente: por la condicién 1, se tiene que P; es verdadera;
entonces, aplicando la condicién 2 (con k = 1) se tiene que P> es verdadera. Del
mismo modo, si se aplica nuevamente la condicién 2 con k = 2, se tiene que Ps
es verdadera; y asi sucesivamente. El procedimiento se puede aplicar de manera
indefinida.

Al aplicar el principio de induccién matemaética se siguen los tres pasos siguientes:

1°) Se prueba que P, es verdadera cuando n = 1.

2°) Se supone que P, es verdadera cuando n = k y se deduce que P, es verdadera
cuando n =k + 1.

3°) Se concluye, por el principio de induccién matemadtica, que P, es verdadera
para toda n.

o0

Ejemplo 7.5. De la serie Z an se sabe que la sucesion de las sumas par-
n=1

ciales {Sy,} viene definida por:

_2n+3

S, = — VneN
n+4

Hallar:
(a) El término general an de la serie.
(b) El cardcter y la suma de la serie.

Solucidn. (a) El primer término de la serie a; coincide con S, luego:

a1251:1
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El resto de los términos, para n > 2, se obtienen de la diferencia:

2m+3 241 5

n:Sn_Sn— - - -
“ ""n+d n+3 (n+3)(n+4)

Notese que, en este caso, el primer término no sigue la regla general, es decir,
la serie propuesta vendrd dada por la expresion:

o0 [ee] 5
L=+ G gm g

(b) La serie converge, ya que se puede calcular su suma.

oM+ 3
S= lim S, = Iim =212 — 9
n—00 n—oo n, 4+ 4

7.2.2. Dos series notables

Definicién 7.5 (Serie geométrica). Se llaman series geométricas aquellas
series en las que cada término (salvo el primero) se obtiene multiplicando
el anterior por una cantidad constante llamada razon:

ap41 =T Qp

Es decir,

o0
Yan=aotartattag o=

n=0

[e.9]
2
:a0+r.a0+r .a0+...+rn.a0+...22a0frn
n=0

Teorema 7.1. La serie geométrica es convergente para |r| < 1 y su suma

es
S = agr =ag y "=
o
n=0 n00

Para |r| > 1 la serie geométrica es divergente.

Definicién 7.6 (Serie arménica). Se llama serie armdnica a la serie:

> 1 1 1 1
Z_:1+_+_+...+_+...
—=n 2 3 n

Y, en general, se llaman series armdnicas (generalizadas) a las que son del
stguiente tipo:

=1 _q 1 1 1 0
e +2_p+3_p+"'+ﬁ+"' para  p >

n=1

(a estas series también se les llama p-series).
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Teorema 7.2. La serie armonica es convergente para p > 1 y divergente
para p > 1.

< 1
Ejemplo 7.6. Demostrar que la serie armdnica Y, — es divergente.
n=1"M

Solucion. Agrupando los términos (hasta las potencias de 2), se tiene:

i1—1+1+1+1+1+1+1+1+ =

“~n 2 3 4 5 6 7 8
_1+<1>+(1 1)+(1+1+1+1>+ -
B 2 3 4 5 6 7 8 -
s (5)+ ()t (statgtg)t =
- 2 4 4 8§ 8 8 8 -
(e () ()
- 2) T\2) T3 -

Nota 1: Otra manera de demostrarlo es la siguiente. En la serie armoénica tenemos que
Son — = + + -+ = + ! + -+ !
2n n = Qn+1 An42 a2n—n+1 TL+2 n+n =

“n+n n+n n+n 2n 2

Con lo cual resulta que, en la serie armédnica, se tiene

1
San — Sp > B}
Ahora bien, si una serie es convergente, ha de ser lim (S2, —S») = 0. En efecto,
n—oo
Zan Conv. = Zan =S=lim S, = lfm Sap = lim (S2n — Sn) =S —S =0

En consecuencia, si la serie armoénica fuera convergente se tendria la siguiente contradic-
cion:

= Por ser convergente: lim,—oc (S2n — Sn) =0

N =

= Por la propiedad anterior lim,—oc (S2rn — Spn) >
de donde resultarfa o > 1/2, que es absurdo.

Nota 2: La serie armonica diverge al infinito con mucha lentitud. Para obtener una suma

parcial que pase de 20 hay que sumar mas de 250 mil millones de términos.

7.2.3. Teoremas de convergencia

Teorema 7.3 (Convergencia del resto). Si una serie converge, entonces
cualquiera de sus restos también converge. Y si uno de los restos converge
entonces toda la serie converge.

a1 +as +ag + -+ convergente < apt+1 + Ap42 + Anyz + -0 convergente

oo
Zan convergente < R, convergente

n=1
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Es decir, la convergencia de una serie no se altera si se le suprimen los
n primeros términos.
Nota: (Observaciones sobre el resto de la serie).

= Si dos series tienen los mismos términos, desde un lugar en adelante, entonces, o las
dos convergen o las dos divergen. Es decir, las dos series tienen el mismo caracter.

3 /Y >k an =by =Y an~ Y b
En efecto, al ser
Ean:a1+a2+~~~+ak+(ak+1+ak+2+~~+an—|—~~~)
D bn=bitbr bt (arer kot an o)

se tiene,

SnfS;L:a1+a2+---+ak7b17b2+~--fbl:Né lim S, = lim S;+N

n— oo n—o00

= Se pueden cambiar, suprimir o afiadir un nimero finito de términos sin alterar la
convergencia o divergencia de una serie (aunque el valor concreto de la suma de la
serie s{ cambia).

oo
Ejemplo 7.7. Sea Zan una serie de términos positivos convergente.

n=1

[ee]
Hallar el cardcter de la serie: Z
n=1 "tn—1

an

Solucion. Sea R;, el resto de orden n de la nueva serie. Se tiene:

* Qn+41 An+4-2 Gn+-3 Ap41 + Ap+42 + An+3 + - Rn
R = + + 4> = — =1
" Rn Rn—H Rn+2 Rn Rn

o0

Como el resto R} no converge a cero, la serie E
n=1"'n-1

an

no es convergente,
y al ser de términos positivos, es divergente.

Teorema 7.4 (Producto por un niimero). La convergencia de una serie
no se altera st todos sus términos se multiplican por un mismo numero
distinto de cero, ademds dicho numero se puede sacar factor comaun.

a1 +ao +az +--- convergente < r-ay+r-ax+1r-a3+--- convergente
oo [o¢]
D (rean) =1 an
n=1 n=1

Demostracion. Sila serie es convergente, se tiene

Zkan:nh'nolo(k:aqu---qu:an):Jirgok(alqt---Jran):

n=1

o
:’“nlirglo<m+-~-+an>:k21an O
n—=
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Teorema 7.5 (Suma de series). La suma término a término de dos series
convergentes es otra serie convergente, y su suma coincide con la suma de
las sumas de las dos series sumandos.

Z an convergente 1 ! Z (an + by) convergente
n=1 = n=1

oo oo o0 o0
Z b, convergente )- -k Z (an +bp) = Z an + Z by,
n=1 n=1 n=1 n=1

Si alguna de las dos series anteriores no es convergente entonces el teo-
rema no es aplicable. En tal caso sélo podemos afirmar que la suma término
a término de una serie convergente con otra divergente es divergente, mien-
tras que la suma término a término de dos series divergentes puede dar
convergente o divergente, segtin los casos.

Nota 1: Esquemdéticamente, lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:
Con+Con=Con

Con=xDiv=Div
DivtDiv="?

Nota 2: La igualdad

9]

Z(r-an):TZan

n=1

se cumple siempre, sean a, y b,, convergentes o divergentes. Sin embargo, la igualdad

i(an +bn) = ianJribn
n=1 n=1 n=1

en estricto sentido, solamente se cumple cuando a, y b,, son ambas convergentes.

Teorema 7.6 (Criterio del término general para la divergencia). Si
una serie converge, entonces su término general tiende a cero.

o

E a, convergente = lim a, =0
1 n—oo

n=

A este teorema también se le conoce como criterio necesario de con-
vergencia o condicion necesaria. El reciproco no es cierto, ya que existen
series cuyo término general tiende a cero y, sin embargo, son divergentes,
como, por ejemplo, la serie arménica. Por lo tanto, éste es un criterio para
la divergencia y no para la convergencia, ya que:

oo
nlLHQlo an #0 = Z a, divergente

n=1
Mas exactamente podemos decir,
e O 70 L
0 } = Z an divergente
)

lim a,, No definido n=1

n—oo
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Pero lim a, = 0 no nos da ninguna informacién sobre la convergencia de
n—oo

la serie.

Ejemplo 7.8 (Aplicando la condicién necesaria). Estudiar el cardcter de las
siguientes series numeéricas:

) . )
(4) n; a1 () 7; e R UL n;( )"

Solucion. Aplicando el criterio del término general, resulta:

N o n 1 .
(7) Jim_a, = Iim Sl 3 # 0 = Divergente
3
N , n°+3 -1 )
(ZZ) nh—{go Ay — nh_{& m = ? # 0= Dlvergente

(4ii) Jim a, = n11'1rr010(—1)"_1712 = No definido = Divergente

Ejemplo 7.9. Estudiar el cardcter de las siguientes series numéricas:

= m2+n & /n+ 1\ o2+ -3
(Z);3n2+5n71 UZ);( n ) (m)nz::l n+1

Solucion. Las tres son divergentes. En efecto:

N 1s , 2n% +n 2
0 Jop o= My g1 =3 70
1 n 1 n
(i6) Jim an = lim (") =l (142) =e#0
n—00 n—00 n n—00 n
N . n?+Tn—3
(i) Mg, on = Jiog, oy —0#0

7.2.4. La serie geométrica

Una serie se llama geométrica si cada término, menos el primero, se obtiene
multiplicando el anterior por una cantidad constante, llamada razon.

Up+1 =T 0an

Por costumbre, el sumatorio de la serie geométrica se suele comenzar por
cero (para tener n en el exponente, en vez de n — 1). Asi,

o0 oo
Z an = agtaitagt - Aap+- - = agtagr+agri+- - Fagrtte - = Z aopr”
n=0

n=0
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7.2.5. Convergencia y suma de la serie geométrica

Si una serie geométrica es convergente, entonces, se tiene:

lIlm a, = 0= lim agr"™ =0
n—oo

n—oo
Ahora bien,
[ +oo silr|>1)
boag sir=1 |r| > 1 Divergente
s n
Jim_agr Z{ No def. sir=—1

| 0 si |r] < 1 Puede ser convergente
Suma de la serie geométrica

Sp=ag + aor + agr® + - + agr”®

—rS, = —agr — agr® — agr® — - -+ — agr™t!
Sp — 18y =ag — agr™t!
de donde,
g ag — aor”+1
" 1—r
En consecuencia, para |r| < 1, se tiene
i n ) . ag—agr™! <1 ag— 0 ao
Zaor = lim S, = lim = =
n—00 n—00 1—-r 1—r 1—-7
n=0
De donde se concluye que
( ao

o0 _ Y 3 1
3 agr” = T si|r] <
n=0

Divergente si|r| > 1y ag#0

Nota 1: Si ap = 0, es evidente que la serie es convergente, puesto que en este caso todos
sus término son nulos, y su suma seré cero.

Nota 2: Lo que caracteriza a la serie geométrica es que su término general, mediante
alguna transformacién, se pueda expresar de la siguiente forma:

oo “—n en el exponente

o0 o0 n
n n z
E apr’ = ag E r =ag E (r) La razén
n=0 n=0 MUH& constante que puede ser 1 (no apareceria)

Ejemplo 7.10. Estudiar el cardcter de las siguientes series, y, en su caso,
obtener su suma.

O, 1\" o (1) 9]
0y (F) oxSl oy oxy

n= n=2 k=0 k=1
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Solucion.
—1\" a 1 1
nZ::O 2 ir—2} 1+1 3/2 3

n=2 n=2 3

0o 00 e [ an=1)
0%z =L iyt
9) §$:i<§>k:{30:11//22 }:1112%:52:1

k=1 k=1
Ejemplo 7.11. Estudiar el cardcter de las siguientes series, y, en su caso,

obtener su suma.

oY% nser () ox T o x(E)
Solucion.
00 63n 00 3\ " 00 n ( ap=1 )
a) 7122%27”:7§<27> :7;)(?) :ir:0§>1}:Divergente
0o n oo no an = )
b) z::(—l)" <2) :;)(_?3) :i rzéi—l }:>Divergente
O n V2 00 1\" (ap=1 )
DL A C S T
1 1 V2
Tl V-l

0 () = v et

Ejemplo 7.12. Estudiar el cardcter de las siguientes series, y, en su caso,

obtener su suma.
o0

1427 4 3" 7-5"+3-11"

Solucion.
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X (e _ /1 1 1 X1 /5  1/7
a) 3 (57" -77") = <7 7)227—272 [T
n=1 n=1 5 7 n:15 n:17 1_5 1_7
Ys T 1 1 _3-2 1
4/5 6/7 4 6 12 12
X 14+2m 430 X1 2\" | (3\"
Ny =2 (m(5) +(5))-
v v 1111 5.5 5
1-1 1-2 1-2 4/5 3/5 2/5 4 3 2
_154+20+30 65
B 12 12
= 7-5"+3-11" °°<<5)" <11>"> 7 3
C); 13" RZ:% 13/ 2\13 13 1-1
_ T .3 91 39 014156 _ 247
S 8/13 2/13 8 2 8 8

Ejemplo 7.13. Hallar el niumero racional representado por el numero de-
cimal periddico: 0.5.

Solucién. El ntimero 0.5 lo podemos expresar de la siguiente forma

- ) ) 5
0.5—0,555...—0,5+0,05+0,005+~-—E—Fm—i-m—i-'”—

:{a0:5/10}: 5/10 _ 5/10 5

r=1/10 1—&  9/10 9
Ejemplo 7.14. Hallar la suma de la serie:

1 1 1
4-6 14— Do — e
+ 7+ +2+4+ +2n—|—

Solucion. Separando los tres primeros términos, resulta

S—(4—6—1—7r)—|—(l+%+%+...+2in+...)__2+7T+1i%_

1
7.2.6. Agrupacion y descomposicién de términos

Agrupacién de términos

Proposicién 7.2. Siuna serie es convergente o divergente al infinito, entonces su cardcter
no varia si se van sustituyendo varios términos consecutivos por su suma.
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Demostracion. Sea la serie S = a1 + a2 + a3 + - - -. Sus sumas parciales son
Sl = a
Se = a1 + as

Ss =a1 +az + a3

Sn:a1+a2+"'+an

!
S

Por otro lado, si agrupamos los términos, resulta

S'=(a1+ - 4ai)+ (@giy1 4+ +aj) + (a1 +--+ar) +--
= ay + ah + as + -
Sus sumas parciales son
Si = a'1 = SZ
Sy =a) +ah =S,
Sy =a) +as+ a3 =Sk

. !

S S
Luego las sumas parciales de ambas series tienen el mismo limite. O

En las series oscilante no se pueden agrupar los términos.
En efecto, consideremos la serie oscilante

$=3-3+3-3+3-3+3-3+--

Segun agrupemos los términos obtenemos una serie convergente con suma 0, o con suma
3. Asi,
S'=(3B-3)+3B3-3)+B-3)+--=0+0+0+---=0

§" =3+4+(=34+3)+(-3+3)+---=34+04+0+---=3

Descomposicién de términos

Los términos de una serie no se pueden descomponer en suma de varios términos. Por
ejemplo, si descomponemos la serie convergente

S=0+04+0+---=0
obtenemos una serie oscilante. Asi,
S=1-D+01-D+1 -1 +--=1—-1+1-1+1—1+--- = oscilante

De la misma forma, si descomponemos la serie convergente
1 1 1 1
S— -4+ -4+ 4= 4...=1
2 + 4 + 8 + 16 +

obtenemos la siguiente serie oscilante

S%:077)+072y+@fgyw~:171+17—+17—+~-:mmmm
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Reordenacién de términos

Los términos de una serie no se pueden reordenar de manera arbitraria. Por ejemplo,
si consideramos la serie alternada

S=3-3+3—-3+ - = Oscilante
Al reordenar sus términos podemos obtener una serie divergente al 4o0:
5 =3+3-34+3+3-3+--- =400
y reordenandolos de otra manera una serie divergente al —oo.

§"=3-3-34+3-3-3+---=—00

Series de términos positivos

Si todos los término que intervienen, —los existentes y los que se obtienen—, son posi-
tivos, entonces se pueden agrupar, descomponer o reordenar, sin que cambie el caracter de
la serie ni el valor de la suma (El problema en las transformaciones de las series estd en
los términos negativos).

Nota: No debe confundirse la agrupacién y descomposicién de términos de una serie con
la suma de series o la descomposicién de una serie en suma de varias.

Ejercicios propuestos de la seccién 7.2. Definiciones

oo Soluciones en la pagina 161

7.2.1. De la serie Z an se sabe que la sucesién de las sumas parciales {S, } viene definida
n=1
por:
_3n+2

A N
ot n e

Sn

Hallar:
(a) El término general an de la serie.
(b) El cardcter y la suma de la serie.

7.3. Criterios de convergencia

7.3.1. Series de términos positivos (no negativos)

Lema 7.1 (Acotacién de la sucesién de sumas parciales). Si todos los términos de
una serie son positivos (salvo quizds los primeros).

o0
S = E ai+ax+az+---+an+--- VneN, a, >0
n=1
Entonces, si la sucesion de las sumas parciales estd acotada la serie serd convergente, y
st no estd acotada, serd divergente.

Demostracion. En efecto, al ser los términos positivos, la sucesion de las sumas parciales
serd mondtona creciente.

Sl = ai ]I
Sa = Si+a !
S3 = Ss+as :
} S1 <8 <Sy< <8, <
Sn = Snfl + an

J
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Por lo tanto, si dicha sucesién estd acotada, tendrd limite finito, y, en consecuencia, la
serie serd convergente, y si no estd acotada, su limite serd infinito, y, en consecuencia, la
seria sera divergente. O

Teorema 7.7 (Criterio de comparacién). Si los términos de una serie
de términos no negativos son menores o iquales que los términos correspon-
dientes de otra serie, entonces, si converge la sequnda serie también converge
la primera y si diverge la primera también diverge la sequnda.

> b, convergente = Y a, convergente

<b
tn = On = { > ay, divergente = Y. b, divergente

Demostracion. ap, < b, = S, < S/, de donde,
Z b, Conv = S! Acot = S,, Acot = Z a, Conv
Z a, Div = Z b, Div (ya que si fuera Convergente = »_ a,, Conv) [J

Nota: El criterio sigue siendo vélido aunque los primeros términos no cumplan la relacién

an < by, siempre que se cumpla desde un lugar en adelante.

Ejemplo 7.15. Estudiar la convergencia de las siguientes series

)i 1 b)i 1 )i 1 d)il )iseHQna
a — — — e —
n=1 2" +1 n=1 2" b 1 n=1 \/ﬁ n=1 n! n=1 2"

Solucion. Se trata de comparar la serie dada con una serie conocida. Nor-
malmente compararemos con la serie geométrica o con la serie armoénica.
1

1 <on (serie geométrica Con.)= Convergente

a) 2"4+1>2"=

b) La comparacién 2! —1 < 2"~! no conduce a ningiin resultado, ya que
nos da una serie mayor que una convergente que puede ser convergente
o divergente. Comparamos, entonces, con otra serie. Asi, para n grande

! <
2n—1 -1 - 2n—2

ol 1> 2o (geométrica Con.)= Convergente

1 1
c) vyn<n= N > - (arménica Div.)= Divergente

d) Tenemos que n! > 2"~!. En efecto,

nl=n-(n—1)-(n—2)---3-2-1
on=l_9. 9 . 9 ...9.9.1

luego

1 P
1< a1 (geométrica Conv.) = Convergente
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e) Teniendo en cuenta que sen”™ o < 1, resulta

1
< 5. (geométrica Conv.) = Convergente

Teorema 7.8 (Criterio de Condensacién de Cauchy). Sea {a,} una
sucesion decreciente de términos no negativos, entonces las siguientes series
tienen el mismo cardcter.

o0 o0
Z Qap ~ Z ok . Aok
n=1 k=0

o0

Demostracion. Agrupemos los términos de la serie Y a, de dos formas
n=1

diferente: En primer lugar, en bloques que terminen en los términos de indice

potencia de dos; y, en segundo lugar, en bloque que comienzan en dichos
términos. Asi,

[ee]
(a1) + (a2) + (a3 + as) + (a5 + ag + a7+ ag) +--- = > _ an =
n=1

= (a1) + (ag + a3) + (ag + a5 + ag + a7) + (ag + - - -

Como la sucesion es decreciente, en cada paréntesis, el primer término es el
mayor y el dltimo el menor. Sustituyamos, en los paréntesis de la izquierda,
cada término por el menor (el dltimo); y, en la derecha, cada término por el
mayor (el primero). En consecuencia, resultard,

oo
(a1) + (az) + (a4 + as) + (ag + ag + ag + ag) +--- < Y a, <
n=1

< (a1)+ (ag + a2) + (a4 + a4 + a4 + aq) + (ag + - - -
De donde,

(o]
a1+ az + 2a5 +4dag + - < > an < a1+ 2ap + day + 8ag + - -
n=1
y multiplicando y dividiendo por 2, en la parte de la izquierda, resulta

1 [oe)
5(2a1+2a2+4a4+8a8+---)§Zan§a1+2a2+4a4+8as+-~-

n=1

que se puede expresar de la siguiente forma,
1

o0 o0 o0
3 (al + Z 2ka2k> < Z an < Z QkQQk
k=0 n=1 k=0

En consecuencia, aplicando el criterio de comparacién, las dos serie tienen
el mismo caracter. O
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Ejemplo 7.16. Estudiar la convergencia de las series armonicas generali-
zadas o p-series,

[e.e]
1
2o 20
= nP
sequn los distintos valores de p

Solucion. Aplicando el criterio de condensacién de Cauchy, se tiene:

D D L DY e Dy

Luego la serie armonica (p-serie) es equivalente a una serie geométrica de

, ~1 . .
razén r = (%)p . En consecuencia sera:

1
. Convergente,sir<lz>ﬁ<1:>2p‘1>1:>p—1>02>p>1

1
" Divergente,sirz1:F21:>2P—1§1:>p—1§02>p§1

Es decir,
i 1 [Convergente, si p > 1
- Divergente, si p < 1

El resultado puede recordarse con el grafico 7.1

Y
Y
Y

M"\l/_ Divergente
}/n?
T

Convergentes

T %
1 2 3

Figura 7.1: Convergencias de las p-series

Ejemplo 7.17. Estudiar la convergencia de las siguientes series:

1

1 o
)7;11—1-24-3—1—-“4-71

) ngln(n—l—l)(n—l—Q)

Solucion. Comparando las series dadas con las p-series, resulta,

1
n(n+1)(n+2)

a) n(n+1)(n+2)>n®= < — (arménica Conv.)

= Convergente.
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b) La desigualdad 1+ +/n > y/n, no conduce a ningin resultado. Aplicamos,
entonces

1
1+¢%§2¢ﬁ:1+

(arménica Div.) = Divergente

1
>
Vvn T 2yn
¢) Teniendo en cuenta que 1 +2+3+---4+n =

! < 2 (arménica Con.) = C t
—5 (armonica CUoO1. onvergente
1+243+---+n n? s

n+l, _ n’4n n?
oen = 5 > 5 resulta

Ejemplo 7.18. Estudiar el cardcter de las siguientes series numéricas:

Lo 1 = sen?n = 2+ send(n+ 1)
() ;m (i1) ngl 5n D) ngl T2

Solucion. Las tres series son de términos no negativos y, por tanto, les pode-
mos aplicar cualquiera de los criterios de convergencia.
(i) Teniendo en cuenta que Inn < n resulta la desigualdad:

1
—_— > — paran =2,3,...
Inn "~ n
[o.¢]
Y como la serie arménica Z — diverge, entonces también diverge la serie
n=1

o0
E —, vy, aplicando el criterio de comparacién, la serie dada también es
n

n‘=2
divergente.

(i) Teniendo en cuenta que 0 < sen?n < 1 resulta la desigualdad:

sen?n 1
< —
AL AL

Luego la serie dada es una serie de términos no negativos, y como la serie
oo

0<

métri — conver ican riteri mparacion ri
eométrica 2nco erge, aplicando el criterio de comparacion, la serie
=1

n=
dada también es convergente.
(iii) Teniendo en cuenta que —1 < sen®(n + 1) < 1 resulta la desigualdad:

3
- 2 +sen’(n+1) - 3

0 il
— on n2 omn
> 1
Y como la serie geométrica Z on converge, también converge la serie
n=1

o0 oo
3 1
D=3 o
n=1 n=1
y por lo tanto, aplicando el criterio de comparacion la serie dada también
es convergente.
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Teorema 7.9 (Criterio de comparacién de infinitésimos). Si los tér-
minos generales de dos series de términos positivos son infinitésimos del
mismo orden, entonces las dos series tienen el mismo cardcter (es decir
convergen simultdneamente o divergen simultdneamente).

. ap k
LS P T 3T

Nota 1: Para que una serie converja su término general tiene que tender a cero, es decir,
ha de ser un infinitésimo. Dos infinitésimos son del mismo orden cuando el limite de su

cociente es un nimero finito distinto de cero.

. . ; an k 7& oo
Demostracion. Sea nh_)rgo ; = k{ k0

encontrar dos ntmeros fijos p y ¢ tales que

} Entonces sera siempre posible

Qn

p<k<qg=p<
bn

< q, para n suficientemente grande

de donde,
pb, < an < qby,

Y, en consecuencia,

Z b, Conv. = qun Conv. = Zan Conv.

> b, Div. =Y pb, Div. =" ay, Div. O
Nota 2: El problema, en la préactica, estard en determinar un infinitésimo del mismo
orden que el que tenemos. Para ello habrd que aprender a seleccionar la parte principal

del término general de la serie. Al final, siempre habrda que comprobar que el limite del

cociente de ambos términos generales es finito y distinto de cero.

Ejemplo 7.19. Estudiar el cardcter de las siguientes series numeéricas:

o0

HY Lyl s !
! n:2n2—|—1 " =2 —n w — 27 — 1 4+ gen? n3

Solucion. Las tres series son de términos no negativos, luego les podemos
aplicar cualquiera de los criterios de convergencia.

(i) Buscamos una serie conocida que nos sirva de comparacién. Para valores
grandes de n podemos esperar que los siguientes infinitésimos sean del mismo
orden:

n+1 1
n?+1 T
[o¢]
Y como la serie armonica Z - diverge, entonces, aplicando el criterio de
n=1

comparacién de infinitésimos, también diverge la serie dada.
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No obstante, el proceso necesita de la siguiente comprobacién:

. a, . on+1 1 . nf4n + 00
lim =lm —:—=1lm —— =1
n—oo b, n—oop2+4+1 n nooon?41 #0

(7) Buscamos una serie conocida que nos sirva de comparacién. Para valores
grandes de n podemos esperar que los siguientes infinitésimos sean del mismo
orden:

1 1
s o
2 —n 27
(o]
Y como la serie geométrica Z on converge, entonces, aplicando el criterio
n=1

de comparacién de infinitésimos, también converge la serie dada.
No obstante, el proceso necesita de la siguiente comprobacién:

1 1 2" _ [ #oo
n

, an ., L
Im — = lim —— lim 20

n—oo b, n—oo N —n = 9n n—oo 2N —
(#i1) Buscamos una serie conocida que nos sirva de comparacion. Para valores
grandes de n podemos esperar que los siguientes infinitésimos sean del mismo

orden:
1 1

2n — 1 4 sen? n3 ~on

(o]
. . 1 . N
Y como la serie geométrica Z on converge, entonces, aplicando el criterio
n=1
de comparacion de infinitésimos, también converge la serie dada.

No obstante, el proceso necesita de la siguiente comprobacién:

11 an, 1§ 1 1 1§ n 1 75 o0
im — = lim :— = lim =
n—oo b, n—oo2n —1+sen?n3 2"  n—oo 2" — 1 + sen? n3 #0
Ejemplo 7.20. Estudiar el cardcter de las siguientes series numéricas:
> 1 > 3n?+n >, (7Tn® + 5)sen
(i) Z T — (i) Z e R—— (1) Z -
= 2n+Inn —nt 4 y/n — n2 .- 3n

Solucion. Las tres series son de términos no negativos, luego les podemos
aplicar cualquiera de los criterios de convergencia.

(i) Buscamos una serie conocida que nos sirva de comparacién. Para valores
grandes de n podemos esperar que los siguientes infinitésimos sean del mismo
orden:

1 1
- =
2n+Inn n
o0
Y como la serie armonica Z — diverge, entonces, aplicando el criterio de
n
n=1

comparacién de infinitésimos, también diverge la serie dada.
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No obstante, el proceso necesita de la siguiente comprobacién:

an 1 , n _1{7&00

1
Ilm —=Ilim ——:— = lim ——— = —
n—oo b, n—o2n+lnn n noo2n4+Inn 2| #0
(i) Buscamos una serie conocida que nos sirva de comparacién. Para valores
grandes de n podemos esperar que los siguientes infinitésimos sean del mismo
orden:

3n?+n 1
nt+/n T2
[o¢]
Y como la serie arménica Z — converge, entonces, aplicando el criterio de
n=1

comparacién de infinitésimos, también converge la serie dada.
No obstante, el proceso necesita de la siguiente comprobacién:

2 4 3
lim % = qgg OP ¥R L g, A {zgo

n—oo b, n—ocont+./n n2 n-cont+./n
(ii1) Buscamos una serie conocida que nos sirva de comparacién. Para valores
grandes de n podemos esperar que los siguientes infinitésimos sean del mismo

orden: 5 . X
(Tn +5)sen5~ n’ 1
n2 . 3n n2 .

1
3 3n

o0
. . 1 . N
Y como la serie geométrica Z n converge, entonces, aplicando el criterio
n=1
de comparacion de infinitésimos, también converge la serie dada.

No obstante, el proceso necesita de la siguiente comprobacién:

. ap . (Tn3+5)senl 1 (P +5)t
lim — = lim —————": — = lim ———" =
n—oo b, n—00 n?.3n n n—oo n2
. T3+5 # 00

Para que una serie converja su término general tiene que tender a cero,
es decir, ha de ser un infinitésimo. Dos infinitésimos son del mismo orden
cuando el limite de su cociente es un numero finito distinto de cero. En
particular, dos infinitésimos equivalentes son del mismo orden, ya que el
limite de su cociente es la unidad, por lo tanto podemos enunciar el siguiente
criterio consecuencia del anterior.

Teorema 7.10 (Criterio de infinitésimos equivalentes). Si los térmi-
nos generales de dos series de términos positivos son infinitésimos equiva-
lentes entonces las dos series tienen el mismo cardcter (es decir convergen
sitmultdneamente o divergen simultdneamente).

ap ~b, = ZanNan
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Ejemplo 7.21. Estudiar el cardcter de las siguientes series numéricas:

ZSGH* " Zarcsen— ’LZZ Z(l—COS*> ]V Zl nt+l

n

Solucion. Aplicando infinitésimos equivalentes, resulta:

) Z sen — ~ Z —5 luego la serie es convergente.

1 1
/i — ~ —1 1 i di te.
(i1) Z arcsen —= z_: NG uego la serie es divergente

-1
€0 2_: (1 — cos E) ~ 2_: n2 =2 % =2 Z 3 convergente.
no—ol - n=1 = n=1

1
Z — Divergente

=
=
]
=)
S
+
—_
I
]
=)
—
_|_
\_/

Nota: Se han aplicado los siguientes inﬁnltesunos para z — 0O:

2
senz ~ z arcsen z ~ z 1—coszn~ z"/2 In(l+42)~z

Teorema 7.11 (Criterio del cociente. D’ Alembert). Dada una serie
de términos positivos, si existe el limite limy, oo (an+1/an) = £, entonces
esta serie converge cuando £ < 1 y diverge cuando £ > 1. Si £ =1 el criterio
no decide sobre la convergencia de la serie

((<1= 3 a, convergente
= {>1= 3" a, divergente
{=1= duda

. Gpyl
lim 2L — ¢
n—oo  q,

Podemos afinar un poco més en el criterio y resolver parte de la duda. Si
limy, oo (@n+1/an) = 11 entonces la serie es divergente. Es decir la duda se
resuelve sélo por el lado de la divergencia. Aunque la indeterminacién suele
resolverse por el criterio de Raabe.

. On41 . .
Demostracién. Sea lim —* = ¢ < 1. Entonces siempre es posible encon-

n—oo @,
trar un numero r tal que £ < r < 1, de manera que, para n suficientemente

grande, se tenga
Ap41

an

<r

De donde,
nt1 < Tan
anto < raps1 < riay
Upy3 < Tapto < Tgan

de donde resulta,

Rn:an+1+an+2+"'<an(T+T2+T3+"->
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Luego el resto n-simo de la serie dada es convergente por estar mayorado
por una serie geométrica convergente (de razén r < 1), y, en consecuencia,
la serie dada es convergente.

Por otro lado, si £ > 1, (o incluso £ = 11). Entonces siempre serd posible
encontrar un numero 7 tal que £ > r > 1, de manera que, para n suficiente-

mente grande, se tenga
Ap+1

an

>r

De donde,
Qpi1 = Tan
An+2 > ran+1 > 7"20%
Ant3 > Tanio > rlay

de donde resulta,
Ry = apy1+ ang2 + -+ Zan(r+r2+r3+~-)

Luego el resto n-simo, R,,, de la serie dada es divergente por estar minorado
por una serie geométrica divergente (de razén r > 1), y en consecuencia, la
serie dada es divergente. O

Ejemplo 7.22. Estudiar el cardcter de las siguientes series numeéricas:

> Tl s n o0 n"
Z on Z ) (447) Z )
Solucion. Aplicando el criterio del cociente, resulta:
1 2 2 on 1 2 1 2
(1) 1im B g WFEDT o 2 )T DT
n—oo @, n—oo 9n+l1 omn n—oo 9n+lp2 W)

1
=3 < 1 luego la serie dada es convergente.

2 2 2. 2
ps1 _ e (n+1)* n* . (n4+1)n! i (n+1)

T . _ _ n+1”
() Jimm, a,  n—oo (n+1)! " nl nocon?2(n4 1) n—con?(n+1)
2
2 1
= lim % = 0 < 1 luego la serie dada es convergente.
n—oo  n° +n

it _ o (D) mt (1) (nt Dnl

, n+4+1\" , 1\" .
= lim ( > = lim (1 + —) = e > 1 luego la serie dada es
n—oo n n—oo n
divergente.

Ejemplo 7.23. Estudia, segun los valores del pardametro p, el cardcter de

la serie:
|

oopn
2

n=1

p>0
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Solucion. Aplicando el criterio del cociente, resulta:

m 2y Py PP
t b g~y
n

. apg1 o PMTM 1) ptal L p"p(n4 1)nin”
lim 1

Con lo cual resulta:

Sip/e <1< p<elaserie dada es convergente.
Sip/e > 1< p > e laserie dada es divergente.
Sip/e =1« p=e el criterio no decide.

Si p = e resolvemos la duda teniendo en cuenta que

1 n
(1 + —) <e= lim % = i_ =17 = la serie es divergente
n n—oo
(1+3)
n

Ejemplo 7.24. Estudiar la convergencia de la siguiente serie, para los dis-
tintos valores de r.

n=2

(Inn)"

Solucion. Consideremos las siguientes situaciones:

— Para r < 0, la serie es divergente. En efecto aplicando el criterio del
término general, se tiene que a, — oo # 0.

— Para 0 < r < 1, aplicando el criterio de comparacién, se tiene que
la serie es divergente por ser mayorante de una serie armonica divergente
(p-serie con p < 1). En efecto, para n grande tenemos,

1

lnn<n:>(lnn)T<nT:>W>F

— Para r > 1, aplicamos: primero, el criterio de condensaciéon de Cauchy,
y después, el criterio del cociente; con lo que resulta:

> 1

1 > 2n > 2n

~ 2n 7 — _— = _—
nZ::Q (Inn)r nz::l ( In Qn) — (n In2)" nzz:l n"(In2)"
de donde,
Ant1 an+l 2n ) 271 (In 2)"

1’ == 1, . = 1 =
noto an, | neeo (n+ 1)r(In2)"  ar(In2)r | neso 2n(n + 1)r(In2)"

)
”1) —2.1"=2>1

luego la serie es divergente.
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Teorema 7.12 (Criterio de la raiz. Cauchy). Dada una serie de térmi-
nos no negativos, si ewiste el limite lim,, . {/a, = £, entonces esta serie
converge cuando ¢ < 1 y diverge cuando £ > 1. Si £ =1 el criterio no decide
sobre la convergencia de la serie.

(¢ <1= 3 a, convergente
lim Ya, =0= 1< {>1= 3 a, divergente
n—oo
{=1= duda

Demostracion. Sea lim a, = ¢ < 1. Entonces siempre es posible encon-
n—oo

trar un ntmero r tal que £ < r < 1, de manera que, para n suficientemente

grande, se tenga

Jap < T

De donde,
an < 1"

de donde resulta que la serie dada es convergente por estar mayorado por
una serie geométrica convergente (de razén r < 1).

Por otro lado, si £ > 1, (o incluso £ = 11). Entonces siempre serd posible
encontrar un numero 7 tal que £ > r > 1, de manera que, para n suficiente-

mente grande, se tenga
Yan, >r

De donde,

an > 1"

de donde resulta que la serie dada es divergente por estar minorado por una
serie geométrica divergente (de razén r > 1), y en consecuencia, la serie
dada es divergente. O

Ejemplo 7.25. Estudiar el cardcter de las siguientes series numeéricas:

i - = i1 — |1+ -
) nZ::l (Inn)n (i) ; In"(n +1) (i) Z 2n ( * n)

n=1

2

Solucion. Aplicando el criterio de la raiz, resulta:

‘ 1
(7) hm Vap, = nh_}rgo o = =0 < 1 luego la serie dada es convergente.

() lim a, = lim

i i ( 1) = 0 < 1 luego la serie dada es convergente.

1 n
(ii1) lim a, = hrn = <1 + — > = g > 1 luego la serie es divergente.

n—oo — 00
Ejemplo 7.26. Estudiar el cardcter de las siguientes series numeéricas:

o0

= 1 "+3
)Y e )3

n=0 n=1



7.3. CRITERIOS DE CONVERGENCIA 29

Solucidon. Aplicando el criterio de la raiz, resulta:

1 1 1 1
(i) lim {a, = lim ——— = lim =-<1

n—00 n—00 o HEDLT n—00 21+_(—1)n - 2140 2

luego la serie dada es convergente.

T [V NN /o (o S
(@) Jiwm an =l A = e =5 <

luego la serie es convergente.

Nota: Aunque pudiera pensarse que el criterio de Cauchy y el de DAlembert son equiva-
lentes ya que se cumple la igualdad

, , An+1
lim ¥a, = lim ——
n— oo n—oo  (On
Sin embargo, esto no es enteramente cierto, ya que esa igualdad se cumple siempre que el

2° limite exista; pero puede que no exista el limite del cociente y si el de la raiz.

Lema 7.2 (Criterio de comparacién del cociente). Sean Y a, y > b,
dos series de términos positivos tales que, desde un lugar en adelante, la
razon de cada término al anterior en la primera serie an41/ay, se conserva
menor que la correspondiente razon de la sequnda serie byi1/by. Entonces,
si Y b, es convergente, también lo es Yy ay; y si Yy ay, es divergente, también
lo es > by,. Es decir,

n41 _ bpt1 N > b, Conv. =3 a, Conwv.
> an Div. = b, Div.

n 2 no,

n bn

Demostracion. Sin perder generalidad podemos suponer que la desigualdad
se cumple para todos los valores de n. Sera,

a2 2_2 multiplicando miembro a miembro, se tiene
a

as _ bs 203 Gnit _babs | buit

a_2 < E ai as G, b1 by bn,

y simplificando, resulta

an+1 bn+1
<
al bl

[

: @
nt1 < bn+1 = ant1 < b_ bn+1
an bn, 1

Es decir, a1 < kbpy1, de donde, aplicando el criterio de comparacion,
queda demostrado el lema. O
Teorema 7.13 (Criterio de Raabe). Supongamos que

, An+1
lim

n—oo  q,

=1

Entonces la indeterminacion puede resolverse con el siguiente limite:

“ (( R<1= Y ay, divergente
lim n <1 — n+1> =R=< R>1= ) a, convergente
n—oo
n R=1= duda
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Obsérvese que la comparacién con la unidad es contraria a los dos casos
anteriores.

an+1) = (¢ < 1, (o incluso £ = 17). En-
Qn

tonces, para n suficientemente grande, se tendra

n(l—anH) <1

Demostracion. Sea lim n (1 -
n—oo

an
De donde,
a 1 a 1 n—1
R RN AR
an n an n n
Es decir,
(i1 1/n

a1/ —1)
de donde resulta que la serie dada es divergente por estar minorada, en el
cociente, por una serie arménica divergente (b, = 1/(n — 1)).
Por otro lado, si ¢ > 1. Entonces siempre serd posible encontrar un
nimero r tal que £ > r > 1, de manera que, para n suficientemente grande,
se tenga

a a r a r 1\"
n<1— "+1>>r:>1— Uan N ”+1<1——<<1——>
an an n an n

De donde,

e (P -

de donde resulta que la serie dada es convergente por estar mayorada por

una serie armoénica (p-serie) convergente (b, = —, con 7 > 1). O

1
-1
Nota: Se ha utilizado la siguiente desigualdad

1—5<(1—1)
n n

que se deduce del hecho de que en el desarrollo de Taylor de (1 — 1/n)" se tiene,

(1-1) caoZaro Dy,

n 2! n

y para r > 1, el tercer término del desarrollo es positivo. Luego, para n suficientemente

grande, queda determinada la desigualdad.
Ejemplo 7.27. Estudiar el cardcter de la serie:

> (e ey

n=1
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Solucidn. Aplicando el criterio del cociente, se tiene:

L ni 1-4-7--Bn+1\? /1-4-7---(3n—2)\?
lim = lim : =
2
~ lm (3n+1> _1q
n—oo \ 3n + 3

Luego el criterio del cociente no decide sobre la convergencia. Aplicamos,
entonces, el criterio de Raabe:

, 3n+1\2 , (3n+3)% — (3n + 1)*
Iimn{1l-— = lim n =
n— 0o 3n+3 n—00 (3n + 3)2
, 180 +9—6n—1 , 12n? + 8n 12 4
= lim n =Ilim ——m=—=->1
n—00 (3n+ 3)2 n—oo 9n2 + 18n + 9 9 3

Luego la serie es convergente.

Ejemplo 7.28. Estudiar el cardcter de la serie, para los distintos valores
de a:

n!

i(a+1)(a+2)---(a+n)

Solucidn. Aplicando el criterio del cociente, se tiene:

. Qn41
lim
n—oo
— lm (a+1)(a+2)---(a+n)a+n+1) (a+1)(a+2)---(a+n)
~ n—oo (n+1)! ) n! N
= 2Pl
n—o0o n+ 1

Luego el criterio del cociente no decide sobre la convergencia. Aplicamos,
entonces, el criterio de Raabe:

3 a+n-+1 3 n+1—-1-1-1
hmn(1—7>:hmn( ):
n—o0 n+1 n+1

i —a i —an
:hmn< >:hm = —a
n—00 n-+1 n—oo n + 1

De donde, se tiene

— Para —a > 1 = a < —1 la serie es convergente.

— Para —a < 1 = a > —1 la serie es divergente.

— Para —a = 1 = a = —1 el criterio no decide, pero, en este caso, al
tener el valor de a, para estudiar la convergencia basta con sustituir en la
serie. Asi,

—Paraa=—-1,setienea, =0= > a, =04+0+--- =0 = la serie es
convergente.
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Ejemplo 7.29. Estudiar el cardcter de la serie:
> ,(1+l+l+...+#) .
Z a 2713 n—1 siendo a > 0
n=2

Solucion. Aplicando el criterio del cociente, se tiene:

(O ded et e d)

, T e —1/n _ 0 _
lim = lim i - = lim a =a =1
n—oo  q, n—00 a—0+§+§+m+gjﬂ n—00

an+1

Luego el criterio del cociente no decide sobre la convergencia. Aplicamos,
entonces, el criterio de Raabe:

—1
Iim n (1 — a_l/") = lim —n (a_l/" - 1) = lim —n (— lna) =Ina
n—oo n—oo n—oo n

De donde, se tiene

—Paralna > 1= a > e la serie es convergente.

—Paralna < 1= a < e la serie es divergente.

— Para lna = 1 = a = e el criterio no decide, pero, en este caso, al tener
el valor de a, para estudiar la convergencia basta con sustituir en la serie.
Asi,

— Para a = e, aplicando la constante de Euler, se tiene

S o (1t A i) S (=D +ren) _ - 1 =
Ye ) =Y =Y P e——
n=2 n=2 n=2
= 2 g~ 2 s e~ 2y n-
n=2 n=2 n=2

Luego la serie es divergente por ser equivalente a una serie armonica.
Nos resta comprobar que la tltima equivalencia aplicada es correcta. En
efecto,

1 1 ) n—1 1 1

, an, ,
lim — = lim : = lim = 5= =
n—oo b, n—oo(n—1)erefr n—1 n—oo(n—1)eYetr  ele e

luego la equivalencia es correcta por se dicho limite # 0y # oo.

Teorema 7.14 (Criterio de la integral). Si f(x) para x > 1 es una
funcion continua, positiva y mondtono decreciente, entonces la serie

oo
D an
n=1
donde a, = f(n), converge o diverge simultaneamente con la integral

Aoof(:r)d:n
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7.3.2. Series alternadas

Definicién 7.7 (Series alternadas). Una serie se dice que es alternada
cuando sus términos cambian consecutivamente de signo.

oo
Z(—l)”“an =a; —ag+az— -+ (=1)"a, +---
n=1

Las series alternadas pueden comenzar por un positivo o por un nega-
tivo, aunque supondremos que siempre empiezan con un positivo, en caso
contrario bastard con sacar factor comun el signo negativo.

Teorema 7.15 (Criterio de convergencia para series alternadas.
Leibniz). Una serie alternada converge si los valores absolutos de sus térmi-
nos decrecen y el término general tiende a cero.

> ay, alternada )

lan| | = Z an converge
|an| — 0

Demostracion. Consideremos que la sucesiéon empieza por un término posi-
tivo,

oo
Z(—l)n+lan =a1—az+az—aqg+as—---
n=1

y expresemos las sumas parciales de orden par de las dos maneras siguientes:
— Por un lado como sumas de términos positivos

Sy = (a1 — as)
Sy = (a1 —az) + (a3 — ay)
S = (a1 — ag) + (ag — a4) + (a5 — a6)

Son = (a1 — a2) + (a3 — aq) + (a5 — ag) + - - - + (a2n—1 — a2n)

— Y por otro, como el resultado de restarle a a; diversas cantidades
también positivas
So = a1 —ag
Sy =a; — (ag —az) —ay

ngal—(ag—ag)—(a4—a5)—a6

Son = a1 — (a2 —ag) — (as —as) — -+ - — (agn—2 — a2p—1) — a2q

De lo primero, al ser todos los paréntesis positivos, ap—ag+1 > 0, resulta que
la sucesién de las sumas parciales pares {S2,}, es una sucesién monétona
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creciente. Y, de lo segundo, al obtenerse las sumas parciales pares restando
de a1 cantidades positivas, resulta que la sucesién de las sumas parciales
pares {So,}, es una sucesién acotada superiormente.

Son = a1 — (a2 —a3) — (a4 — as) — -+ — (agn—2 — a2p—1) — a2y, < a1

Luego, tenemos una sucesién mondétona creciente que estd acotada superior-
mente, y, en consecuencia, tiene limite.

Sea S = lim S5, que, ademas serd 0 < S < aq
n—oo

Nos queda demostrar que las sumas impares tienen el mismo limite que las
pares, para demostrar que dicho limite es el de todas las sumas parciales, y,
en consecuencia, es la suma de la sucesion. En efecto, cada suma impar se
obtiene a partir de una suma par de la siguiente forma

Son+1 = Son + A2n+1
En consecuencia,

lim S2,11 = lim Sy, + lim ag, 1 =5S+0=S5
n—00 n—0o0 n—0o0

luego
oo
(=)™ ay = lim Sy =5 O
el n—oo

El reciproco de este teorema no es cierto, ya que sélo podemos asegurar
que si el término general no tiende a cero, entonces la serie es divergente,
por no cumplir la condicién necesaria de convergencia; pero si la sucesion de
los valores absolutos no es decreciente, entonces no podemos asegurar nada.

Nota: Graficamente, el criterio de Leibniz para la convergencia de la serie alternada queda

reflejado en la Fig. 7.2 en esta pagina

T\/\/\/\,-
DA

Figura 7.2: Criterio de Leibniz

Ejemplo 7.30. Estudiar el cardcter de las siguientes series numeéricas:

O N L P Y D D
n=1 n=1 el

Solucion. Aplicando el criterio de Leibniz, resulta:
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(i) La primera serie no cumple el criterio del término general,

. , n 1
A lan| = M o =5 #0

luego la serie dada es divergente.

(ii) Para la segunda serie tenemos,

1
lim |ap| = lim — =0
n—00 n—oo n

1
n+1>n:>n—_i_1<ﬁ=>’an+1|<‘Gn‘ilan’l

luego la serie dada es convergente (serie «armonica alternada»).

(ii1) Para la tercera serie tenemos,

, , Inn 00
lim |a,| = lim — = [
n—0o00 n—oo n,

1 1
] = 1fm4: lim — =0

00 n—00

n—oo N

(donde hemos tratado la sucesién como una funcién).

Para estudiar el crecimiento de |a,| = f(n) recurrimos a la funcién

flo) =2

X

y estudiamos su crecimiento a partir de su derivada,

() = %w—lnw: l1—Inx

22 22

teniendo en cuenta que la funcién f(x) serd decreciente alli donde su
derivada f'(x) sea negativa, resulta:

1—Inz
fll2)<0= —F—<0=1-Ihz<0=1<hz=z>e
x
Luego la sucesién |a,| serd decreciente para n > 3, lo que significa

que al eliminar los dos primeros términos de la serie, se cumplen las
condiciones de Leibniz. Por lo tanto,

[eS) e
Z an convergente = Z a, convergente
n=3 n=1

Teorema 7.16 (Suma de la serie alternada). La suma de la serie al-
ternada es siempre menor que su primer término. S < ay
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Teorema 7.17 (El error en la serie alternada). Si tomamos como
aprorimacion de la suma total de una serie alternada una suma parcial,
entonces el error que cometemos en esta aproximacion, en valor absoluto,
es menor que el primer término que no se suma.

S~5, = |Rn’ < Qp41

Demostracion. En efecto, la serie alternada la podemos expresar de la si-
guiente forma

o

Z(—l)nJrlan:[a1—a2+a3—...ian]:‘:[an+1_an+2_|_”,]

n=1

con lo cual, si tomamos como valor aproximado de la suma total, la suma

parcial
oo

Z(—l)nJrlan:S:Sn:al—a2+a3_"'ian

n=1

el error que cometemos en la aproximacion vendra dado por
|Rn| = @nt1 — Gpyo + -+

pero este error es, a su vez, una serie alternada cuya suma serd menor que
su primer término. Es decir

‘Rn| =apt1 — Qpy2+ - < apyr U

Ejemplo 7.31. Probar que la serie armdnica alternada es convergente y
dar una estimacion de su suma con un error menor que 0,1

Solucion. La serie armoénica alternada viene definida por:
> 1
D 2
z_:( ) n 2 + 3 4 +
n=1

— Su convergencia se ha visto en el Ejemplo 7.30, en la pagina 34, donde
se vio que
1

lim |ap| = lim — =0
n—00 n—oo n

1 1
n+l>n=——< —=|apt1| <lan| = |an| |
< = Jannt] < Janl = [al
luego la serie es convergente.
— Para estimar su suma, con el error requerido; en primer lugar, debemos
determinar cuantos términos hemos de sumar. Para ello determinamos el
valor de n, a partir del error permitido. Teniendo en cuenta que el error
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en la serie alternada viene determinado por el primer término no sumado,
resulta:

1 1
]Rn\g]an+1]<0,1jn—+1<E:>n+1>10:>n>9¢n:10

En consecuencia, la estimacion de la suma, con un error menor que 0,1 es

1 1 1 1 1 1 1 1 1
S~Sw=1-5+5- +t:z— stz gty qg= 004563

7.3.3. Series de términos de signo cualesquiera

Definicién 7.8 (Convergencia absoluta). Una serie se dice que es ab-
solutamente convergente si la serie formada por los valores absolutos de sus
términos es convergente.

o o
Z an absolutamente convergente <= Z|an| convergente
n=1 n=1

Definicién 7.9 (Convergencia condicional). Una serie se dice que es
condicionalmente convergente si ella es convergente pero la serie formada
por los valores absolutos de sus términos es divergente.

(

9]
o ! E an convergente

Z an condicionalmente convergente <= { n=l
i Z lan| divergente

n=1

n=1

Ejemplo 7.32. Estudiar la convergencia absoluta y condicional de las si-
guientes series:

Solucion. Ambas series son alternadas y cumplen las condiciones de Leibnitz,
luego son convergentes. Ahora bien, si construimos las series formadas con

los valores absolutos de sus términos, resulta:

1 1 1 1
T e I
a) > " lan| totitstt

que es una serie geométrica convergente (r = 1/2). Y, en consecuencia, la
serie es absolutamente convergente (porque la serie formada con los valores
absolutos de sus términos es convergente).

Mientras que, para la otra serie tenemos:

1 1 1 1
b) Z\an\—1+§+§+1+g+-~

que es la serie armoénica divergente. Luego, la serie es condicionalmente con-
vergente, porque ella es convergente, pero la serie formada con los valores
absolutos de sus términos es divergente.
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Teorema 7.18 (Criterio de la convergencia absoluta). Si una serie
es absolutamente convergente, entonces es convergente.

o o0
Z|an| convergente = Z an convergente
n=1 n=1

Demostracion. En general, tenemos que:
0 < ap + |an| < 2lay|

En consecuencia, aplicando el criterio de comparacion, para series de térmi-
nos no negativos, podemos afirmar que

Z|an| Conv. = Z (an + \an\) Conv.

Ahora bien, teniendo en cuenta que a,, siempre se puede expresar de la forma
ap, = ap + |ay| — |ay|, resulta

D an =2 (an+lanl = lan]) = 3 (an + lan]) = 3 lan|

Y, en consecuencia, tenemos

Z]an| Conv. = Z (an + \an\) Conv. = Zan Conv.
ya que Y an, seria la diferencia de dos series convergentes. ]

Nota: Este criterio es valido para todo tipo de series, incluidas las alternadas.

Si una serie de términos positivos es convergente, entonces podemos cambiar de signo
todos los términos que queramos, y la nueva serie sigue siendo convergente.

La convergencia absoluta permite estudiar la convergencia de una serie de términos
cualesquiera, pero no la divergencia.

Al estudiar la convergencia absoluta, se estd estudiando una serie de términos positivos
(no negativos) y, por tanto, se le pueden aplicar todos los criterios de convergencias de
las series de términos positivos. Asi, si Zan es una serie que tiene términos positivos
y términos negativos, resulta que a »_ a, sélo le puedo aplicar el criterio del término
general para la divergencia; o bien, el criterio de Leibniz, si fuera alternada; mientras que
a »_lan| le puedo aplicar todos los criterios de convergencia de las series de términos no
negativos. Asi pues, si »_|an| es divergente, entonces, las posibilidades de estudio de ) a,

son minimas.

Reordenacién de términos

Teorema 7.19 (Reordenacién de términos). Si una serie es absolutamente conver-
gente, entonces la serie obtenida después de cualquier reordenacion de sus términos tam-
bién converge absolutamente y tiene la misma suma.

Es decir, la suma de una serie absolutamente convergente no se altera por una reorde-
nacién de sus términos. Si la serie converge sélo condicionalmente, entonces al reordenar
sus términos la suma de la serie puede cambiar. En particular, reordenando los términos
de una serie condicionalmente convergente se puede transformar en divergente.



7.3. CRITERIOS DE CONVERGENCIA 39

Teorema 7.20 (Teorema de Dirichlet). Una serie es absolutamente convergente si vy
s6lo si su suma no varia ante cualquier reordenacion de sus términos.

Teorema 7.21 (Teorema de Riemann). Se puede alterar el orden de los términos de
una serie condicionalmente convergente, de modo que la serie sume lo que queramos.

Ejemplo 7.33. Estudiar la convergencia absoluta de las siguientes series:

XS ) L0 ) Yy
n=1 : n=1

n3

Solucion. Se trata de series con términos positivos y negativos. Aplicando
el criterio de la convergencia absoluta, resulta que la serie de los valores
absolutos es una serie de términos no negativos y en consecuencia se le
pueden aplicar todos los criterios de convergencia.

(i) Para la primera serie tenemos:

luego, por el criterio de comparacién, la serie dada es absolutamente con-
vergente y, por tanto, ella es convergente.
(i) Para la segunda serie tenemos:

2n

lan| = )

de donde, aplicando el criterio del cociente, resulta:

ontl  on ontlp)

a 2
T L e N S S D
n—oo |ay,| n—oo (n4 1)l n! nocc2(n41)! nocon+1
luego, por el criterio del cociente, la serie dada es absolutamente convergente,
y por tanto ella es convergente.
(éi1) Para la tercera serie tenemos,
| Inn
an| = —
n n3
Teniendo en cuenta que Inn < n resulta la desigualdad:
_Inn n 1
lonl = T <53 =72
luego, aplicando el criterio de comparacion, la serie dada es absolutamente
convergente, y por tanto ella es convergente.

Ejemplo 7.34. Estudiar la convergencia absoluta de la siguiente serie:

> (1) (Vi T - V)

n=0
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Solucion. El estudio de esta serie resulta mas facil si transformamos su
término general, multiplicando y dividiendo por el conjugado del denomina-
dor, con lo cual resulta:

[e.9] o0

n ntl-—mn
nz::o( )(Vn+ _\/_) Z( )W+\/_ nz:o\/ﬁ—i_\/_

Con lo cual tenemos:

|an| = S
G
vVn+1+n
Y para estudiar la convergencia de esta serie buscamos una serie conocida

que nos sirva de comparacién. Para valores grandes de n podemos esperar
que los siguientes infinitésimos sean del mismo orden:

1 1
an] = —\m ~ T

o0

Y como la serie arménica E \/_ diverge, entonces, aplicando el criterio

de comparacion de inﬁnitesnmos también diverge la serie formada por los
valores absolutos de los términos de la serie dada. No obstante, el proceso
necesita de la siguiente comprobacion:

, an , 1 1 , \/ﬁ 1 ;é 00
Iim —=1lm ———: —=lim ———— = —
n—oo b, n—oy/n+l+n yn nocoyn+1+yn 2| #0
Estudiemos su convergencia condicional. Se trata de una serie alternada,
luego podemos aplicarle el criterio de Leibniz,

1
lim |a,| = lim —
Al fan| noe n+ 1+ i
1 1
Vn+l+yn<vn+2+V/n+1= > =
visy Vitl+yvn~ Vant+2+Vn+1

= |an| > |an+1 = |an| | Luego la serie es convergente y, por tanto,
condicionalmente convergente.

7.3.4. Aplicacion del criterio de D’ Alembert al calculo de
limite de sucesiones

El criterio del cociente proporciona un método indirecto para el calculo
de limites de sucesiones.

Teorema 7.22. Sea {a,} una sucesion cuyos términos son todos positivos
(0 al menos desde un lugar en adelante). Entonces,

, An+1
lim *
n—oo  q,
, An+1
lim
n—oo  q,

<1l= lim a, =0
n—00

>1= lim a, = +0c0
n—oo
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Demostracion. Consideremos la serie, de términos positivos, Y a,. Aplican-
do el criterio del cociente y el del término general, resulta

, Qp41 ,
lim <1é2:an Conv. = lim a, =0

n—oo  q, n—00

Por otro lado, si

, Ap+41
lim

n—oo  q,,

=/(>1

Entonces, siempre sera posible encontrar un nimero r tal que £ > r > 1, de
manera que, para n suficientemente grande (n > k), se tenga

an+41
Aan,

>r

De donde,
Ag+1 > Tag
Apy2 > Tap1 > riay,
Qi3 > Tapro > rPay

Ap > TQp_1 > r"_kak

de donde, al ser k fijo y r > 1, resulta,

lim a, > lim " *a, = a;, lim " * = 40
n—oo n—oo n—oo

Luego lim a, = 4o0. O
n—oo

n

3
Ejemplo 7.35. Calcular lim —

n—o0 n
Solucidon. Aplicando el criterio del cociente, resulta

gn+l1 3n gn+lpt 3"
m ———: —=lim ———— — = lim =0<1l= lim — =0
n—oo (n+ 1) " nl  n—oo3r(n+1)! noocon+1 n—oo n

3

Ejercicios propuestos de la seccion 7.3. Criterios de conver-
gencia

Soluciones en la pagina 161
7.3.1.

7.4. Suma de series

Lo normal es que no exista un procedimiento para calcular el valor exacto
de la suma de una serie y tengamos que conformarnos con un valor aprox-
imado de la suma, sumando los primeros términos de la serie. Sin embargo
podemos intentar calcular el valor exacto de la suma de la serie utilizando
los siguientes procedimientos:



42 CAPITULO 7. SERIES NUMERICAS

7.4.1. Aplicando la definicion

Ya se vio en la seccién 7.2.1, en la pagina 6.

S = lim S,

n—oo

. 3 5 2n +1
EJemplo 7.36. Calcular Z + % + -+ m + -

Solucion. Aplicando la definicion, resulta

3
51:1
3 5 2545 32 8
2=73%7 36 “ 36 9
g §+L_128+7_ 135 15
79144 144 9-16 16
g C(n+1)2—1 n?+2n
" (n+1)2 (n+1)2
12 -1 2)2 -1
Para que sea Sn:%,tendré que ser Sn+1:%

En efecto,

n2+ 2n 2n+ 3
(12 (nr 1227
(n?+2n)(n?+4n+4)+2n+3
B (n+1)2(n + 2)2 B
nt +4n3 +4n? + 203 +8n2 +8n+2n +3
(n+1)2(n+2)2 B
ot 6nd+ 120 +10n+3  (n+1)%(n?+4n+3)

Sn—i—l = Sn +apg41 =

(n+1)2(n +2)2  (n+1)*(n+2)?
n?+4n+3 nP+dn+4-1 (n+2)?2-1
T m+2? T (m+2? (n+2?
luego la expresién supuesta para S, es correcta. En consecuencia,

o AP I Y_i1_0-
=M Se=lim ey = U ) T 0

7.4.2. Series geométricas

Ya se vio en la seccién 77, en la pagina 77.

s . oa-rh
g a-r" = si |r| <1
1—r
n=~k

(el numerador de la fraccién es el primer término de la serie)
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5 13 3n 4 2m
Ej lo 7.37. S -+ —+--
jemplo umar 5 + 36 +--- 4+ o
Solucion. La serie se puede descomponer en la suma de dos series geométricas

convergentes. En efecto,

X gnqpon X oogn gny X 1\n
I R (CRIOSE
1/2 /3 1/2 1/3 1 3
Sioiptiois T Ty T T T

7.4.3. Series aritmético-geométricas

Se llaman series aritmético-geométricas aquellas cuyo término general es
de la forma
an = (a-n+b)r"
Es decir es el producto de dos términos: uno va en progresién aritmética y el
otro en progresion geométrica. Si la serie estd expresada en forma candnica

(comienza en n = 1 y el exponente de r es n), entonces su suma se puede
calcular por la férmula:

> (a+b)r —br?
z::a n+b)r _—(1—7“)2

También podemos repetir el proceso completo de deduccion de la férmula
en cada caso,

Sp=(a+b)r+ (2a + b)r? + (3a +b)r® + --- + (an + b)r"
—rS, =—(a+b)r? — (2a + b)r® — (3a + b)r* — - - — (an + b)r"t!
(1—7)Spy=(a+br+ar?+ar®+ - +ar” — (an + b)r"*!

de donde,
(1—7)Sy = (a+b)r+a(r®+r3+-- 49" — (an + b)r"*
y tomando limites,

r? 0= (a—|—b)r—(a—|—b)r2—|—ar2 B (a—l—b)r—er
1—r 1—7r N 1—7r

(1—-r)S = (a+b)r+a

de donde, despejando S

g (a+b)r — br?
(1—r)2
) 3 7 11 > "
Ejemplo 7.38. Sumar B + 1 + 3 += Z(4n— 1) <§)

n=1
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Solucidon. se trata de una serie aritmético-geométrica de razdn 1/2, y por
tanto convergente. Para sumarla podemos aplicar la férmula, o bien repetir
el proceso completo,

Sn:3%+7(%)2+11 (%)3+'--+(4n—1) (%)"
55, =-3 (%)2 —7(%)3 —11 (%)4 — = (dn— 1) (%)”“‘1
1u=3 44 () +4(d) +- +4(3)" —@n-1) (H)""

de donde,

y tomando limites,

1., 3 1/4 3 1/4 1 3 7
9= ot 1—-1/2 s T T2 T2 T

de donde, despejando S, resulta S =17.

Nota: También podemos aplicar la formula para sumar las series aritmético geométricas,
una vez que la serie estd expresada en forma canénica,

oo

Z(a.ner)rn:Mi

=1 (1_7")2
\» (@d-Diy1(L)? 241
== (3) = (1)2_1)2(2) =t =T
n= 2 4
g8 11 14 > 1\l
Ejemplo 7.39. Sumar5+§+z+§+...: Z(3n+2) <§>

Solucidn. se trata de una serie aritmético-geométrica de razdn 1/2, y por
tanto convergente. Para sumarla podemos aplicar la férmula, o bien repetir
el proceso completo,

Sp=5+8L+11 (1) +14(1) 4.+ Bn+2) ()"
S8= 5y -8 (1) -1 () - 1(3) o Bnr2) (3)
15, =5+23+3(1) " +3(1) + - +3(1)" " —@Bn+2)(3)"

de donde, multiplicando por 2, resulta

3 12 13 1n—1 1n—1
e ovse Jes(l) o (D) o () e ()
Sn=10+3+5+3(5) +3(5) ++3(3 (3n+2) (3

y, sacando 3 factor comun en la serie geométrica,

sommea b () () e () ()
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y tomando limites,

1/2

0=13+3=16.

Nota: También podemos aplicar la férmula para sumar las series aritmético geométricas,
una vez que la serie estd expresada en forma candnica,

[e'e]

Z(a~n+b)r”:M:>

— 2
— (1-7r)
> 1\ -1 > N (3+2)%-2(1)?
:>Z(3n+2)(§) :22(3n+2)(§) =2 TR
n=1 n=1 2
5 _ 2
DY S LT

7.4.4. Series hipergeométricas

Las series hipergeométricas se detectan al aplicar el criterio del cociente
en la convergencia. Cuando nos encontramos con la situacién,

An+1 a-n+pf noco

= 1
an a-n+y
o0
Definicion 7.10. Una serie, de términos positivos, Z an se llama hiper-
n=1

geométrica cuando:

an+1:a-n+ﬂ %, 1, cona>0,v#0, a+3#y
an oa-n—+y

Nota 1: Nétese que numerador y denominador han de ser polinomios de primer grado
con el mismo coeficiente de n. En el caso de que el coeficiente de n, fuera negativo, a < 0,
bastarfa multiplicar numerador y denominador por —1, para obtenerlo positivo (es decir,

lo que realmente se exige de « es que sea « # 0).

Teorema 7.23. La convergencia de la serie hipergeométrica se estudia me-
diante el criterio de Raabe y viene determinada de la siguiente forma:

a+ (3 <~ = Convergente
a+ >~ = Divergente

Para sumar la serie hipergeométrica (que comience en n = 1) se puede

aplicar la formula de la suma de una serie geométrica de razon

a+ 0
Y

FEs decir,

> a
> -
n=1 L—

1
r
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Nota 2: Noétese que cuando v > 0, la convergencia de la serie hipergeométrica viene
determinada, por la razén, de manera andloga a lo que ocurre en la serie geométrica. En
efecto,

+ﬂ

a+p<vy=——=r<1= Convergente

a+pB>y=> —— +ﬁ

=r > 1= Divergente
La situacién 7 = 1 no se da; ya que, en ese caso, seria a + = -, y, en consecuencia, la
serie no es hipergeométrica.

Cuando v < 0, el criterio es el contrario. Es decir,

a+p<y=> —— +ﬂ r > 1= Convergente
+ ﬂ .
a+f>v= ——=r <1= Divergente
En resumen, tenemos:

Lo S0 r<l= C9nvergente

r > 1= Divergente

a>0=

<o T > 1= Convergente

{ v r < 1= Divergente

Nota 3: Hay que hacer notar que para poder aplicar la férmula de la suma, la serie tiene
que comenzar en n = 1. Si la serie comienza en n = ng no esta permitido sustituir en la
férmula de la suma, a1 por an,, como ocurre en la serie geométrica. Sino que, en este caso
habréd que calcular la suma total desde n = 1 y restar los términos que no figuren en la
serie, o bien, transformar la férmula del término general para que la suma comience en
n = 1. Asi, por ejemplo,

An+2

[e @) oo
Zan:—al—ag—l—Zan o bien
n=3 n=1

oo oo
Z ao + Z an o bien

= n=1

Demostracion. Supongamos una serie de términos positivos )2 ; a, tal que

ey
S g

an+1 a-n+f3

Qan o-n-—+y

Entonces, aplicando el criterio de Raabe, se tiene

lim n(l—an+1> = lim n<1—w> =

n—oo an n—oo an+fy
. anty—an=F_ . (y=Bn_~v-p
Iim n = lim =
n—0o0 a-n+y n—oo o -+ 7y o

Luego, la serie es:

vy — ﬁ : .7 —0

convergente si —— > 1; y divergente si
o

<1
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Luego, bajo el supuesto de que o > 0, se tiene:

a+ [ <y =3 a, Convergente
a+ 3 >v= 3 a, Divergente

Para calcular la suma, demostremos por induccién que la suma parcial n-
sima tiene la siguiente expresién,

(a-n+ B)an —ya

S =
a+f—n

En efecto,
— La férmula se cumple para n = 1,

a-1+pfa—yar _ (a+B—7)a _

|
1= a+p—~  a+pB—n

— Suponiendo que es cierta para n, también se cumple para n + 1

(a'n"’_ﬁ)an_’yal

Sny1 =50 + apy1 = ot B + ant1 =
a-n—+
(04'”‘*'@77 ap41 — Ya1
_ a-n+p L _
a+ -7y s
_ (a-n+y)ants —yar + (@ + B = 7)ans1 _
atf—n
(@t ytat B —var (@ (n+1) + Flans — vas
a+ B -7 a+pB—7

Luego la expresion dada para .9, es correcta, y, en consecuencia, la suma de
la serie, cuando es convergente, viene dada por:

S = lim S, = lim (O"nﬁLﬁ)an*’ym: 0—~vap _Ym _
n—00 n—00 a+ﬂ—7 Oé—f—,@—’y ’Y—Oé—ﬂ
_ ai om
I TE R =
v

Nota 4: Para estudiar la convergencia se puede seguir cualquier criterio, no obstante, una
vez que necesitamos calcular el cociente an+1/an, €l camino mds légico es el criterio de
Raabe. Sin embargo, si el criterio de Raabe no decidiera sobre la convergencia (porque el
nuevo limite fuera también 1), entonces habria que acudir a otro criterio. Pero, en este
caso, la serie no seria hipergeométrica.

Hay que advertir que aunque en la suma se aplica la férmula de las series geométricas,
no por ello la serie es geométrica, ni la convergencia viene determinada, exactamente, por
la razén como ocurre en las series geométricas, sino, que hay que tener en cuenta el signo
de 7.
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Ejemplo 7.40. Estudiar el cardcter de la siguiente serie y determinar su

suma:
1

nz::o Bn+4)(3n+7)

Solucion. Aplicando el criterio del cociente, tenemos que

ap41 1 1 _ GBn+4Bn+T7)

an Bn+7)Bn+10) Bn+4)Brn+7)  (3n+T7)(3n+ 10)
n+4 -0
— o

~ 3n+10

cuyo limite es 1, y nos indica que se trata de una serie hipergeométrica. Para
determinar la convergencia podemos acudir el criterio de Raabe.

Gnt1 3n+4 n+10—3n—14
w1 ) S (1o By _
an 3n+ 10 3n + 10

6n

—_ " 951 Conv.
Snr10 oo o

Para sumarla, necesitamos sacar del sumatorio el término ag, con objeto de
tener la suma desde n = 1 y poderle aplicar la férmula de la serie geométrica
de razén r = 7/10, con lo cual,

oo 1 1 X 1 1 1/70

Z3 4)(3 7:2_8+Z3 DGt 28 1-7/10

— (Bn+4)(3n+7) — Bn+4)(Bn+7) -7/
1170 1 1 3+44 7 1

28 '3/10 28 21 3-4-7 3-.4-7 12

Ejemplo 7.41. Determina el cardcter de la siguiente serie numérica y cal-
cula su suma

> 1

n2::2 (2n —1)(2n +1)(2n + 3)

Solucion. Aplicando el criterio del cociente, tenemos que

An+1 . 1 . 1
an  (2n+1)(2n+3)(2n+5) " (2n—1)(2n+1)(2n + 3)
C2n=-1)2n+1)2n+3) 2n—-1 5. ]

C@2n+1)(@2n+3)(2n+5)  2n+5

cuyo limite es 1, y nos indica que se trata de una serie hipergeométrica. Para
determinar la convergencia podemos acudir el criterio de Raabe.

An+1 2n —1 2n+5-2n+1  6n

= 1— = =
an) e AL M+ 5

n(l— — 3> 1 Conv.
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Para sumarla, necesitamos que la serie comience en n = 1, lo que se consigue
sumando y restando aj, con lo cual a la suma desde n = 1 se le puede aplicar
la férmula de la serie geométrica de razén r = 1/5, resultando,

> 1 -1 > 1

> T35 -

Z@2n—-1)2n+1)(2n+3)  1-3-5 “~— (2n—1)(2n+1)(2n + 3)
1,115 -1 115 -1 1 —12+415 1
T 15 1-1/5 15 4/5 15 12 12-15 60

7.4.5. Series telescopicas

Son aquellas cuyo término general se puede descomponer en la diferencia de
dos términos consecutivos, de manera que en las sumas parciales se simplif-

ican todos los términos intermedios
o0

Zan—z n_bn—i-l)

n=1

Tenemos:
Sn:bl—62+b2—b3+b—3—b4+"‘+bn—bn+1:bl_anrl

de donde,
S = lim S, = hm (b1 — bpt1)

n—oo
Nota: Para determinar la expresién simplificada de S,,; en unas ocasiones es preferible
abordar directamente la expresion total de S,; y, en otras ocasiones, es preferible hacerlo

de manera progresiva: S1, Sa,---, Sp.

Ejemplo 7.42. Estudiar el cardcter de las siguientes series y sumarlas
cuando sea posible.

a)ilnnzl b)iln(l—%> Zm( n2+3)>

Solucidn. Utilizando las propiedades de los logaritmos las tres series se
pueden expresar de manera telescépica.
a) Para la primera serie tenemos:

ilnnzlzm[lnn+l lnn]

n=1

de donde,
Si1=In2—1Inl1=1n2
So=In2+In3—-1In2=1In3
S3=In3+In4—-1In3 =1n4

Sy =In(n+1)
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y en consecuencia,

S=lim S, = lingoln(n—l—l) = +00

n—oo n—

luego la serie es divergente.
b) Transformamos la expresién bajo el logaritmo hasta convertirla en el
cociente de dos términos consecutivos. Asi,

2 _
ln<1_i>:mn 1zlnw:m<n_ﬂ: n >:
n? n? n-n n n—1

n+1 n
n —1In
n n—1

=1

de donde,
ngln%—an
nglng—ln2+ln§—lng :—ln2—i—ln§

4 5 4 5
5’4:—ln2+1n§—|—ln1—ln§:—1n2+an

n+1
n

S, =—In2+1In

y en consecuencia, la serie es convergente y su suma es:

1
S= lim S, = lim (-m2+m’“r >:—ln2
[ee]

n—00 n— n

¢) Transformamos la expresién bajo el logaritmo hasta convertirla en
el cociente de dos términos consecutivos, para ello tenemos en cuenta que
n?+3n+2=(n+1)(n+2), con lo que resulta,

2
SYCR M (R BN A U
n(n + 3) n(n + 3) n(n + 3)
n+2 n+3 n+ 2 n+3
:1n< : >:ln —In
n n-+1 n n-+1
de donde,
4
51:1n3—1n§
4 4 5 5
5’2:ln3—1n§—|—ln§—ln§:ln3—ln§
5 5 6 6
Sg—ln3—ln§+ln§—ln1—ln3—1n1
S'nzhrl?)—lnn—i_3

n—+1
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y en consecuencia, la serie es convergente y su suma es:

"+§>:m3

S:Hmsgzﬁm<m3—m

n—0o00 n—oo n -+

7.4.6. Descomposiciéon en fracciones simples

Se aplica en aquellas series cuyo término general es el cociente de dos
polinomios, con objeto de convertirlas en telescopicas.

Ejemplo 7.43. Estudiar el cardcter y sumar, en su caso, la serie

— 1
=n?+3n+2

Solucion. Factorizamos el denominador; para ello hallamos las raices de la
ecuacién n? +3n +2 =0

n?+3n+2=0=>n=

—3i¢9—8_—3i1_{—1

2 2 -2
de donde,
1 A N B An+2A+4+Bn+B
n2+3n+2 n+l n+2  (n+1)(n+2)

igualando los coeficientes, resulta

A+B=0 B=-A
2A+B=1 2A+A=1=A=1=B=-1

En consecuencia,

B 1 1 1
an_n2+3n+2 T n+1 n+2
Luego,
11
Sy = - — =
17973
1 1 1 1 1 1
2=573T3 173 1
gl 1. 1 1 1 1
3797474 5 2 5
1 1
L ——
"9 n+2
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En consecuancia, resulta,

11 1
S:HmSn:Ifm(—— ):5

n—o00 n—oo \ 2 n-+2

Nota: También podemos hacer,

1
Sp= = —
2

FVUUE SN SN SN SRR
n+1l n+2 2 n+2 n-co 2

Wl
=

+

Wl

Nota: En ocasiones la cancelaciéon de los términos resulta un tanto complicada; como en
el siguiente ejemplo,

— 2n+5
Ejemplo 7.44. Sumar E _
/ n(n+1)(n+2)

Solucion. Descomponemos en fracciones simples,

2n+5 _é+ B n C  AN*+3n+2)+Bn>+2n)+C(n°+n)
nn+1)(n+2) n nt+l n+2 n(n+1)(n+2)
_ An® +3An+2A+ Bn® 4+ 2Bn+ Cn® 4+ Cn

N nn+1)(n+2)

de donde, igualando coeficientes, resulta:

A+B+C=0Y) B+C=-5/2) C=-5/24+3=1/2
3A4+2B+C =2 2A+B =2 B=2-5=-3
24 =5 A=5/2 A=5/2
de donde,
2n+5 52 3 1/2

T nn+1)(n+2) n n+l n+2

de donde, multiplicando por 2 para evitar las fracciones, resulta,

s =5 6y 1
"Tn o n+1 n+ 2

y, en consecuencia,

5 6 1

26, =2 -2 4=
S1 1 2+3

6 1 5 6 1 1 5 1
2 = —_ = — _ — = - = _ = = = —
Sa=b-gt3too3ti=% 37371

1 5 1 5 6 1 1 5 1
e R R L e R

1 5 1 5 6 1 1 5 1
e R A e A

1 5 1 5 1 5 1
25, =5— - — =2 -
S R T T S Ul Rl Bl arass Sl

En consecuencia,

5 1 5 1 5 1 10
— lm (2_-2_ _2__ _ Y
o ml(z 4 2n+2+2n+4) 51 0t0=7

==
=~
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7.4.7. Series que se obtienen a partir del niimero e

Cuando el denominador es un factorial y el numerador un polinomio in-
tentamos relacionar la serie con el nimero e, transformando para ello el nu-
merador con objeto de expresar el término general como suma de fracciones
con numeradores numéricos y denominadores factoriales, y comparamos el
resultado con el desarrollo del niimero e. Si en el proceso aparecen factoria-
les de términos negativos lo resolvemos sacando del sumatorio los términos
necesarios para evitar los negativos. Por tanto, tenemos que las series del
tipo:

o0
p(n) .
E ———— son siempre convergentes
(n+Ek)!
1
y para hallar su suma las descomponemos en fracciones simples, teniendo
en cuenta el desarrollo:
1 1
e=1+1 + + o 3 + -

La descomposicion en fracciones simples también puede hacerse por identi-
ficacion de coeficientes.

Ejemplo 7.45. Sumar las series,
=1 > 1 > 1

T2 U xeen ) Z

n=1
Solucion. Comparando cada una de las series con la serie

11
e=1d1+5+ 5+

3!
resulta,
<1 1 1
a) nz::lﬁ—ur +3,+ =e—1
i 1
b —_— + + +-o=e—1
) nz::o(n—i—l) 3'
s 1 1 1
b —=— 4+ — 4= —-1—-1=e—2
) ;(nﬂ)! TR ¢
n
Ejemplo 7.46. Sumar la serie
Jemp Z (n+1)!

Solucion. Transformamos el numerador con objeto de expresar el término
general como suma de fracciones con numeradores numéricos y denominado-
res factoriales, y comparamos el resultado de cada sumando con el desarrollo
del nimero e. Asi,

> n “n+l-1 /1 1
S o= =2 ) S eV (e =1

n=1 : n=1 n=1
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0o 2
Ejemplo 7.47. Sumar la serie Z n—'
—n

Solucion. Como en el ejemplo anterior, transformamos el numerador con
objeto de expresar el término general como suma de fracciones con nume-
radores numéricos y denominadores factoriales. Sin embargo, en este caso
aparece en el denominador el factorial de un nimero negativo (—1)!. En
efecto,

VAR SR S VA £ SIS A :
D N R M e e O (s R )

En consecuencia, para evitar esta circunstancia, sacamos el primer término
del sumatorio, resultando,

~1+1
1 _HZ (n—1)1

1
:1+n§2<(n_2)!+(n—1)!):1+(e)+(6—1)=26

[e.e]

Sy ot

X kr+3k—1
Ejemplo 7.48. Sumar la serie Z AN L
= k!

Solucion. Para sumarla descomponemos el término general en varios suman-
dos de manera que en los numeradores de cada uno de ellos sélo aparezcan
numeros y en los denominadores factoriales. Esto se consigue teniendo en
cuenta que k(k — 1) = k% — k, resulta.

P k2 +3k—-1 Xk —k+4k—1
I ) -

1 - 1
= k! = k!

°°<k(k—1) 4k 1>
ML=
k! KK

_Z | Z 1 Zkl
:e+4(e—1)—(e—2):4e—2

Nota: La descomposicién también podia haberse hecho mediante la identificaciéon de
coeficientes. En efecto, haciendo:

k> +3k—1 Ak(k—1)4+ Bk+C

k! - k!
resulta:
k=0=>—-1=C C=-1
k=1=3=B+C B=d-C=sgt=1
n=2=9=24A4+2B+C ) A= 5 =309-8+1)=1
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Ejercicios propuestos de la secciéon 7.4. Suma de series

Soluciones en la pagina 161

7.4.1.

Ejercicios y problemas del Capitulo 7

Ejercicios resueltos del Capitulo 7

7.1. El signo del sumatorio
7.2. Series numéricas. Definiciones

??7. Criterios de convergencia

7.1 (Convergencia de series numéricas). Determina el cardcter de las siguientes
series nNUMEricas:

a)z

| =
o
=&
Pg
/N
=
+
ol =
N—"

Solucion. a) Por el criterio de cociente, tenemos:

nt1 _n+1 n (n—&—l)?% _ n+12%,% _ n+12,1/2
not n n

an 27— 2

w3

1
— <1

V2
luego la serie es convergente.

b) Aplicando el infinitésimo In(1 + z) ~ z, resulta,

= 1 =1
S (ih )~
n=1

n=1

Luego la serie es convergente.

7.2 (Convergencia de series numéricas). Uliliza el criterio de condensacion de
oo

1
Cauchy para estudiar la convergencia de la serie E W segun los valores de p
n(lnn

n=2

Solucion. El criterio de condensacién de Cauchy establece que si {an} es una sucesién
. ’ . . o0 . ’ .
decreciente de términos no negativos. Entonces, » >  a, es convergente si y sdlo si
o0 .
Yoo 2%, es convergente. En consecuencia,

= 1 e | = 1 1 =1
Z n(lnn)r ~ 22 2n(In2n)P Z (nIn2)?  (In2)P Z:IE

n=2 n=1 n=1

Luego, al resultar una serie armonica (p-serie), la serie es convergente para p > 1y
divergente para p < 1.
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7.3 (Convergencia de series numéricas). Estudiar la convergencia absoluta y condi-
cional de las series:

a) i(1+%)n

n=2

Solucion. a) Aplicando la condicién necesaria del término general, para la convergencia,
resulta,

lim (1+l) e 40
n— oo n

Luego la serie es divergente.

b) La serie de los valores absolutos es

oo
> o
nlnn
n=2
Para estudiar la convergencia de esta seria aplicamos el criterio de la integral,

/°° ! dm:[ln(lnn)]:oz—i—oo

zlnz

luego la serie es divergente. En consecuencia la serie dada no es absolutamente convergente.
Ahora bien, la serie dada es alternada y cumple las condiciones de Leibniz, luego es
convergente. En efecto:

1 1
— 0,
nlnn nlnn

!

Luego es condicionalmente convergente.

Nota: El criterio de la integral establece que si existe un ntimero natural no tal que la
funcién no negativa f decrece cuando x > ng, entonces la serie

> fn)

n=ng

converge si y sélo si converge la integral

/:o F(z) da

El criterio de Leibniz para las series alternadas establece que

a 720 >
" = —1)"a, converge
a12a22“’>0} Z( ) n verg

n=1

7.4 (Convergencia de series numéricas). Determina el cardcter de las series
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., 1
Solucién. a) Al ser sen”> = > 0, tenemos que
n

luego, por el criterio de comparacion, la serie es divergente.
b) Aplicando el criterio de la rafz, resulta

2n ; V2n 1

lim a, = lim { =1 =—=0
ni»n;o an nl—>H;o 5™ - nn nl—>ngo 5n 00
n L2 2
Nota: A partir del criterio de la raiz’, se tiene lim /2n = lim ot =1

n— 00 n—oo 2n

7.5 (Limites). Calcular los siguientes limites:

lim(l—l—l—l—l—l— S )

Solucion. El limite pedido puede calcularse teniendo en cuenta que representa la suma de
una serie divergente.

oo
1 1 1 1
lim (1+—+—+~~~+ ):E +00
n=0

oo 375 om+ 1 m+1

También puede calcularse teniendo en cuenta la constante de Fuler.

?7?7. Suma de series

7.6 (Series numéricas). Estudiar el cardcter y sumar en su caso las siguientes series
nUMEricas:

= n-2nt! = 1 = n?+Tn—3
(Z)Zn2+5n—3 (Zl)z(l—cos%) (m)z (:-l—l)!

n=1 n=1

Solucion.

n - 2n+1
(i) Z —————— la serie diverge ya que a,, — o0

— n?+5n—3
— 1 —1/ 1)\ 1
() Z:l <1 — cos ﬁ) ~ Z:l 3 (%> ~ Z‘; o divergente.
2
Se ha aplicado el infinitésimo 1 — cos z ~ %
(i) i M La serie es del tipo ) _p() _ ue siempre es convergente, puede
(n+1)! PO w4 P seme, b

comprobarse por el criterio del cociente. Su suma se obtiene a partir de la serie que

define al nimero e.
oo

Zl_1+1+l+l+..._e
no 2 3l N

n=0

Ver teorema ?? en la Pag. 77
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Para sumarla descomponemos el término general en varios sumandos de manera
que en los numeradores de cada uno de ellos sélo aparezcan nimeros y en los
denominadores factoriales. Teniendo en cuenta que (n + 1)n = n? + n, resulta.

inQ—l—?n—B in2+n+6n+6—97

n=1 (n +1)! o (n+1)!
s ((ntDn  6(n+1) 9 -
;((n+1)!+(n+1)1_(n+1)!)
< “ =
EP I ey D DI Bl ey i

7.7 (Series numéricas). Estudiar el cardcter y sumar en su caso las siguientes series
numericas:

7S (2 3 i —Tn—3
(i) ;(2n_1 ) 2:: 2 — 1)( 2n+1)(2n+3) (i3 nZ:O (n+3)!

Solucion. (i) La serie puede expresarse de la siguiente manera:

S () = =y e (3)

n=1 n=1 n=1

que es una serie aritmético-geométrica, de razén 1/2 y por tanto convergente. Para sumar-
la podemos aplicar la férmula, o bien repetir el proceso completo:

Sn=5%+72(%)2+93(%)3+,;+(2n+3) (%)n N
%18":*5(%) 77(%) 79(%) *'”*(2n+3)(%)
%Snzg+2(%)2+2(%)3+,,,+2(%)n_(2n+3)(%)nﬂ

5
2

+2 [(%)24r (%)SJF...JF (%)"} _n+3) (%)n+1

1/4 5
224
1227

de donde
1
2 =
y tomando limites:
1, 5 1/4
39 2T /2
de donde, despejando S, se tiene S=5+2=7

Nota: También podemos aplicar la formula para sumar las series aritmético geométricas,
una vez que la serie estd expresada en forma candnica.

5
—0==-+2
2+

— n_ (a+b)r—br?
;(an +b)r" = BN

=

—
)
S
+
w
N/
~
o |
~——
3
—
|
|—=
N
V]
I
ISE

2Ver Ejerc. 7.24 (a), en la Pag. 74



EJERCICIOS Y PROBLEMAS DEL CAPITULO 7 59

(i1) Para estudiar la convergencia de la segunda serie aplicamos el criterio del cociente:

g1 Cn—1)2n+1D)2n+3)  2n—1 nooo

= = 1
an 2n+1)2n+3)(2n+5) 2n+5
o _ p - 1
Se trata de una serie hipergeométrica de razon r = < =5 luego es convergente, y su
suma es:
1
1-.3.5 _ 1
S = = —
1-— % 12
Nota: Esta serie también puede tratarse como telescépica.
. . P(n) . .
(iii) Esta serie es del tipo Y m que siempre es convergente, y su suma estd rela-
n !

cionada con el nimero e. Para sumarla transformamos el numerador con objeto de eliminar
todas las n y dejar sélo constantes. Teniendo en cuenta que (n + 3)(n +2) = n* + 5n + 6
resulta.

n*—mm—-3 n’+5n+6—12n—9 n®+5n+6—12n—36+27

(n+3)! (n+3)! N (n+3)!
~ (n+3)(n+2)—12(n+3) +27 1 12 . 27
N (n+3)! (D (n+2)! T (n+3)!
Y teniendo en cuenta que e:1+1+%+§+---,resulta:
—~n2—Tn—3 ~o 1 12 27
S =2 (e ) =
— (n+3)! —~ (n+1)! (n+2)!  (n+3)!
1 27
:[e—l]—12[e—2}—|—27[e—2—5]26—1—126—1—24—}-276—54—7:
27 —89 + 32e
3 2—}—6@ 5

La descomposicién también podia haberse hecho mediante la identificacién de coeficientes.
En efecto, haciendo:
n’—mm—-3 An+3)(n+2)+B(n+3)+C
(n+3)! (n+3)!

resulta:

n=-2—4414-3=B+C

n=-3—9421-3=C }
n=0—-3=6A+3B+C

7.8 (Convergencia y suma de series numéricas). Determinar el cardcter de las
stguientes series numeéricas y calcular la suma de las que sean sumables:

(a) i (Gris): @ i” (1o ) sen e (@ i (’;‘fff;

Solucidn. (a) Aplicando el criterio de la condicién necesaria, tenemos que

2n + 3 2
1 ( ):— 0
Jm 3 55) 737

con lo que la serie es divergente.
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1 1 1 1
(b) Aplicamos infinitésimos: 1 — cos = ~ -~y sen ~ ~ = con lo cual,
n 2n n on

oo o0

11 1
E ’ n? (1 — cos 7) sen — ~ g 22n2 E on Armoénica divergente.
n=

p(n)
(n+k)!

con el desarrollo del ntimero e

(¢) Esta serie es del tipo Z que siempre es convergente y su suma esta relacionada

Para sumarla transformamos el numerador hasta conseguir que sélo aparezcan términos
numéricos. Teniendo en cuenta que (n — 1)(n — 2) = n? — 3n + 2, resulta

n+n  n®—3n+2+4n—-4+2 (n—1)(n—-2)+4n—-1)+2
(n—1)! " (n—1)! B (n—1)!
1 4 2

CER R CEP RG]

y por tanto, tenemos que:

~nP4n 2 6 = 1 - 4 =2
Zl(nfl)!_a+ﬁ+g(n73)!+zg(nf2)!+Zg(n71)!_

=24+6+e+4(e—1)+2(e—2)=Te

7.9 (Convergencia y suma de series numéricas). Determinar el cardcter de las
siguientes series numeéricas y calcular la suma de las que sean sumables:

Solucion.

(a) La serie dada es equivalente a la serie Z que es convergente, y puede sumarse
aplicando varios criterios, el mas facil es expresandola de manera telescépica. En

efecto:
Zl n—|—4 (n+5) Z(n-&-él n+5)
de donde
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sn:——— - — — _ = — — S==-—-0==
57676 7 Tntd ntb5 5 nts ° 5 5
(b) Aplicando el criterio del cociente resulta:
2 n+1 2 n
i O g [(n+1)* =7(n+1)]5 (= Tn)s"
n—oo On n—oo [(n + 1)3 — 2:| 33+1 (’I’Ls — 2)3n
2 _ _ n+1 3 _ n
— m (R"+2n+1-Tn-7)5""" (" —2)3" 5 -1

nooo (M3 +3n2 +3n + 1 —2)3n+1(n2 — Tn)5n 3

Luego la serie es divergente y no se puede sumar.
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(c) Estaserie es del tipo ), —* p(n ) que siempre es convergente y su suma esta relacionada
n!

con el desarrollo del nimero e.

G 11
Z =14l g+t

Para sumarla la transformamos hasta conseguir que, en el numerador, sélo aparez-
can términos numéricos. La manera més facil de hacerlo es expresar el numerador
en funcion de los primeros factores del denominador, con objeto de cancelarlos por
simplificacién. Elegimos tantos factores como indique el grado del numerador. Co-
mo el numerador es de segundo grado, nos fijamos en los dos primeros factores del
denominador: (n — 2)(n — 3). Teniendo en cuenta que (n —2)(n —3) = n? — 5n +6,
buscamos esa expresion en el numerador, con lo que resulta:
n—n n’—5m+6+4n—6 (n—2)(n—3)+4(n—2)+2
(n—2) (n—2)! B (n—2)!
1 4 2

= T =3 T o2y

y por tanto, sacando los dos primeros términos del desarrollo, para evitar encontrar
el factorial de un nimero negativo, tenemos que:

N 1 4 2
;m=a+ﬁ+;<(n_4)!+(n—3)!+(n—Q)!> -

=24+6+e+4(e—1)+2(e—2)="Te

7.10 (Convergencia y suma de series numéricas). FEstudiar la convergencia y
sumar cuando sea posible las siguientes series:

[e'e]

5" 8—5-2" 434"
OBl ey vrern (n+1) n+2 z:: 23 (—")

n=3

Solucion.

(a) Esta serie puede sumarse aplicando varios criterios, el mds facil es expresdndola de
manera telescépica, en efecto:

Z n+2):z(n—:|l—lin-li-2)

n=3 n=3
De donde
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Sy = — s — = — — - S==-—0=-
4 5 5 6T T Al naz 4 n+z 074 4
(b) Aplicando el criterio del cociente, resulta:
n+l  gn+l n . En
lim 2ntL g (PEDTT ST nt 5T
. (n+ 1))
= lim =
n .55 . )
- lim (n+1)"(n+1)-5"5 n! _
1 n . 1 n
= i BEDTS (i) 5=5e> 1
n—oo nm n— oo n

Luego la serie es divergente y no se puede sumar.



62 CAPITULO 7. SERIES NUMERICAS

(c) Esta serie es convergente del tipo geométrico. En efecto:

o (8—5-2" 434"\  ~8-3"—5-6"+3-12"
Z?’ ( 137 )_Z 137 B
n=1 n=1
N 3\" 6\" 12\"
=X 1G5) —o(5) 2 (5) |-
Lo 3/ 6/13 12/13

1-3/13 "1-6/13 ' “1—-12/13
3/13 6/13  ,12/13 24 30 B
10/13 57/13 3 /13 10 7 +36=
168 — 30042520 2388

70 70

=38

7.11 (Convergencia y suma de series numéricas). Estudiar la convergencia y
sumar cuando sea posible las siguientes series:

~1-4-7---(3n—2) 1
() ; 2-4-6---2n ®) Z5n(n+1)

Solucion. (a) Aplicando el criterio del cociente, tenemos

ny1  1-4-7---3n—=2)3n+1) 1-4-7---(3n—2)

an 2:4:6---2n(2n+2) 2:4-6---2n
_3n+1 3 .
= 2 — 5 >1 = Zan es divergente

(b) Aplicamos el criterio del cociente, tenemos

an+1‘7 1 1 n

an (n+1)(n+2) nn+1) n+2_>1

. P 1
= Z an es hipergeométrica con r = 3 convergente

Para sumarla podemos tratarla como telescépica, o bien, teniendo en cuenta que se trata
de una serie hipergeométrica, para la suma desde n = 1 se le puede aplicar la férmula de
la suma de la serie geométrica de razén r = 1/2, con lo cual.

- ;_j_z_i_;i;_
nn+1) 2 6 12 20 n(n+1)
n=>5 n=1
-30—-10—-5-3 1/2 —48 12
= + = 41=2=
60 1-1/2 60 60
También podemos transformar el término general, para que la serie comience por n = 1,
y buscar la nueva razon.

—~ 1 — 1
e n(n+1) z_:l (n+4)(n+5)
de donde,
Ant1 1 1 n+ 4

T T0) mEDmEs)  nt6 L

. I 5
= > an es hipergeométrica con r = 5
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con lo cual la suma es,

1 E 1 _1/30  1/30 6 1
n(n+1) Z

oo

(n+4)(n+5 1-5/6 1/6 30 5

n=

o
3
Il
—

Tratada como telescépica, resulta:

1 1
8 n n+1 5 n+1

7.12 (Convergencia y suma de series numéricas). Estudiar el cardcter de las
siguientes series numeéricas y sumar cuando Sea posible:

— 3 -n! = 1
(a) ZT (b) Z(n+p)(n+p+1) conp>0

n=1 n=4

Solucion. (a) Aplicando el criterio del cociente, tenemos

ans1 3"+ 1)1 3"Fal 3" (n+ )0 3(n+1)n"

an (n4+ 1)+l " g T 3nFlpl(p 4 1)ntl T (n 4 1)ntl
_ 3n"
T (n+ 1)

3
— — > 1 divergente
e

(b) Aplicamos el criterio del cociente, tenemos

An+1 _ 1 . 1 _
an  (n+p+1D)(n+p+2) (n+pn+p+1)
__(m+pntp+l)  ndtp )
(n+p+(n+p+2) n+p+2 n-c
1
luego se trata de una serie hipergeométrica con r = 512 convergente Para sumarla

podemos tratarla como telescopica, o bien, teniendo en cuenta que se trata de una serie
hipergeométrica, para la suma desde n = 1 se le puede aplicar la férmula de la suma de

la serie geométrica de razén r = , con lo cual.

+
+2

- 1
;(n+P)(n+p+l) -

oo

- -1 B 1 B 1 S 1 -
e+ @+2A@+3) @3+ —mtptp+l)

_ A3+ -+ He+Y) -+ HE+2) Le+Dp+2)

P+ D +2)(p+3)p+4) p_ptl
p+2
P -Tp—12-p® —5p—4—p®—3p-2 Yp+Dp+2)
(p+D+2)p+3)(p+4) p+2-p-1)/(p+2)
—3p? —15p — 18 1/(p+1)(p+2)

(p+D+2)p+3)(p+4) 1/(p+2)
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—3p? — 15p — 18 N 1
(p+D+2)(p+3)p+4) p+1
_ =32 —15p— 184 (p+2)(p+3)(p+4) _
a (p+1)(p+2)(p+3)(p+4) B

:—3p2—15p—18+p3+9p2+26p—|—24: p>+6p+1lp+6 _
P+D+2)p+3)(p+4) (p+D+2)p+3)(p+4)
(p+1)P+2)(p+3) 1

P+ Dp+2)p+3)(p+4) p+d

Los céalculos pueden simplificarse descomponiendo las fracciones en “fracciones simples”.

Asi,
“ (n+p)n+p+1)

A - 1 B 1 i3 1
e+ DE+2) 2P +3) )P+ = (ntp)(ntptl)

:{71+171+171+1}+1:

p+1 p+2 p+2 p+3 p+3 p+4 p+1

1 1 11

Tl pra Tl p+a

También podemos transformar el término general, para que la serie comience por n = 1,
y buscar la nueva razén.

oo

1 1
Z (n+pn+p+1) (n+p+3)(n+p+4)

n=4 n=1

de donde,
an+1 1 1 _n+p+ 3

an m+p+4)(n+p+5 (m+p+3)(n+p+4d) n+p+b

4
con lo cual la suma resulta,
+5

L o p
que es una serie hipergeométrica con r =

oo

[e%s) 1
1 _ Z 1 _ mHHeF5) _
— (n+p)(ntp+1) L (ntp+3)(ntp+d) | _ptd
" " p+5
1
_ b _ 1

T 1/(p+5)  p+4

Tratada como telescopica, resulta:

[e'] ]

Y o -2 o )
—(n+p)n+tp+l) “intp ntp+l
de donde,
g - L v .ot oot B
"Tp+4 p+5 p+5 p+6  p+6 n+p n+p+1

1 1 n—oo 1
T p+4 n4p+1 p+4
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7.13 (Convergencia y suma de series numéricas). FEstudiar la convergencia y
sumar cuando sea posible las siguientes series:

=\ (n!)®- 37" > n24n+1
(a) Z : ()?m)! () Z n!

Solucion. (a) Aplicando el criterio del cociente, tenemos

ang _ ((n+DY°-37 ()37

an (3n + 3)! o (3n)!
n+1)*(n!)* - 37737 (3n)! n—oo 37
= —=>1
T (B3n+ n + n + n)l(nl!) - 37
(3 3)(3 2)(3 1)(3n)!(n!)3 - 37 27
luego la serie es divergente.
sta serie es del tipo _n) que siempre es convergente y su suma esté relacionada
b) E del pfﬂ
con el desarrollo del nimero e.
— 1 11
E_OE:1+1+§+§+“':€

Para sumarla transformamos el numerador hasta conseguir que sélo aparezcan términos
numéricos. Teniendo en cuenta que n(n — 1) = n? — n, resulta.

n+n+1 nP-n+2n+1 nhn—-1)+2n+1
n! B n! B n! B

1 2 1
=2 T T w

y por tanto, tenemos que:

nPtn+l 1 2 1
;T_Z<(n—2)!+(n—1)!+ﬁ)

Ahora bien, para evitar que aparezca el factorial de un niimero negativo, sacamos el primer
término del sumatorio, con lo cual resulta:

n°+n+1 3 n“+n+1
Z n! *I+Z n! -
n=1 n=2

_3+;<(n12)!+(n21)!+ 1) =3+e+2e—1)+(e—2)=de—1

n!

7.14 (Convergencia y suma de series numéricas). FEstudiar la convergencia y
sumar cuando sea posible las siguientes series:

. 2m® —3n 1 - n?+5n+7
(a) 5n® + 2n tg(ﬁ) ® > !

n=1 n=1

Solucion. (a) Aplicando infinitésimos, resulta:

2n® — 3n (l) >\ 2 —3n l
5n® + 2n 55 +2n n

oo
1 - .
~ E — armonica Divergente
n n
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(b) Esta serie es del tipo ) % que siempre es convergente y su suma esta relacionada
n !

con el desarrollo del nimero e.
Z 1+1+ 5 + 3, +-

Para sumarla transformamos el numerador hasta conseguir que sélo aparezcan términos
numéricos. Teniendo en cuenta que (n 4 2)(n + 1) = n® 4 3n + 2, resulta.

n+5n+7 n+3n+2+2n+5 (n+2)(n+1)+2(n+2)+1

(n+2)! - (n+2)! o (n+2)!
1,2
Tnl (1) (n42)!
y por tanto, tenemos que:
430 +5 (1 2 1
z_:l n+2) _Zl<n!+(n+1)!+(n+2)!)_
1 15

:(e—l)+2(e—2)+(e—2—5)24@——

7.15 (Convergencia y suma de series numéricas). FEstudiar la convergencia y
sumar cuando sea posible las siguientes series:

n®—2 2n — 3
Zm ® 2 =

n=2

Solucion. (a) La serie es divergente. En efecto, aplicando el criterio de comparacién de
infinitésimos en el que se establece que si los términos generales de dos series son in-
finitésimos del «mismo orden», entonces las dos series tienen el mismo cardcter, es decir,
las dos son convergentes o las dos son divergentes.

k#0
Jm g =k { ko0 }i’z“"wzb"
Se trata, por tanto de encontrar una serie conocida cuyo término general sea del mismo
orden que la dada. Tenemos,

3n® —2 n® 1 L
Z — ~ = Z —— armonica divergente
/5n5 +2n n5/2 nl/Q
n="T7
Nos resta comprobar que ambas series son del mismo orden. En efecto,

2 5
lima—": hmM:L: lim M:

n—oo by, n—oo \/5nd + 2n \/’ﬁ n—oo +/Hn® 4+ 2n
3{ (3n% —2)2 \/’ {

n—oo  /Bnd + 2n

(b) Se trata de una serie aritmético-geométrica, ya que su término general se puede ex-
presar de la forma a, = (a-n + b)r". Es decir, el producto de dos términos: uno va en
progresion aritmética y el otro en progresién geométrica. En efecto,

> =y a(s)

n=2 n=
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La convergencia la marca la parte geométrica y su suma se calcula de la siguiente forma:

5. = (PP s ren ()
B = ()8l () e ()
.= (R @) 2 ) - e ()

de donde,

Lo (L)' 4s 6 S WS VS B S )
5 5 1— (2 25 4/5 25 50 50
5
de donde resulta,
3
=1

7.16 (Convergencia y suma de series numéricas). FEstudiar la convergencia y
sumar cuando sea posible las siguientes series:

~  (2n —1)%*sen? % ) >~
2 1605(1()%) CIDIE

Solucidn. (a) Aplicando el criterio del término general, y los infinitésimos senz ~ z, 1 —
cos z ~ 2% /2, resulta

(2n — 1)% sen® (#)

lim a, = lim = lim ————FF— =

n— oo n—oo 1 n—oo 2
1 — cos (—) (l) /2
n n
2(2n —1)*n*> 8
= 1 ==
Ay 167 0

Luego la serie es divergente.
(b) Esta serie es del tipo (pL que siempre es convergente y su suma esté relacionada

n+k)!
con el desarrollo del nimero e.

[eS)
n=0

Para sumarla transformamos el numerador hasta conseguir que sélo aparezcan términos
numeéricos.

[ =

1 1
!:1+1+§+§+“‘:€

3

ntl n+2-1_ n+42 1 1 1

m+2)!  m+2)  n+2) m+2)! e+ (n+2)

(7.1)

3Ver Ejer. 7.26 (b) en la Pag. 76
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y por tanto, tenemos que:

— ntl 1 1 11 11
;W”)’:;((nﬂﬂ‘(nw)l) BCRE R R
=fe-2~fe-2-gl=e-24et24 =1

Nota: La expresion resultante (7.1) también permite tratar la serie como telescépica. En
efecto, tenemos:

n+1 1 1
; (n+2)! :; <(n+1)! - (n+2)!> -
de donde,
Sn—i——-l—————# + ! - ! - L !
20 31 3t 4l (n+1)! (n4+2)! 2 (n+2)!
con lo que resulta que,
1 1 1 1
Sznli“;ﬁ":nli“;o(a‘m) =073

que coincide con lo obtenido por el otro procedimiento.

7.17 (Convergencia y suma de series numéricas). Estudiar la convergencia y
sumar cuando sea posible las siguientes series:

@ 3 (5 +5) 0) im(u 312)

n=3 n=>5

Solucion. (a) La serie puede expresarse de la siguiente manera:

S () =3 2 S Gy (1)

n=3 n=3 n=3

que es una serie aritmético-geométrica, de razén 1/2 y por tanto convergente. Para sumar-
la podemos aplicar la féormula, o bien repetir el proceso completo:

7(%)3+9(;)4+11 (%)5+---+(2n+1) (%)n

s ) o e )
%Sn = 7(%)3+2(%)4+2(%)5+"'+2(%)n—@n—i-l) (%)n+1

o= [(3) () e () e (5)

y tomando limites:

n
3
Il

de donde

1, 7
55=g+

de donde, despejando S, se tiene S = 2

| ©
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Nota: También podemos aplicar la férmula para sumar las series aritmético geométricas,
una vez que la serie estd expresada en forma candnica.

oo

n_ (a+b)r—br’
R
2
oy ) 3
:>Z(2n+l)(§) 3 =24 =5
" (1-3) 1
con lo que
= 1\" 3 5 20-6-5 9
2(2”“)(2) =S5 3171 71

(b) Si aplicamos infinitésimos, tenemos que:
> I (1 +

[eS) oo
, 1 1 . 2 .
Ademas, como E 5 = E W €S una p-serie, conp = g < 1, entonces es dlvergente,
n n

n=>5

7))L v

oo
1
y por tanto, la serie original Z In (1 + 3—) es divergente.

Vn?

n=>5

7.18 (Convergencia y suma de series numéricas). Estudiar el cardcter de las
siguientes series numeéricas y sumar las que sea posible:

- 3n)! n
(a) Zn!(énil)! () ZF

n=0 n=0

Solucion.

(a) Aplicando el criterio del cociente podemos ver que la serie no es sumable. En efecto,

Gny1 (3n + 3)! S (Bn)! Bn+3)nl2n+1)!
an (A DICn+3)!  nl@2n+ 1! (n+ D20+ 3)!(3n)!
Bn+3)Bn+2)Bn+1) 2o 27

T A D(@n+3)2n+2) Vil

(b) Se trata de una serie del tipo p(n)/n! que siempre es sumable, como facilmente
puede comprobarse por el criterio del cociente,
boyr . (n+1D? 0 (n+1)n!  n+1l soeo

= P — = = 1
bn, (n+1)! " n! (n+1)In? n? 0<

y su suma estd relacionada con el nimero e. En efecto, teniendo en cuenta que el
numero e viene definido por la serie:

oo
1 1 1
o o=l4lds o=
n! 2 3
n=0
Se trata de relacionar la serie dada con esta serie. Para ello, transformamos su
término general en suma de fracciones, de manera que en los numeradores sélo
. . 2
aparezcan constantes. Asi, teniendo en cuenta que n(n — 1) = n° — n, resulta:
2 2 2
n n“—n4+n n°"—-n n nn-1) n 1 1

nl n! Tl +H: n! +H:(n—2)! (n—1)!
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Para evitar que aparezca el factorial de un nimero negativa, sacamos fuera de la
serie dada los dos primeros términos, con lo cual resulta:

Z % = O'H""Z % = 1+Z (n i 2)l+2 (n i ! =1+(e)+(e=1) = 2¢

n=0 n=2 n=2 Ton=2

7.19 (Convergencia y suma de series numéricas). Estudiar el cardcter de las
siguientes series numeéricas y calcular, si es posible, su suma:

= n?+n+1 N 3" +n+n
(a) Zln < n2 4+ 2 > (4) 3ntin(n+1)
1 n=1

1

11 1
3 22 32 23 33 2

1
yiaievy

34

Solucion.
1 -1 1
D BT B DR = B B

= La serie es divergente.

Hemos aplicado infinitésimos equivalentes In(1 + z) ~ z cuando z — 0, e in-

finitésimos del mismo grado lim Z—" =k (k#0,k # c0).
(b) La serie se puede descomponer en la suma de dos series convergentes. En efecto,

"tntn > 3"+n(n+1)

3ntin(n4+1) — 3ntin(n4+1)

- 3" n(n+1)
_;3”+1n(n+1)+3”+1 (n+1) Z3nn+1 +Z3n+1

Donde, el primer sumando se puede transformar en una serie telescopica

Zi’m(n—i—l 3Z (n+1 _%g(__n—i—l)

que podemos sumar aplicando la deﬁnlclon

n=1

S—1—1+1—1—|—1—|— —|—l— ! - —1
" 2 2 3 3 n+1 n+1
y por otro lado, el segundo sumando es una serie geométrica
— 1 Ie=/1\" 1 1% 11 1
Yarix(z) “sriroaacs
n=1 n=1
Con lo cual, la suma pedida es
e n 2
Zmzl.Hl:l
—~ 3ntin(n+1) 3 6 2
(¢) La suma pedida puede descomponerse en dos series geométricas
-t 4s- bt =
322 3 33 B
(1+ +—+—+ ) (l-l—i-i-i—i— )—
33 3 2 22 23 B
_r 5 3 1
C1-f o112 72
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7.20 (Convergencia y suma de series numéricas). Determinar el cardcter de las
stquientes series numéricas y calcular la suma de las que sean sumables:

- 1 = n?
(a) z_:ln (1—COS E) (b) z_:lm
Solucion. (a) Aplicamos infinitésimos:
2
1—cosz~ %, de donde lfcos% ~ %

con lo cual,

Zl n (1 — cos —) Z 2n2 Z oz Z o Arménica divergente.

n—=

(b) Esta serie es del tipo ) % que siempre es convergente y su suma estd relacionada
n !
con el desarrollo del nimero e

Z —1+1+ +3,+

Para sumarla transformamos el numerador hasta conseguir que sélo aparezcan términos

numéricos.
oo 2 oo oo
n n+nfn (n+1n—n
> =S e - S
n= n= n=1

(n+1)n—[n+1-1] _i(n+1)n7(n+1)+1 _

Mg

— (n+1)! vt (n+1)!
1 1 1
:ZW*EJFW=€7(efl)+(672)=efl

3
Il
=

7.21 (Convergencia y suma de series numéricas). Determinar el cardcter de las
siguientes series numeéricas y sumar las que sean sumables:

e}

3n)! = n>4+n+1
(a) Zn!(énil)! (®) Z n!

n=

Solucidn. (a) Aplicando el criterio del cociente, podemos asegurar que esta serie no es
convergente, puesto que:
ant1 _ (Bn+3)n!2n+ 1) Bn+3)Bn+2)Bn+1) n—w 27

an A DI2n+ 3B (nt1)(2n +3)(2n +2) ikl

(b) Esta serie es del tipo Y p(n)/n! que siempre es convergente, y su suma es del tipo del
nimero e. Para sumarla transformamos el numerador con objeto de eliminar todas las n
y que s6lo aparezcan constantes. Teniendo en cuenta que n(n — 1) = n? — n, resulta:

n+n+1 n’—n+2n+l1 nn—-1)+2n+1
n! N n! N n! N

1 2 " 1
T n=-2)! (n—-1)! n
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Con lo cual la serie dada se puede expresar de la forma:

o0 2 o0
n°+n+1 1 2 1
ZITZ((n—Q)!+(n—1)!+H>

n=1

Cuyos sumandos se pueden calcular teniendo en cuenta que:
e=1+1 + + 3' + -

Ahora bien, para evitar que aparezca el factorial de un nimero negativo, sacamos el primer
término del sumatorio, con lo cual resulta:

= n? 1 3 = 1
I ST
n= n=2

_3+Z;<M?2ﬂ+(n2nf+%>_3+€+2@_1V+@—2%—%—1

Nota: La descomposiciéon también podia haberse hecho mediante la identificaciéon de
coeficientes. En efecto, haciendo:
n“+n+1  An(n—1)4+Bn+C
n! B n!

resulta:

Il
\le

—C=3

- 2
B — C
2

(7—4—-1)=1

n=2=7=2A+2B+C

n=0=1=C c
n=1=3=B+C B
A

=1
2

7.22 (Convergencia y suma de series numéricas). Determina el cardcter de las
siguientes series numeéricas y calcula la suma cuando sea posible

— (2n)! — 1
W)Z;umz “)Z;@n—nmn+n@n+$

Solucion. (a) Aplicando el criterio del cociente, tenemos que

ani1 _ (2n+2)!  (2n)! _ (2n +2)(2n + 1)(2n)! (n!)?
an [(n+ D)2 " (n!)? (n+1)2(n!)2(2n)!

@24+ 2)@2n+1) e

At Dnt1) 4>1

Luego la serie es divergente.

(b) Aplicando el criterio del cociente, tenemos que

An+1 o 1 . 1 o

an  (2n+1D(2n+3)2n+5)  2n—-1)2n+1)(2n+3)
_n—=1)2n+1)(2n+3)  2n—1 n-co
 @2n+1)@2n+3)(2n+5)  2n+5

1

cuyo limite es 1, y nos indica que se trata de una serie hipergeométrica. Para determinar
la convergencia podemos acudir el criterio de Raabe.

n(l —

— 3> 1 Conv.

an+1) 2n—1): 2n+5—-2n+1  6n

o, ) =M m5 m+5 T <5
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Para sumarla podemos tratarla como telescopica, o bien, tenemos en cuenta que se trata
de una serie hipergeométrica, y para la suma desde n = 1 se le puede aplicar la férmula
de la serie geométrica de razén r = 1/5, con lo cual,

— -1 — 1
Z:Q 2n — 1) 2n+1)(2n+3)*1~3-5Jr — (2n—1)2n+1)2n+3)

-1 115 -1 115 -1 1 —12+415 1

15 " 1—-1/5 15 ' 4/5 15 12 12-15 60

7.23 (Convergencia y suma de series numéricas).
(a) Siendo a una constante positiva, determina el cardcter de la serie

[e')

n!
Z (a+1)(a+2) - (a+n—1)

n=2

segun los valores de a y calcula la suma cuando sea posible.

!
(b) Determina el cardcter de la serie Z (3n)! y sumar si es posible.

(nh)?’

n=2

Solucion. (a) Aplicando el criterio del cociente, tenemos que

Ant1 _ (n+1)! ) n! _
an ala+1)---(a+n) ala+1)---(a+n—1)
(n+Dda(a+1)---(a+n—-1) n+1

- nla(a+1)---(a+n—-1)(a+n) a+n

— 1,

cuyo limite es 1, y nos indica que se trata de una serie hipergeométrica. Para determinar
la convergencia podemos acudir el criterio de Raabe.

a+n—n—1 (a—1)n
):n a+n - n+a —a-l=

a—1>1—a>2 Conv.
=

n(l— Gty _pq o0l
an a+n

a—1<1—a<2Div.
a—1=1—a=2 Duda

La duda se resuelve mediante la comprobacién directa para a = 2

= = = 1 armonica
a72:>222 3- n+1 Z Zn—|—1 divergente
n= n=2 n—

Para sumarla en el caso a > 2 tenemos en cuenta que se trata de una serie hipergeométrica,
y para la suma desde n = 1 se le puede aplicar la férmula de la serie geométrica de razén
r = 2/a, con lo cual.

oo oo

;1+Z nt _
—~ ala+1)- a—i—n—l) a _1a(a+1)~~~(a+n—1)_

-1 1/a -1, 1 _ —a+2+a 2

a 1-2/a  a +a72_ ala—2)  ala—2)
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(b) Aplicamos el criterio del cociente resulta,

any1 - (B3n+3)!  (3n)! (3n + 3)!(n!)?

an (n+ DD ()P T (n+ 1)F(n)3En)!
(Bn+3)Bn+2)(3n+1)

= 27 > 1 Div.
n+(n+Dn+1)
. . so. 4 . - n 3
7.24 (Convergencia y suma de series numéricas). (a)";La serie Z (2"—1 + 2—n)
n=1

es convergente? En caso afirmativo, calcular su suma.
(b) Estudiar el cardcter de las siguientes series numéricas

Lo n? N (26— 6)"
o XE e L

Solucion. (a) La serie dada es una serie aritmético geométrica. En efecto, operando en el
término general se obtiene:

—~( n 3V n=(2n 3\ s=2+3 ~ 1\
> (=) "X (F ) - X5 X (3)

La convergencia viene determinada por la razén r = 1/2. O bien, aplicando el criterio del
cociente, tenemos que

an+1 _ 2n+5 2n+3  2n+5 2" 20451 n-ooo 1

= . = — - - 1
an 2n+1 2n 2n + 3 2+l 2n+ 3 2 2 <

= convergente
Para sumarla seguimos el siguiente proceso:

n

er () 0 (2) e ()

s =) 1) o) e ()

1 5 1\? 1\? 1I\" 1\t
3°n 2t2(3) +2(5) +or(3) —eern(3)

%Sn = g +2 [(%)2+ (%)3+,,,+ (%)n} — (2n+3) (%)nJrl

y tomando limites, resulta:

1, 5 (1/2)?
25_ 2 2

n
3
I

de donde,

1/4
Y 0 = S=5+ 13 54+2=7

(b) Las dos series son convergentes. En efecto:

(i) Aplicando el criterio del cociente, resulta:

an,  3ntl T3n n2 gn+l

ant1  (n+1)2 0> (n+1)* 3" (n+1)21 nooo 1
= : = = =<1
n 3 3

= convergente

“Ver Ejerc. 7?7 (a) (i), en la Pag. 77
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(i1) La serie es alternada. En efecto, dado que el valor de e = 2,718 se tiene que e =
2,718 = 2e = 5,436 = 2e — 6 = —0,56. Luego,

— (266" 1  2—6  (22-6)° (26—6)°
D e B S RV SR

v al ser 2e — 6 negativo resulta una serie alternada. En consecuencia, al tener términos
negativos no son de aplicacién los criterios de las series de términos positivos. Luego, para
estudiar su convergencia tenemos que elegir entre aplicar la convergencia absoluta, o bien,
aplicar el criterio de Leibnitz para las series alternadas.

Estudiamos la convergencia absoluta:

|2e — 6]"
Z|an| Z =

aplicando el criterio del cociente, resulta

ant1| |26 —6["T1 |2e —6]"  [2e —6]""'V/n+3
an vnt+d o Vn+3 [2e — 6|7y/n + 4

-
n+4

= |2e — 6| |2e — 6] < 1 = conv.

El criterio de Leibnitz resulta mucho més complicado. En efecto, tenemos que probar que
an — 0y que |an| |.
2e — 6)" 0
lim an = lm 2= 0
Para determinar que |a,| es decreciente, hallamos su derivada, suponiendo que n es una

variable continua.
(2e—6])" _ (6—2¢)"

f(n) = T3 i3
luego,
o (6 — 2¢)" In(6 — 2¢)v/n T3 — (6 — 26)”%/% i

n+3
2(n+3)(6 —2¢)" In(6 — 2e) — (6 — 2e)™
2(n+3)v/n+3

para que f’(n) < 0 ha de ser, 2(n + 3)(6 — 2¢)™ In(6 — 2¢e) — (6 — 2¢)™ < 0, de donde,

(2004 8)In(6 — 2¢) — 1) (6 — 2¢)" <0 — 2(n+3)In(6 — 2¢) = 1 < 0

1

In(6 — 2 ! 21n(6 — 2¢)
y dado que In(6 e) < 0 resulta, n > 21n(6 — 2¢)

— 3, luego |a,| es decreciente.

7.25 (Convergencia y suma de series numéricas). Estudiar el cardcter de las
siguientes series numeéricas y sumar las que sean posibles:

[eS] (n+2)n+2 0o
S ) Ui
(In(n + 2)7*+2)(In(n + 1)n+1) — (n—

n=1
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Solucion. (a) Aplicando las propiedades de los logaritmos y operando en el término general
se obtiene una serie telescopica convergente. En efecto:

(n+2)"+2
In ((n+1)n+_1) _ In(n+2)""? —In(n+ 1"
(In(n + 2)7+2)(In(n + 1)7+1) — (In(n + 2)7+2)(In(n + 1)7+1)
B 1 B 1
In(n 4+ 1)»*t1  In(n + 2)7+2
de donde,
RS R SRS N S S 1 B 1
"7 In22 In33  In3% In44 ' In44 In(n 4+ 1)7*t1  In(n + 2)7+2

y simplificando y tomando limite, resulta,

1 1 n—oo 1 1
Sn = — S = —-0=—
In22  In(n+2)7+2 In 22 In 22
. 1
luego se trata de una serie convergente, cuya suma es S = W
n
(b) Esta serie es del tipo Z % que siempre es convergente y su suma esta relacionada
n !
con el desarrollo del nimero e.
1 11
270521"5‘1‘1'54'5“!‘"':6

Para sumarla transformamos el numerador hasta conseguir que sélo aparezcan términos
numéricos. Teniendo en cuenta que (n — 1)(n — 2) = n? — 3n + 2, resulta.

(n—1) (n—1)! - (n—1)!
1 3 1
=3 T =2 T 1)

n? n*—3n+2+3n—-2 (n—1)n-2)+3n—-1)+1

Sin embargo, al sustituir en el sumatorio resultarian factoriales negativos

~  n? = 1 3 1
;(nfl)! :Z<(n73)!+(n72)!+(n71)!>

para evitar esta contingencia, sacamos del sumatorio los dos primeros términos que son
los causantes del problema. En consecuencia, tenemos que:

g(nnl)':H“g( =

:5+Z<(ni3)!+(nf2)!+(nil)!> =5+e+3(e—1)+(e—2)=5e

7.26 (Convergencia y suma de series numéricas). Estudiar el cardcter de las
stguiente series numeéricas y suma las que sean posible:

’I’L'2n 5 - Tl+1
() T35 7tz O Z(n+2)!




EJERCICIOS Y PROBLEMAS DEL CAPITULO 7 7

Solucidon. (a) Aplicando el criterio del cociente, resulta:

Ung1 (n 4 1)12ntt nl2"

an  1-3.5--(1+2n)(3+2n) 1-35-7---(1+2n)
e+ 1n1272-1-3.5-7--(142n)  2n+1)  2m+2 noe

= = 1
ni2n-1-3-5---(142n)(3+ 2n) 3+2n 2n+3
y aplicando el criterio de Raabe, resulta:
a 2n + 2 2n+3 —2n—2 n |
n<1_ n-‘rl):n(l_ ): _ ’I’LOO_<1
ap, 2n+3 2n+3 2n+ 3 2
luego la serie es divergente.
(b) Esta serie es del tipo ) % que siempre es convergente y su suma esté relacionada
n !
con el desarrollo del niimero e.
— 1 11
;E—1+1+§+§+-~—e

Para sumarla transformamos el numerador hasta conseguir que sélo aparezcan términos
numeéricos.

n+1 _n+2—1: n+2 _ 1 _ 1 B 1 (7.2)
(n+2)! (n+2)! m+2)! (n+2)! (n+1)! (n+2) '

y por tanto, tenemos que:

e}

= n-+1 1 1 1 1 1 1
2 ion :;<(n+1)!_ (n+2)!> =Gtgtl-lgrgtl=

n=1

1 1 1
—[672]7[672751—6*2+8+2+§—5

Nota: La expresion resultante (7.2) también permite tratar la serie como telescépica. En

efecto, tenemos:
—~ 1+l 1 1 B
Z (n+2)! _Z <(n+1)! B (n+2)!) -

n=1 n=1
de donde,
S—l_l_'_l_l_t'_ + 1 — L —l_;
TR TR TR m+1)! (n+2)! 20 (n+2)!
con lo que resulta que,
1 1 1 1
S=lim S, =1 - == —-0==
et ninio(z! (n+2)!> 2! 2

que coincide con lo obtenido por el otro procedimiento.

7.27 (Convergencia y suma de series numéricas).
(o)

) n -+ 2 n(l—n)
(a) Estudiar el cardcter de Z ( )
= \n +1

2:5-8(3n—1)

> 710-13- - (3n £ 4)° y si es posible, calcular la suma.

(b) Estudiar el cardcter de

*Ver Ejer. 7.16 (b) en la Pag. 67
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Solucion. (a) Aplicando el criterio de la raiz, resulta:

n(l—mn)

o — o (n+2)”“*”>_(n+2)—n _(n+2)1’"_
" n+1 T \n+1 T \n+1 o
1—n
1 ntl n+1 n-oo —1 1
(1= - 1
[( +n+1) } 2.718 ©

luego la serie es convergente.

(b) Aplicando el criterio del cociente, resulta

ny1 _ 2:5---(Bn—-1)B3n+2) 2-5---3n—1)  3n+2 nooo

: = 1
an 7-10---(B3n4+4)B3n+7)  7-10---(3n+4) 3n+7T

y, al ser el cociente de dos polinomios de primer grado, se trata de una serie hipergeométrica

de razon _ 5
+
=272 _2 -1
r 7 7<

luego es convergente, y su suma, cuando el sumatorio comienza en 1, se obtiene con la
misma regla que la suma de las series geométricas. En consecuencia,

— 2-5---(3n—1) _g+°° 2:5---@n-1) -2 27 -2, 5
2= 7-10--- (3n +4) 7T 4=T7-10---(3n+4) 7T 1-5/T 7 T

7.28 (Convergencia y suma de series numéricas).
a) Suma la siguiente serie, justificando su convergencia

Solucion. a) La serie es convergente por ser la diferencia de dos series convergentes. En
efecto, la serie Y 1/2™ es una seria geométrica de razén 1/2, y por tanto convergente.
Del mismo modo, la serie Y 1/3™ es una seria geométrica de razén 1/3, y por tanto
convergente. En consecuencia,

Z(L_L)_ r o1t _t 1 _ 5, 3_1
on 3n) 1-1/2 1-1/3  1/2 2/3 22

n=0

b) La serie es de términos positivos ya que sen(1/n) > 0. En consecuencia, aplicando
infinitésimos, resulta que la serie tiene el mismo caracter que la seria de término general
1/n? que es convergente.

sen

SRS
SRS

- =1
~D =2

n=1 n=1

3=
S|~

[eS)
n=1
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la siguiente serie numérica:
o0

S
— ny/n+mn?+1

b) Suma, si es posible, la siguiente serie numérica

i (_1)n3n+52n
D
n=1

7.29 (Convergencia y suma de series numéricas). a) Determinar el cardcter de

Solucidn. a) Por el criterio de comparacién de infinitésimos, tenemos que

oo

NG — 1 o~ 1

En efecto,

2
lim v ! = lim S (R
n—oo ny/n+n2+1" n\/ﬁ n—oo ny/m +mn? + 1

Luego la serie dada es convergente, por tener el mismo cardcter que una p-serie, con

p=3/2>1.

b) La serie se puede descomponer en la suma de dos series geométricas. En efecto,

f: + 52" i( )n <£)”7 ~3/6° N 52/6%

— — \ 6 63)  1+3/6% 1-52/63
-3 N 52 _;3+§_;1+§_—191+1825_
T 63+3  63—52 219 191 73 191 13943

7.30. Sumar la serie:

Z (n+3)( n+4)

n=2
Como telescdpica,
Como hipergeométrica (restando a1 ),

c¢) Como hipergeométrica transformando a, para que comience en n = 1,

(a
(b
(
(d

)
)
)
)

conduce a un resultado errdneo.

Comprobar que la formula S = 1a2

Solucidn. (a) Se trata de una serie telescépica, en efecto, tenemos:

| _ A B _Aw+0+Bn+3)
n+3)(n+4) n+3 n+4  (n+3)(n+4)

de donde,
n=-4=1=-B | B=-1

Con lo cual, la serie se puede expresar de la forma:

E 5 - 1 /1 1
§(n+3)(n+4) 2(n+3)(n+4) 2(n+3 n+4)
resultando:
1 1 1 1 1 1 1 1
S"—5(5‘a+a‘?+"'+n+3‘n+4) —5(5‘n+4)
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Cuyo limite es la suma de la serie propuesta

1 1
=1 n = 1 - — i
5 = lim 5 ninzo5(5 n+4) 5(5 0)

(b) Para sumarla como hipergeométrica tiene que comenzar en n = 1. Para ello sumamos
y restamos a1

- 5w -1« 5
Z; n+3) n+4 T 4.5 Z:I n+3)( n—|—4) T+Z:l(n+3)(n+4)

Veamos que se trata de una serie hipergeométrica:

An+1 _ 5 5

) _n+3_}1:>r_1+3_é
an  (n+4)n+5)  (n+3)(n+4) n+5 5 5
luego, la suma de la serie es:
- 5
-1 15 1 1/4 -1 5
=, 45 L /T2 g
Zn+3 Yn+4) 4+1 1= 1t T 1t
e 5

(¢) El mismo efecto puede conseguirse transformando el término general para que la serie
comience en n = 1

S A R I f:
72(n+3)(n+4)75-6 7t — (n+4)( n+5)
que se trata de una serie hipergeométrica de razén diferente, en efecto
An+41 5 . 5 _n+4_>1:>T_1+4_§
an ~ (n+5)n+6) (n+4)(n+5) n+6 6 6
y la suma de la serie es
oo oo 5
> -3 - -1
2(n+3 )(n+4) « (n+4)( n+5) 1_§ 1/6
n= n= 6

(d) Es evidente que la férmula S =

, aplicada a la serie inicial, conduce a un resultado
—r
erréneo. En efecto,

)
as 5-6 1/6 5
— _5:6 _ /% _° .4
S g I=15"67
5

1— =

7.31. Estudiar el cardcter y sumar, en su caso, las siguientes series numéricas

ad n 3 > 1 > n2—7Tn-3
Z>;<2n—1+2_n> ; on —1)(2n (iid) >

+1)(2n +3) — (n+3)!

Solucion. (i) La serie puede expresarse de la siguiente manera

R O]
n=1

n=1

n=1
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que es una serie aritmético-geométrica de razén 1/2, y por tanto convergente. Para sumarla
podemos aplicar la férmula, o bien repetir el proceso completo,

Sn:5%+7(%)2—|—9(%)3++(2n+3) (%)n
FSn==5(3)"-7()" -9(3)" — - @n+3) (3)"
3

%Sn:g+2(%)2+2(%)3+...+2(%)”_(2n_|_ )(%)ﬂri'l

de donde,

y tomando limites,

1, 5 1/4
§S*§+21—1/2

5 .1/4 5
—0=g+2p =5+l

de donde, despejando S, resulta
S=5+2=7

Nota: También podemos aplicar la férmula para sumar las series aritmético geométricas,
una vez que la serie estd expresada en forma candnica,

;(Q'N-Fb)r": % N
» X () =

(i1) Para estudiar la convergencia de la segunda serie aplicamos el criterio del cociente,

ant1  (2n—1)2n+1)2n+3) 2n-1

= = 1
an 2n+1)2n+3)2n+5) 2n+5 now
L _ . - 1
luego se trata de una serie hipergeométrica de razon r = 5 5 luego es convergente,
y su suma es:
1
1-.3.5 _ 1
S = = —
1-— % 12
Esta serie también puede tratarse como telescépica.
(ii1) Esta serie es del tipo Z % que siempre es convergente, y su suma se obtiene
n !

a partir del nimero e. Para sumarla transformamos el numerador con objeto de eliminar
todas las n, de manera que sélo queden constantes. Teniendo en cuenta que (n+3)(n+2) =
n? + 5n + 6, resulta,

n*—Tm-3 n’+5n+6—12n—-9 n®+5n+6—12n—36+27

(n+3)! (n+3)! B (n+3)!
_ (43t 1243427 112 27
B (n+ 3)! T (n+1)! (n+2)! " (n+3)!

Y teniendo en cuenta que

11
— 1414+ =+ = ...
e=1+1+45+5+
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resulta,
oo 2 oo
- —3 1 12 27
S =2 (e ot wra) -
e (n+3)! —~ m+1)! (n+2)!  (n+3)!
1 27
:(e—l)—12(6—2)—}—27(6—2—5)_6—1—126-1-24—}—276—54—7:
27 —89 + 32e
3 5 + 16e 2

Nota: La descomposiciéon también podia haberse hecho mediante la identificaciéon de
coeficientes. En efecto, haciendo:

n*—mm—-3 An+3)(n+2)+Bn+3)+C

(n+3)! (n+3)!

resulta,

n=-3=9+21-1=C C =27
B=15-C=17— 27_—12

(-3-3B-C)=1(-3436-27)=1

n=-2=4+14-3=B+C
n=0=-3=6A+3B+C

A=

1
6

7.32. Estudiar el cardcter y sumar, en su caso, las siguientes series numéricas

L~ no2nt ~n?4+7n—3
DY e U )Z(l—cos—> () Y = ]
n=1

n=1

Solucion. (i) La primera serie diverge, ya que no cumple la condicién necesaria de conver-
gencia a cero del término general. En efecto,

n - 2n+1

0

an =

(i) Aplicando el infinitésimo 1 — cos z ~ 2%/2, resulta

— 1 —1/ 1) 11
2; (1 — cos %) ~ 2; 3 <%) =3 z:l - divergente (armonica)
n= n= n=

oo 2 _
luego la serie dada es divergente. (7i) La serie Z % es del tipo ) 0 pin])c)' que

siempre es convergente, pude comprobarse por el criterio del cociente. Para hallar su suma
la descomponemos en suma de fracciones elementales relacionadas con el nimero e, elimi-
nando la parte literal del numerador y dejando sélo constante, para ello lo transformamos
teniendo en cuenta que (n + 1)n = n? + n, resulta:

n+m—3 n’+n+6n+6-—9 (n+1)n
(n4+1)! (n+1)! T (n+1)!

6+ 9 _
CETERCES
! 6 9

T n=1)! "l (n+1)

de donde, la suma de la serie es,

2+ Tn—3 1 6 9
> (n+ 1) :;<(n1)!+m_(n+1)!>:

=e+6(e—1)—9e—2)=12—2¢
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suma:

(a)iln(n2+n+l) ") —~ 3"+ n’+n

— 3ntin(n+1)

7.33. FEstudiar el cardcter de las siguientes series numéricas y calcular, si es posible, su

Solucion. (a) Aplicando infinitésimos equivalentes In(1 + z) ~ z, cuando z — 0, e in-

finitésimos del mismo orden lim Z—n =k (k+#0, h # ), resulta,

S () =2 (1

luego la serie es divergente.

(b) La serie se puede descomponer de la siguiente forma:

"n?tn 715:3"—!—71(71—!—1)
13’““*‘1n(n+1) 3

n=

que podemos sumar aplicando la definicién,

1

1 1
nzlff =
S 2+

L
2 3 3

y por otro lado, la segunda serie es una serie geométrica,

S k-
—3r1-1/3 2

Con lo cual la suma pedida es

im_z(Hz)_;;_z
713"+1n(n+1)_3 2) 32 2

(¢) La suma pedida puede descomponerse en dos series geométricas, en efecto,

o r o+ 1 1 1 1 1
273 22 "3 9233 21" 3
(1+1+i+i+ ) (1+i+—+~-):
3732 "3 2 722"
1 1/2

S|

M]#

)~

3

1 _ S
n n+1 n+1 nooco

T1-1/3 1-1/2
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Ejercicios propuestos del Capitulo 7
Soluciones en la pagina 161

A. Relacién de ejercicios minimos

7.1. Estudiar el cardcter de las siguientes series numéricas:

n! 1 1 1
@) Z2n!+1 %) Z(E_Q_”) °) annn
1 sen(1l/n e
4) Z2+ﬁ ) 2 n2(+/1) D nn
n 4n® +5) -sen(1/n . 2"
DD DS S e DI

7.2. Sumar, si es posible, las siguientes series numéricas:

- e .

) L D L Ernery O Lia-i
. 2n+5 > w1 > n2 4 5n—4

D Lierery 9 X0 n o

n=1

B. Relacion de ejercicios adicionales

Problemas resueltos del Capitulo 7

7.34. Si unimos los puntos medios de un tridngulo equildtero obtenemos otro triangulo
equildtero. Si volvemos a unir los puntos medios de este nuevo tridngulo obtenemos otro
tridngulo equildtero y asi sucesivamente. Si partimos de un tridngulo equildtero de lado
1. Calcular la suma de las dreas de los infinitos tridngulos equildteros sucesivamente

mnscritos.

Solucion. De la figura se desprende que al unir los puntos medios de un tridngulo equilatero
se obtiene otro tridngulo equildtero cuya area es la cuarta parte del area del tridngulo
anterior. En consecuencia, el drea total vendra definida por la suma de los infinitos términos

de una serie geométrica de razén r = 1/4:

n

Figura 7.3: S=T1+To+T5+--- , con Tn+1: I

n T T ( 1
_r s+ 2Lyt (12
S 1+4+16+64+ 1 +4+42
El area del triangulo inicial puede calcularse: o bien, trazando la altura y aplicando el

teorema de Pitagoras; o bien, aplicando la férmula de Heron que, en este caso, resulta méas

1 1 1 4an
— 4. )\=T— 7, — = =1
+ ) "T—1/2~ "'3/a 3

facil. En efecto:

- oo () G ) () - VI -
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Nota: (Férmula de Heron). Si a, by ¢ son las longitudes de los lados de un tridngulo
a+b+c

2

T= \/s(s —a)(s—b)(s—¢)
En consecuencia el area total sera:

_ 4T 43
B 4

y s el semiperimetro: s = , entonces, el drea del tridngulo viene definida por:

=3 73

[

Problemas propuestos del Capitulo 7

Soluciones en la pagina 161

7.1. Hallar, si existen, los siguientes limites de sucesiones

n2
) <n 37’L+2>( +3)
a) lim

n— 00 3n—5

7.2. Uniendo los puntos medios de los lados de un cuadrado se obtiene otro cuadrado;
si unimos los puntos medios del cuadrado obtenido, obtenemos un tercer cuadrado,
y asi sucesivamente. Si partimos de un cuadrado de lado 1. Hallar la suma de las
areas de los infinitos cuadrados sucesivamente inscritos.






Capitulo 8

Series funcionales. Series de
Fourier

8.1. Series de funciones
8.1.1. Series de funciones

Una serie se llama numérica cuando todos sus sumandos son nimeros.

oo
Zan:a1+a2+a3+---

n=1

Por ejemplo,
Syl b,
—n 2 3
Una serie se llama de funciones cuando todos sus sumandos son funciones.

f: fu(@) = fi(z) + falx) + fa(z)+ -
n=1

Por ejemplo,

Ool,n $2 .T?)
Z?:x—l—?—i-?—&-”-
n=1

8.1.2. Convergencia puntual

Dada una serie de funciones, para cada valor de la variable x se tiene
una serie numérica que puede ser convergente o divergente.

S fulwo) = filao) + falao) + falawo) + - = S(ao)
n=1

Si consideramos todos los puntos en los que la serie es convergente, ob-
tenemos una funcion, llamada funcién suma de la serie. Para calcular la

87
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expresion de dicha funcién bastara con calcular la suma de la serie para un
valor genérico de z. Es decir, consideramos que x es un nimero y hallamos
la suma de la serie como si se tratara de una serie numérica.

oo
Y fal@) = fi(x) + fola) + fa(x) + - = S(x); paraz €D
n=1
La funcién suma solamente estard definida para aquellos valores para los

que la serie es convergente.

Definicién 8.1 (Campo de convergencia). Se llama Campo de Conver-
gencia de una serie al conjunto de puntos donde es convergente

Como los términos de las series de funciones, en general, pueden tomar
valores positivos y negativos, normalmente estudiaremos la convergencia ab-
soluta de la serie.

o0
1
Ejemplo 8.1. Hallar el campo de convergencia de la serie Z .Y
n=1 n

Solucion. Para x fijo, se tiene,
=1

oo 1
P ;nlnx np

— armoénica Div. parap <1

i . 1
Serie } N { Conv. para p >

{ Conv. para Inx >1=x >e

Div. para nz <1=0<z<e } = Camp. Conv. = (e, +0o0)

oo
Ejemplo 8.2. Hallar el campo de convergencia de la serie Z(—l)"fln et

n=1

Solucion. Estudiando la convergencia absoluta, se tiene:

00 00
Z ‘(_1)n—1nenx — Znemc
n=1 n=1

Aplicando el criterio de DAlembert, resulta:

(n+41
Aan,

(TL + 1)e(n+1)x _n +1 et n—0o0 et

n en® n

De donde:

— Para ¢® < 1 = = < 0 la serie es absolutamente convergente y, en conse-
cuencia, es convergente.

— Para e® =1 = z = 0, sustituyendo en la serie resulta:

oo oo
r=0= Z(—l)"_ln e = Z(—l)”_ln divergente
n=1

n=1
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— Para e® > 1 = x > 0, aplicando la condicién necesaria, resulta

(71)71—1” e n—0o0

an = 400 luego la serie es divergente.

En consecuencia, el campo de convergencia es el intervalo (—o0,0).

nn

o0
Ejemplo 8.3. Hallar el campo de convergencia de la serie Z 7(1 o)
x

n=1

Solucion. Para cualquier valor de x, se trata de una serie de términos posi-
tivos. En consecuencia podemos aplicar el criterio de la raiz,

lim a, = lim B 400, VxeR

n—oo n—oo 1 + '2:42

luego la serie es divergente para Vax € R, y, en consecuencia, su campo de
convergencia es el conjunto vacio.

8.1.3. Convergencia uniforme

Idea intuitiva. Supongamos una serie de funciones que converge en un conjunto de
puntos D. En cada punto la serie numérica correspondiente se aproximara a su suma con
un ritmo diferente. Es decir, si en todos los puntos sumamos los 10 primeros términos
para aproximar la suma de la serie en dicho punto, en cada punto habremos cometido un
error de aproximacion diferente. Si me dan el error, entonces en cada punto tendremos
que sumar un numero de términos diferentes para ajustarnos a ese error.

Una serie se dice que converge de manera uniforme en un conjunto D, cuando, dado
el error, podemos sumar el mismo niimero de términos en todos los puntos sin salirnos del
error. Es decir,

Ve >0, INeN, Vz € D, Vn > N, |R.(z)| <e

En la préactica la convergencia uniforme se determina de la siguiente forma: Dado € > 0,
la inecuacién |R,(x)| < € se puede resolver en n > f(g), independientemente del valor de
x. Para ello, se ha de cumplir que

|R,.(z)| — 0, independientemente del valor de x

8.1.4. Propiedades de las series uniformemente convergentes

Teorema 8.1 (Criterio de Weierstrass). Si una serie de funciones estd
mayorada, en valor absoluto, por una serie numérica convergente, entonces la serie de
funciones es absolutamente convergente de manera uniforme.

Ve € Q, |fn(z)| < an absolutamente convergente
Z an convergente = Z fn(z) de manera uniforme en €2

Demostracion.
|Rn(2)| = [S(2) — Sn(z)| = |fas1(2) + faga(z) +- | <
<N fag1 @)+ [fore @)+ < ang1+ang2+ =Ry, Vz€Q

Luego, dado € > 0, como Z an es convergente, se tiene que R, < €, y, en consecuencia,
|R. ()| <e. O
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oo

Ejemplo 8.4. Estudiar la convergencia de la serie Z cos

n?
n=1

Solucion.
cosNT

1 .
oy ‘ < o Conv. = Abs. Conv. (unif.) Vz € (—o0, +00)

Ejemplo 8.5. Estudiar la convergencia uniforme de la serie

i senn
—nt4 /(4 —2)n
en el intervalo D = [—2,2].

Solucion.

senne

< < — con. (unif.) en [-2,2]
n?+ /(4 — 22" n2+ . /(d—a2)" ~ n

Propiedades de las series uniformemente convergentes
1°) Si todos los términos de una serie de funciones uniformemente convergente son fun-
ciones continuas, entonces la funcién suma también es continua.

2°) Las series uniformemente convergentes se pueden integrar y derivar término a término.

Ejercicios propuestos de la seccion 8.1. Definiciones

Soluciones en la pagina 161

8.1.1.

8.2. Series de potencias

Definicién 8.2 (Serie de potencia). Se llama serie de potencia a la serie
de funciones del tipo

(o]
Zana:”:ao+a1x+a2$2+a3$3+---+anx"+-~
n=0

o del tipo,

oo
Zan(x—xo)":ao—l-al(:c—xo)+a2(a:—:zo)2+-~+an(a:—:1co)"+~-
n=0

donde los coeficientes ag, a1, ...ay ... son constantes

Teorema 8.2. Si la serie de potencias Y a,x™ es convergente para algun
valor particular de x = x¢ # 0, entonces es absolutamente convergente para
todo valor x tal que |x| < |xo|.

Si la serie de potencias Y an,x™ es divergente para algun valor particular
de x = xg # 0, entonces es divergente para todo valor de x tal que |z| > |xg|.
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Demostracion.
[e.e]
Z apxy Conv. = lim ayxy =0 = |apzg| <1
n—oo
n=0
" " x" "
|ana”| = |an—xg| = lanzg| || <1+ || = || ="
o o Lo o
oo oo
Z lanz™| < Z r"™ Con. = Abs. conv
n=0 n=0
:Z:n
r<le|—|<1l&|z] < |z
Zo
> o apxly Div. = para |z1| > |zg| no puede ser Y a,z} convergente, ya
n=0 0 1 g y
que seria absolutamente convergente para |x| < |z1]. O

Como consecuencia tenemos el siguiente,

Teorema 8.3 (Convergencia de la serie de potencias). Para la con-
o0

vergencia de la serie de potencias Z a,x" solamente caben las tres posibil-
n=0
idades siguientes:

1. la serie converge unicamente en el punto x = 0,
2. la serie converge en toda la recta real (—oo, +00),

3. la serie converge en un intervalo centrado en el origen (—R,+R) y
diverge fuera de él. Pudiendo ser convergente o no en los extremos de
dicho intervalo.

Definicién 8.3 (Intervalo de convergencia). Al intervalo donde con-
verge la serie se le llama intervalo de convergencia y a R radio de conver-
gencia.

Diverge Diverge
|

I
—R R

~

ok

Converge Abs.
El intervalo de convergencia podré ser:

(-R,R), [-R,R), (—R,R], [-R,R]

Para hallar la convergencia en los extremos del intervalo habra que estudiar
la convergencia de las series numéricas:

Z anR", Z an(—R)"
n=0
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Teorema 8.4 (radio de convergencia). El radio de convergencia de una
serie de potencias puede calcularse por cualquiera de las dos féormulas si-

guientes

R— lim %! R— lim

n—oo ‘an—l—l’ n—oo n/‘an‘

Nota: Cuando el exponente de x es distinto de n, estas férmulas pueden no ser validas.
En efecto, cuando el exponente de x es n, al aplicar el criterio del cociente resulta

, t xr , a
lim |2+t :u<1 = J|z/<L = R=L= lim z
n—oo n L n—oo | An+1
Sin embargo, en los demas casos, resulta
;. tn+1 |x‘k k . Qn
lm |—/—|=""-<1 = |z|'<L = R#L=lim
n—oo n L n—oo | An+1

Hemos llamado t,, al término completo de la serie y a,, a la parte numérica.
Cuando el radio de convergencia es R = 1, en la préctica, el error no se produce, ya
que |z/F <1 & |z < 1.
oo

Ejemplo 8.6. Encontrar el intervalo de convergencia de la serie Z x".

n=0

Solucion. Para cada valor de x, se trata de una serie geométrica. En conse-
cuencia,

oo
1
Zx”:1+x+x2—|—x3+...: , Vrxe(-1,1)
11—z
n=0
Es decir, IC = (—1,1), R=1.
o0 n
Ejemplo 8.7. Hallar el campo de convergencia de la serie Z —
= n3"

Solucion. Podemos elegir entre aplicar el criterio del cociente o el criterio de
la raiz. Aplicando el criterio del cociente, resulta:

tnt1| L ot " n3n _‘ xn ‘_
tn (n+1)3n+1 " n3n a(n+1)37+H | [(n+1)3]
oo 1
_‘37113" | 72, Jaf <15 Jaf <3 Conv.
> 3" <1
ngjzln—gn_zlﬁ]:)lv
= n
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oo UG
Ejemplo 8.8. Hallar el campo de convergencia de la serie E a'c
n!
n=0

Solucion. Aplicando el criterio del cociente, resulta:

tnt1 gntlgntl  ogngn ontlgntip) 2z
th | | (Rt 1)1 nl | |[2ran(n+ )| n—i—l‘ -
2 —
:‘ ‘|:c|n 2,0 <1 Conv. Vz € R = IC = (—00, +00)
n+1
o0 $2n
Ejemplo 8.9. Hallar el campo de convergencia de la serie Z(—l)" (2n)!
n)!
n=0
Solucion. Aplicando el criterio del cociente, resulta:
tn+1 x2n+2 x?n x2n+2(2n)! 1}2
th | |@n+2)! 7 2n)!|  |222(2n+2)!|  |(2n+2)(2n+ 1)

2
n—oo &

—— — =0<1Conv. Vz € R= IC = (—00,+00)
00

[e.e]
Ejemplo 8.10. Hallar el campo de convergencia de la serie Z n"a"

n=1
Solucidn. Aplicando el criterio de la raiz, resulta:

N B n—oo +oo siz#0
’t”|_‘”x|—){ 0 siz=0 (?)

Luego la serie converge sélo para x = 0.

X

o0 n
Ejemplo 8.11. Hallar el campo de convergencia de la serie Z -
n=1 """

n

Solucion. Podemos elegir entre aplicar el criterio del cociente o calcular el
radio de convergencia directamente. Tenemos

1 B 1
Apn = H’ an+1 = m
de donde,
1)! 1) - n!
R = lim = lim Mzhmwzlfm(n—i—l):—i—oo
n—00 | Gy 11 n—o0 nl n—00 n! n—o0

Por consiguiente, el intervalo de convergencia es (—oo, +00), es decir, la serie
converge en toda la recta real.
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o0
Ejemplo 8.12. Hallar el campo de convergencia de la serie Z n!z"

n=1
Solucion. Podemos elegir entre aplicar el criterio del cociente o calcular el
radio de convergencia directamente. Tenemos

an =n! g—n+1=(n+1)!

de donde,
! ! 1
R= lim - m —% — — m — % — lim -0
n—00 | Q41 n—oo (n+4 1)1 n—oco(n+1)-nl nocon+41

Por consiguiente, la serie converge sélo en el punto x = 0.

Series de potencias centradas en un punto xzg.

Teorema 8.5. En una serie de potencias de la forma:

[e.o]

Z an(z — x0)" = ag + a1 (z — x0) + ag(x — x9)* + - -

n=0
solamente caben las tres posibilidades siguientes:
1. la serie converge unicamente en el punto r = xg,

2. la serie converge en toda la recta real (—oo, 4+00),

3. la serie converge en un intervalo centrado en el punto xg y diverge
fuera de €él. Pudiendo ser convergente o no en los extremos de dicho
intervalo.

Diverge Diverge
| Y |
T T T
ro — R X0 xo+ R
_

~

Converge Abs.

Nota: La serie siempre es convergente en x = xo.
Ejemplo 8.13. Determinar el intervalo de convergencia de la serie

.- n(x_2)n

n=1

Solucion. Aplicando el criterio del cociente, resulta:

thy1| | (- 2)ntl (z=2)" | (- 2)nHlgn, /n B
t | |4t/ 1 0 Anyn | [antn 1(z —2)n|

—2 —2 - -2
[T O C Oy BTN N ‘<1:>]x—2]<4
4vn +1 4 n+1 4
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$:6:>g( 4”f Z

0 )
n=1_ } = IC = (-2,6]
r=-2= (-1) —D1V i

Ejemplo 8.14. Hallar el campo de convergencia de la serie
nfl

i (x+1)"

Solucion. Podemos elegir entre aplicar el criterio del cociente o calcular el
radio de convergencia directamente. Tenemos

() (="

de donde,
1)-3n+l 1
R= lim TN a0 B 31+ ) =3
n—00 | Apy1 n—00 n-3n n—00

Por consiguiente, la serie converge absolutamente en el intervalo |z + 1| < 3,
y eliminando el valor absoluto tenemos

lt+1]<3 = -3<24+1<3 = —4<z<2

Tenemos que comprobar la convergencia de la serie en los extremos del
intervalo

— Cuando xz = —4, obtenemos la serie numérica
00 —1 00 -1 o0 2n—1 o0
I Y B S e G oF
n=1 n=1 n=1 n=1
que es la serie armoénica divergente.
— Cuando z = 2, obtenemos la serie numérica,
o -1 0 n—1
(=" (1)
L (3 = )
z_: n- 3" ®) z_: n
n=1 n=1

que es una serie alternada condicionalmente convergente.
Por lo tanto el campo de convergencia de la serie es —4 < z < 2.

Ejemplo 8.15. Hallar el campo de convergencia de la serie

> G

n=1

’I’L

x—i—l
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Solucion. Podemos elegir entre aplicar el criterio de la raiz o calcular el radio
de convergencia directamente. Tenemos

nn
de donde,
7 1 e n e
R= lim ¢ = lim vVn" = lim n =+
n—00 ‘a — n| n— 00 n— oo

Por consiguiente, la serie converge absolutamente en el intervalo (—oo, +00),
es decir, la serie converge para todos los valores de .

Teorema 8.6 (Continuidad uniforme). La serie de potencias converge
absolutamente y de manera uniforme en cualquier intervalo cerrado total-
mente comprendido en el intervalo de convergencia

[—a,a] C (—R, R)

Demostracion. Sea (—xzg,x0) C (—R, R). Y sea x € (—xq, ), Sera:

|ana"| = lag|[2"| < lan|zg

Y como ) a,x{ es una serie numérica convergente resulta que ) a,z" es
absolutamente convergente de manera uniforme. O

Teorema 8.7 (Continuidad y derivabilidad).

1. La suma de la serie de potencias S(x) es continua en cada punto x de
su intervalo de convergencia (—R, R)

2. La serie de potencias puede derivarse e integrarse dentro del intervalo
de convergencia, conservandose el radio de convergencia.

8.2.1. Desarrollo de funciones en series de potencias

Se trata de encontrar una serie de potencias que converja hacia una fun-
cién conocida. Para hallar el desarrollo de una funcién en serie de potencias
se suele seguir uno de los dos procedimientos siguientes:

1. mediante la serie geométrica,

2. mediante la serie de Taylor.
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Desarrollo de funciones en series de potencias mediante la serie
geométrica

Teniendo en cuenta que la suma de la serie geométrica viene definida por

L:1—1-7%—7’24—7’3—1—‘--

1—r
y que la convergencia en este caso viene determinada por |r| < 1. Resulta
que aquellas funciones que puedan expresarse en la forma del primer miem-
bro podran desarrollarse en serie de potencia mediante la serie geométrica,
sin mdas que sustituir r por la expresién correspondiente, y el intervalo de
convergencia vendra determinado por la razén correspondiente (en este caso
la convergencia en los extremos no sera necesaria verificarla, ya que la serie
geométrica diverge en los mismos).

Ejemplo 8.16. Desarrollar en serie de potencias, indicando el intervalo de
convergencia, la funcion

1
f@) = 1+
Solucion. Teniendo en cuenta la suma geométrica
1
=l4+z+a®+2°4 -
11—z

cambiando x por —x, obtenemos el desarrollo pedido:

1
—  =1l—-z+22 -2+
1+=x

Ejemplo 8.17. Desarrollar en serie de potencias, indicando el intervalo de
convergencia, la funcion

Solucion. Teniendo en cuenta la suma geométrica

=1l+r+r2+ri4..

1—r

Tratamos de expresar la funcién en la forma del primer miembro y sustitu-
imos r por la expresién correspondiente

Fa) 5 5 5 1 5(142% 4 ? N
) = _ _ 2 _ 2 T4
3—x 3(1-%) 31-3 3 3 32
El intervalo de convergencia viene dado por |r| = [§| < 1, de donde |z| < 3,

es decir IC' = (-3, 3).
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Ejemplo 8.18. Desarrollar en serie de potencias, centrada en xo = 1,
indicando el intervalo de convergencia, la funcion
5
€Tr) =

Solucion. Teniendo en cuenta la suma geométrica
1
=14+t
1—r
Tratamos de expresar la funcién en la forma del primer miembro, intentado
que 7 sea del tipo (z — 1), y sustituimos r por la expresién correspondiente

fay= 5= 5 B 5 5
" 3-2 3—-(z—-1+1) 3—-(x—-1)-1 2—(z—-1)
5 1 5 r—1 (x—1)% (z-1)3
-2 —2(1
21—z 2<+ o T Tt
El intervalo de convergencia viene dado por |r| = |27}| < 1, de donde

|x — 1] < 2, y quitando el valor absoluto resulta —2 < z — 1 < 2, de donde
—1 <z <3, esdecir IC =(-1,3).

Desarrollo de funciones en series de potencias mediante la serie de
Taylor

Toda  funcién  infinitamente derivable en  un  intervalo
(xo — r,xo + r) puede desarrollarse en este intervalo mediante una serie
infinita de potencias de la forma:

/ " (n)
1) = fao)+ T8 (o) 1 T gy (0 (e
Cuando z = 0 obtenemos la llamada serie de Mac Laurin.
/ " (n)
f(x):f(0)+$x+f2—(!0)x2+--'+fT!(0)x”+~-

Teorema 8.8 (Convergencia de la serie de Taylor). Para que sea
posible desarrollar la funcion f(x) en serie de Taylor en un intervalo I es
necesario y suficiente que el término complementario Ry (x) tienda a cero,
cuando n — oo, para todos los x € I.

(n+1)
lim Ry (z) = lim )

n+1
n—0o0 n—oo (n +1)! )

(x —xo =0 para todos los x € 1

Teorema 8.9 (Condicién suficiente de convergencia). Para que sea
posible desarrollar la funcion f(x) en el intervalo I = (zg — R,x0 + R), en
una serie de Taylor, es suficiente que f(x) tenga en este intervalo derivadas

de todos los ordenes y que exista una constante K > 0 tal que

|f(”)(:c)| < K paran=0,1,2,... y para todos los x € I
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El intervalo de convergencia vendra definido por todos aquellos puntos
para los cuales la derivada n-sima de la funcién estd acotada, es decir, donde
no se hace infinita.

Series de Taylor de las funciones elementales

2 3

ex:1+m+?+?+‘ , —00 < x < 400
B x>

sen T x—§+§+ , —00 < x < +00
1 z?2 ozt

CoOST = E—FE— , —00 < x < +00

m (m>0=-1<z2<1
lI4+2)"=14 =+ ————2°4+--,{ —-1l<m<0=-1<z<1
’ m<-l=-1l<zr<l1

2 3
T T
ln(1+x):x—5+§—-~,—oo<x<—|—oo
3 0
arctanxx—§+€—--',—oo<:r<+oo

Ejemplo 8.19. Desarrollar en series de potencias las funciones

2

f@)=e y gla)=e

Solucion. En el desarrollo de

T 1‘2 .’L‘3

—1+1'+—+§+ c, —oo < x < 400

sustituimos x por —x y obtenemos

2 $3

—1—:1:+7—§—|— c, oo < < +00

y si sustituimos = por —a? obtenemos

zt 20

fo1-2? +7—§+ c, oo < <+

Series que coinciden con el desarrollo de una funcién en un punto

Conocido el desarrollo en serie de las funciones elementales, se trata de
reconocer en dichos desarrollos el valor de una serie determinada.

(In2
Ejemplo 8.20. C’alcularz (In ) .

n=0
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Solucion. Teniendo en cuenta que

x xT
)P
= k!
resulta i
> (In2
Z(Hk') :61n2:2

8.2.2. Desarrollo de funciones en series de potencias a partir
de otros desarrollos conocidos

Teorema 8.10. Dos series de potencia se pueden sumar miembro a miem-
bro y multiplicar por la regla de multiplicacion de polinomios. La nueva serie
obtenida, tendrd un intervalo de convergencia, que coincidird con el interva-
lo comun de los intervalos de convergencia de las series primitivas. Pudiendo
ser o no convergente en los extremos de dicho intervalo.

Teorema 8.11. Las series de potencias se pueden derivar e integrar térmi-
no a término. El radio de convergencia de la serie obtenida por derivacion
o integracion es el mismo que el de la serie original, sin embargo, el inter-
valo de convergencia puede cambiar, porque unas sean convergentes en los
extremos y las otras no.

Ejemplo 8.21. Desarrolla en serie de potencias la funcion

1+
=1
fl@) =t
Solucion. Aplicando las propiedades de los logaritmos tenemos que
1
ln1+x =In(1+2z)—In(1—x)
-

Teniendo en cuenta el desarrollo conocido de In(1 + x)

2 2 2t

237

1n(1+$):%— —— 4, para (-1l <z <1)

Cambiando x por —x tenemos
n(l-z)=——-——— — — — -« , para (-1 <z <1)

Restando miembro a miembro ambas series resulta

1+
1—=x

In

w3 2P
:2<$+§+€+-~>, para (-1 <z <1)
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Ejemplo 8.22. Desarrollar en serie de potencias la funcion

1
@)= a2

Solucion. Descomponemos la fraccion en fracciones simples

1 1 1 1

x2—3x+2:(1‘—1)(:z:—2) r—2 x-—1

Transformamos las fracciones buscando la serie geométrica

1 1 1 1 1 1 1

-2 z2-1 1l-2 2-2 1-z 21-gz/2

Desarrollamos en serie cada una de las fracciones

1
1—:1+x+m2+x3—|—---,conIC:(—l,l)
-z

:1+§+x—+%+---,conIC:(—2,2)

luego, las dos series convergen en el intervalo comin (—1,1), y en ese inter-
valo las podemos sumar término a término

1 1 r 22 a3
I 2 ST+ 442 4 ) =
B I+z4z*+2°+---) 2<+2+4+8+ >

L STy
2 478

Ejemplo 8.23. Desarrolla en serie de potencias la funcion

f(z) = arctgx

Solucion. Partimos de que
¢ /x dx
arctgx = —
& 0o 1+a2
Teniendo en cuenta el desarrollo de la serie geométrica
1
— =l4z+a24+ 22+t .-
11—z
Cambiando z por —z? obtenemos el desarrollo de la funcién subintegral
1 1

_ _ 2
1122 1o (=g?) 7%

4_1-6+...

E integrando término a término obtenemos es desarrollo pedido

3 5

x
arctgx:/ (1—x2+x4—--.)dx:x_x_+‘r__
0

3 5 -, con (1<z<1)
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Ejemplo 8.24. Determinar el desarrollo en serie de potencias, alrededor
del punto rg =0, de la funcion

1+x>
1—=z

flx) = ln(

FEstudiar el intervalo mci:vimo de convergencia de la serie funcional resultante
1

y utilizarla para calcular Z m
n

Solucion. Si intentamos aplicar el desarrollo de Taylor directamente a la
funcién dada resulta que las derivadas sucesivas son cada vez mas compli-
cadas. Por eso puede convenir descomponer el logaritmo en una diferencia

1
1n< +x

1_33) =In(l+z) —In(1 —x)

Podemos ahora aplicar el desarrollo de Taylor conjuntamente a los dos térmi-
nos, o bien desarrollar en serie cada término por separado y después sumar
las series resultantes término a término. Sin embargo, en este caso, podemos
observar que al derivar la serie inicial obtenemos una serie geométrica de
razén x2. En efecto,

1 —1 l—z+1+x 2

fw) = l+z 1-z (14+2)(1—x) T 1- 22

Con lo cual podemos obtener el desarrollo en serie de f’(x)

2 o0
f(z) = 2= 2422242zt 42 = Z 22?" para x € (—1,1)
- n=0

Ahora bien, f(z) es una primitiva de f’(z) que podemos obtener integrando
término a término la serie obtenida. Para determinar la constante de inte-
gracién buscamos un punto donde f(z) = 0, y desde él integramos. Teniendo
en cuenta que f(0) = 0, resulta

T 0 9 0 T 5 00 w2n+1
= 20" | dz = / 20" dx = 2
() a5 2

n=0

que es la serie buscada.

Para estudiar la convergencia de la serie podemos aplicar sobre la misma
el criterio del cociente, o bien utilizar el intervalo obtenido para su derivada,
comprobando la convergencia en los extremos del mismo.

22 divergente i
= 2n+1
SRR ?IC’:(—l,l)
= 2 1

n=0
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La serie numérica dada se obtiene de la inicial, para = 1/3, en efecto,

1
14+ = 0 2n+1 o 2n+1
1 3 T 1 T
J=ln| —3 | =m2=2%" —2(=+%
1) =t 1 ' o 2nt+1 <3+n:12”+1>
3

de donde despejando la suma de la serie propuesta

io: 2l In2
= 2n+1 2

W =

8.2.3. Derivacion e integracion de las series de potencias

La suma de algunas series de potencias puede conseguirse transforman-
dolas mediante derivacién, integracion o sacando factor comun, hasta con-
seguir una serie conocida (normalmente la geométrica), sumamos esta serie
conocida y deshacemos las operaciones anteriores.

Ejemplo 8.25. Halla el intervalo de convergencia y la suma de la serie:

K
3| %

Il
—

n

Solucion. Llamamos f(x) a la serie dada
n=1 n
Transformamos la serie (derivando, integrando, o sacando factor comin)

hasta conseguir una serie geométrica. En este caso, derivando obtenemos
una serie geométrica.

f(x)

n—1

o0 o
f/(x)zznxn :an—1:1+m+x2+x3+”‘:
n=1

1
1—=x

n=1

Al tratarse de una serie geométrica de razén r = x, el intervalo de con-
vergencia viene definido por |z| < 1, es decir, —1 < z < 1, y, por tanto,
IC = (—1,1), sin que sea convergente en los extremos del mismo, ya que las
series geométricas no convergen en los extremos del intervalo.

La funcién buscada f(z) es una primitiva de f’(x) que ademds, en este
caso, ha de cumplir f(0) = 0, en consecuencia:

f(:c):Axf/(x)dx:[]x1ixdaz:—ln|1—x|

Nota: También podemos hacer primero la primitiva y después determinar la constante,

teniendo en cuenta cualquier valor concreto de la funcién f(z).
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En consecuencia,

=%

[ee)
Z =—In|1— x|

n=1

Para determinar el intervalo de convergencia solo tenemos que comprobar la
convergencia de la serie dada en los extremos del intervalo de convergencia
de su derivada.

f(1) = % Divergente ];

"k Ly H1C=[-11)
f(=1)= Z Convergente 1
n=1 n J

Ejemplo 8.26. Halla el intervalo de convergencia y la suma de la serie:
o0
Z ne™®
n=1
Solucion. Llamamos f(x) a la serie dada
oo
f(x) = Z ne""
n=1

Transformamos la serie (derivando, integrando, o sacando factor comun)
hasta conseguir una serie geométrica. En este caso, integrando hacemos de-
saparecen el factor n y obtenemos una serie geométrica. Llamemos F'(z) a
una primitiva cualquiera.

ex

1—e”

F(:E):/f(:v)d:n:C+Ze"m:C’+(ex+e‘2:v+eg”"—|—---):C—|—

n=1

El intervalo de convergencia de esta serie geométrica de razén r = e* viene
dado por |e*| < 1, de donde, e* < 1, luego, x < 0, y, por tanto, IC' = (—1,0)
La serie dada la obtenemos derivando la obtenida
e’(l —e®) —e*(—e”) e’

f@) = Fla) =0+ = m o =

En consecuencia,
x

[e.9]
Z ne® = %
n=1 (1 - eI)Q

para determinar el intervalo de convergencia sélo tenemos que estudiar la
convergencia en el extremo del intervalo obtenido.
oo o0
f(0) = Z ne’ = Z n Divergente = IC' = (—o0,0)
n=1

n=1
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Ejemplo 8.27. Hallar el intervalo de convergencia y la suma de la serie:

3n+1

11 1 1 1
Utiliza el ltad leul e
ihiza el resultado pare calculor: - 6+9 12—|- 05

Solucion. Llamamos f(x) a la serie dada

f@) =3

Transformamos la serie (derivando, integrando, o sacando factor comin) has-
ta conseguir una serie geométrica. En este caso, ni al derivar ni al integrar
se elimina el 3n del denominador, pero si lo podemos conseguir eliminan-
do previamente una x del numerador. En efecto, sacando x factor comun,

resulta:
o0
=25

Llamando g(x) a la serie obtenida, resulta:
> x3n
g9(x) = z_: 30
n=1

Que se convierte en una serie geométrica por derivacién, en efecto:

3n+1 3n

>z
=y,

2

3nadnt X x

z:: = z:: =22+ 20 +28+- 1 3

El intervalo de convergencia de esta serie ¢/(z) al ser una serie geométrica

de r = 23 viene dado por |23| < 1, luego |x| < 1, y por tanto IC = (—1,1).

La funcién g(z) la obtenemos integrando ¢’(x) y teniendo en cuenta un

valor concreto de g(x) para determinar la constante, en este caso g(0) = 0
y, en consecuencia

xr xT 1
= [ J@)d :/ A / il
o@) = [ g@de= [ Fgde= 5 [ Fhde = —zmi -

En consecuencia,

F(z) = zd(z) = —gln\l — 4|

luego la serie buscada es:
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Para calcular el intervalo de convergencia bastara con estudiar la con-
vergencia de la serie dada en los extremos del intervalo obtenido para ¢'(x).

oo
Z ]
Divergente !
3n
-5 (1 }IC: [—1,1)
f(=1)= Z: e Convergente j
n=1
La serie numérica dada se obtiene de la inicial, para x = —1, por lo
tanto,
1 1 1 1 1 >, (—1)3nHd 1
-t - — 4+ = — . = —1)=-In2
37679 1271 2:: =/ =g

Ejemplo 8.28. hallar el intervalo de convergencia y la suma de la serie:

e oo

Zp conp >0
= nt+l
> 1
Utils l ltad leular: —
iliza el resultado para calcular T§4n(n+1>

Solucion. La convergencia de la serie puede estudiarse directamente sobre
la serie dada o bien utilizar el intervalo de convergencia de su derivada, que
aparece al sumar la serie.

Llamamos f(z) a la serie dada

fa) =3 P

n:o”+1

Transformamos la serie (derivando, integrando, sacando factor comin, etc.)
hasta conseguir una serie geométrica.

En este caso, ni al derivar ni al integrar se elimina el n + 1 del denomina-
dor, pero si lo podemos conseguir introduciendo previamente una x en el
numerador. En efecto, multiplicando y dividiendo por z, resulta:

nn nn+1

100
f(x):Zn-l-l EZ::O

Llamando g(x) a la serie obtenida, resulta:

oo n,.n+1

px
n—+1

g(x) =
n=0
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Que se convierte en una serie geométrica por derivaciéon, en efecto:

) — S Pt D S ()" —
9(96)—712:‘6 | Zp ;6 pa)
=1+pz+ (pr)*+ (pr)’ + .- = !
1—px

El intervalo de convergencia de esta serie ¢’'(z) al ser una serie geométrica
de r = px viene dado por [pz| < 1, luego |z| < %, y por tanto, el intervalo

es IC = (_5 %)
La funcién g(x) la obtenemos integrando ¢'(x) y teniendo en cuenta un valor
concreto de g(z) para determinar la constante, en este caso g(0) = 0y, en

consecuencia

@ =["g@ir= [ de == [T = = - pal
g o’ o 1—px p Jo 1—px p g

De donde:

f(@) = 1 gla) = = In |1~ pal

luego la serie buscada es

0 pnl,n 1
Z =——1In|l — pz|
n:0n+1 px

Para calcular el intervalo de convergencia bastard con estudiar la conver-
gencia de la serie dada en los extremos del intervalo obtenido para la serie

g'(z)
— ]
Divergente 1

—go o }Ic — [~1/p,1/p)

Convergente j

La serie numérica dada se obtiene de la inicial, parap =1y x = 1/4, por lo
tanto,

> 1 1 1 3

- =4(In4—1n3
712:%4"(714-1) 1/4 ( )

Ejemplo 8.29. Determmar el campo de convergencia y sumar la siguiente

1
(x—3)"

serie de potencias: Z
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Solucion. Llamamos f(x) a la serie dada

1
33——5 x —3)"
f() i 2( )

Transformamos la serie (derivando, integrando, sacando factor comun, etc.)
hasta conseguir una serie geométrica.

En este caso, ni al derivar ni al integral se elimina el n+ 2 del denominador,
pero si lo podemos conseguir introduciendo previamente un (z — 3)? en el
numerador. En efecto, multiplicando y dividiendo por (z — 3)?, resulta:

_ 3)n+2

B 1 > (x
J@) = (90—3)2712::1 n+2

Llamando g(x) a la serie obtenida, resulta:

2y — St (SE*?))TH_Q
9(z) nZ::l n+2

Que se convierte en una serie geométrica por derivaciéon. En efecto:

J@) == 3 = =34 (=3 (=3 =

n=1
_ (@—=3)? 2?—6x+49
S 1-(x—-3)  —4+4

El intervalo de convergencia de esta serie ¢’(x), al ser una serie geométrica
de r = x — 3, viene dado por |z —3| < 1, luego —1 < x —3 < 1, y, por tanto,
IC = (2,4).

La funcién g(x) la obtenemos integrando ¢'(z) y teniendo en cuenta un valor
concreto de g(x) para determinar la constante. En este caso, g(3) =0y, en
consecuencia:

T2 _6t+9 x 1
L T dt= —t+2 dt =
/ —t+4 A( * +—t+4)

2 @ 72
=|-—+4+2t—-In|d—t|| =——+2z—In|d—2z|—
2 .2

3
2

En consecuencia,

1 1 z? 3
S — = ([ 4o _lnld—gl=Z
luego la serie buscada es:

>

n=1

1 (z— 3" —2? +4r —2Injd — 2| -3
xr — =
n+2 2(z — 3)2
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Para calcular el intervalo de convergencia bastara con estudiar la convergen-
cia de la serie dada en los extremos del intervalo obtenido para ¢'(z).

f(4) Z %4-2 Divergente 1:
n=l 2 } IC = [2,4)
f(2)= Z TN Convergente j

n=1

Nota: La funcién g(x) puede obtenerse a partir de g’(x) mediante integracién indefini-
da, sélo que en este caso habra que determinar la constante de integracién mediante la
igualacién de los dos valores que se obtienen para g(3): uno en la serie; y el otro en el
resultado de la integral.

Para estudiar la convergencia también se puede utilizar directamente la serie dada,
aplicamos el criterio del cociente:

(x—3)""" (z—3)"
n+3  n+2

An+1
an

2 n—oo
:‘213 (@ —3)| 222 o — 3]

Luego la serie sera:

Convergente cuando |z — 3| < 1= -1<z-3<1=2<z<4
Divergente cuando |z — 3| > 1

y habrd duda cuando |z — 3| =1=2=2,2=4

La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie, como se ha hecho anteriormente.

Ejemplo 8.30. Determinar el campo de convergencia y sumar la serie:

Znil(x—h’))"

n=2

Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:

(x+5)"*t (z+5)"
n Con—1

n—1(z+5)"!
n  (z+5)"

an+41
an

n—oo

|z + 5

Luego la serie sera:

Convergente cuando [z +5| < 1= -1<z+5<1=—-6<z<—4
Divergente cuando |z + 5| > 1
y habrd duda cuando |z +5|=1= 2= -6, v = -5

La duda la resolvemos sustituyendo los valores en la serie

r=—6= Y —1-(—1)" alternada Convergente

n—1

z = —4 =Y —1(1)" arménica Divergente

} = IC =[-6,—4)

Para sumar la serie le ponemos un nombre, le llamamos f(z)

=1

@) =3 ——(w+5)"
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y transformamos la expresién hasta conseguir una serie geométrica. La serie
dada no es geométrica debido al término que aparece en el denominador. Si
derivamos la serie, dicho término no desaparece, necesitariamos, para ello,
que el exponente fuera n — 1. Pero esto lo podemos conseguir sacando factor
comun. En efecto:

@)=Y (et 5) = (@ 45) Y (e 5"
n=2 n=2

Llamamos g(z) a la nueva serie, y ésta ya si se convierte en geométrica por
derivacién:

g(x):j:fé :T;nil(x+5)”‘1

Y derivando término a término resulta:

g’(x)=iZ:i(H@”‘?:i(w%)”‘?:1+(m+5)+(x+5)2+---
n=2 n=2

que es una serie geométrica de razén r = x + 5, cuya suma es:

1 1 1 —1

:1—(x+5): l—-2-5 —-z-4 z+4

g'(x)

de donde:

-1
g(x) /x+4d$ nlr+4|+C

La constante de integracién la determinamos igualando g(-5) en ambas ex-
presiones:

9(=5)=30=0 _
g(=5)=—-Inl1+C=C - =0
Con lo cual resulta: g(x) = —In |z 4 4|, y en consecuencia:

f(x)=—=(z+5)In|z + 4]

8.2.4. Aplicaciones de las series de potencias para el calculo
de integrales definidas

Para calcular el valor aproximado de la integral definida de una funcion
f(z), se desarrolla la funcién en series de potencias f(x) = S(z), se integra
la serie término a término, y se toma como valor aproximado de la integral
la suma de los n primeros términos de la serie. Para estimar el error del
valor aproximado distinguiremos tres situaciones:

1. Sila serie numérica resultante es alternada, que satisface el criterio de
Leibniz, el error cometido vendra determinado por el primer término
que no se suma, es decir: |Ry| < ty41.
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2. Si la serie resultante es de signo constante entonces el error se puede
determinar comparando el resto de la serie con una progresién ge-
ométrica infinita decreciente.

3.  En cualquier otro caso acudimos a la férmula de resto de Taylor.

Ejemplo 8.31. Calcular, con un error menor que una milésima:

1
.2
/e””d:ﬁ
0

Solucion. Desarrollamos la funcién subintegral en series de potencias.
Para ello utilizamos el desarrollo de e*,

2 3 n
e _qy T T —
=1ttt gttt n=0,12 ..

sustituyendo en esta serie x por —:U2, obtenemos:

— —_— _ _ —_— .. _— n—
e 1 T + TR +--4(-1) o +
de donde,
L s 1 z2 ozt S 2
-z f— —_— — —_— — — RS —_— n— “ .. f—
Ae d:v—[) (1 1!+2! 3!—1- +(-1) n!+ >d:v—
23 20 27 29 22+l 1
= |p - — e (=) | =
{x 5752 raton T ot L
I Lo, 1 PRI S
-3 5.2 7.3 9.4 11-5! (2n + 1)n!

Como hemos obtenido una serie alternada que cumple el criterio de Leibniz,
el error de la aproximacién vendra determinado por el valor absoluto del
primer término que no sumemos. Observamos que:

11 _ 1
~11-5! 1320 1000

|t5]

Por consiguiente, para calcular la suma, con la precision requerida, bas-
tara con sumar los cinco primeros términos de la serie, es decir,

1 1 n 1
5.2 7.3 9.4l

L, 1
/exd:czl——+ — 0,747
0 3

Ejemplo 8.32. Calcular, con precision de hasta 0,001,

/1/2 1—cosxd
— " dx
0

2
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Solucion. Desarrollamos la funcion subintegral en series de potencias.
Para ello utilizamos el desarrollo de cos z.

2 4 6 2n
B T T T n X
cosx—l—a—i—z—ﬁ-i—”-—i-(—l) (2n)!+”
Sustituyendo en la expresion subintegral obtenemos:
22zt af
l—cose - ltor—gpta = 1 22 ot
2 72 BT
de donde,
1/21—cosxd LN T dp —
A T “"—A DT v
|z 3 n x° n 1/2_ 1 1 n 1 n
S 2! 3.4 5.6 o 2-20 23.3.41 25.5.6!

Como hemos obtenido una serie alternada que cumple el criterio de Leibniz,
el error de la aproximacién vendra determinado por el valor absoluto del
primer término que no sumemos. Observamos que:

1_1>1 ’”_1_1<1
2.3.41 576~ 1000 ° 31795 5.6 115200 1000

lta| =

Por consiguiente, para calcular la suma, con la precisiéon requerida, bas-
tard con sumar los dos primeros términos de la serie, es decir,

/21 —cosx 1 1
- ~ — =0.25 — 17 = 0,24831
A e 2 o = e = 0,25 — 00017 = 02483

Ejemplo 8.33. Calcular, con precision de hasta 0,001,

/071 In(1+ x) dx
0 x

Solucion. Desarrollamos la funcion subintegral en series de potencias.
Para ello utilizamos el desarrollo de In(1 + ).

2?2 2% ot

In(1 S T A T
n(l+z) ==« 2+3 it

Sustituyendo en la expresién subintegral obtenemos:
2 T
ln(l—i-ﬂc)_w_f"i_?_Z'i_”' 2 28

T
= —1-=
T x 2 3 4




8.3. SERIES DE FOURIER 113

de donde,
01 In(1 4 ) 01 r  a? 2P
——dx ~ -S4+ -2 ) =
A T g /o < 2+3 4+
[ e et M 001 0001
B 479 16 . 9

Como hemos obtenido una serie alternada que cumple el criterio de Leibniz,
el error de la aproximacién vendra determinado por el valor absoluto del
primer término que no sumemos. Observamos que:

0,01:i>i . ]t3|:0’001: 1 - 1

4 400 ~ 1000 9 9000 1000

Por consiguiente, para calcular la suma, con la precision requerida, bas-
tard con sumar los dos primeros términos de la serie, es decir,

|ta| =

0,1 1n(1 0,01
/ @ +a) . 0,1 = == =0,1-0,0025 = 0,098
0 T

Ejercicios propuestos de la seccién 8.2. Series de potencias

Soluciones en la pagina 161
8.2.1.

8.3. Series de Fourier

8.3.1. Funciones periddicas

Una funcién y = f(z) se llama periddica si sus valores se repiten perié-
dicamente.

fz+p)=f(z)
Al niimero p se le llama periodo. Si una funcién tiene por periodo p, entonces

también tiene por periodo: 2p, 3p,...

flx+2p) = fl(x +p)+p] = flz+p) = f(z)

El producto de un niimero por una funcién periédica sigue siendo periédico.

(Af)(@+p) = Af(z+p) = Af(z) = (Af)(2)
La suma de dos funciones periddicas del mismo periodo es otra funcion

periddica, también del mismo periodo.

(f+9)(x+p)=flz+p)+glx+p) = f(z)+g(x)=(f+9)(z)

Nota: Las siguientes funciones tienen todas periodo 27
1, cosx, senx, cos2x, sen2x, cos3z, sen3x,. ..

No obstante, también tienen otros periodos mas pequenos. Por ejemplo,
La funcién f(x) = 1 tiene cualquier periodo

La funcién f(x) = cos2x también tiene de periodo 7.
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8.3.2. Serie de Fourier de periodo 27

Definicién 8.4. Se llama serie de Fourier de la funcion f(x) a la siguiente
serie trigonométrica:

ap =

) + Z (an cos nx + by, sen nx)

n=1

cuyos coeficientes ag, ap, by, se determinan a través de la funcion f(x) me-
diante las formulas:

1 /7 1 /7
ap, = —/ f(x) cosnx dx, b, = — f(x)sennzx dx
Ly p— FLy —

Los coeficientes ag, ay,, bn, que se determinan segun estas formulas, se de-
nominan coeficientes de Fourier de la funcion f(x).

Nota: Si todos los coeficientes a,, son ceros, la serie se llama serie de senos. Si todos los
by, son ceros, la serie se llama serie de cosenos.
En la practica, el coeficiente ag debe calcularse de manera separada del resto de los

coeficientes a,,, es decir:
1 ™
ap = — / f(x)dx
™) n

En el calculo de los coeficientes de Fourier aparecen las siguientes expresiones:

cosnm = (—1)", sennm =0

Calculo de los coeficientes de Fourier

Conocida la funcién f(z) se trata de ver cudl seria su desarrollo en serie de Fourier.

flx) = % + Z (an cos nx + by, sen na:) (8.1)

n=

-

Integrando, entre 0 y 27, la ecuacién (8.1), se tiene:

27 2w 0 2 27
f(z)dz = 20 g + Z ( ay cosnx dr + b, sen nx da:)
0o 2 1 Mo 0

Donde,
27
. ao __[aox]2™ _ 2mao .
II—A ?df—[72 ]0 == D) 70—71—@0
2 ap sen ne12r
]2:/ ancosnxdm:[i] =0—-0=0
o n 0

27 27
—0On 5 —On 5 2 n S —On n
I — b, sonna de — [ b cosnw] _ by, cos 2nm + by, cos0 _ bn + b -0
0 n 0 2 2

luego, resulta,

27 o
/ f(x)dmzﬂao—i—Z(O—l—O) =T7ap + 0 = mwao
0 n=1
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y, en consecuencia, resulta,

Multiplicando la ecuacién (8.1) por cos kz, sacando del sumatorio el término n = k, e
integrando entre 0 y 27, resulta,

ao
f(z)coskx = 5 coskx + Z (an cosnx + b, sen n:c) coskxr =

n=1
oo

— % coskx + ay, cos’ kx + by sen kx cos kx + Z (an cosnx cos kx + b, sen nx cos k:c)
n=1

n#k

luego,

b 27
/ f(x)coskxdx = / % cos kxdx + / a cos® kx dx+
0

27 27
+ / by sen kx cos kx dx + Z / Qan, cOs nx cos kx dx + / b, sennx cos kx dx)
0 0

0 n=1
n#k
donde,
27
I = Ozw%coskxdx:[%:’m]o —0-0=0
= [ apcos’krdr = [T a de— [% ay sen 2kz 1" _ 2mayg —ra
“hoa Tl BT L2 4/€20727’C
Tr T 2 — 2 ™ _
I3:f02 by, sen ki cos ke d — 02 bksen2kmdx:[ bk(;c;s kaz]o _ bz]‘:bk —0
Iy = fUQTr an cosnx coskxdr =0

= fo% by, sen nx cos kx dr = 0

y, en consecuencia, resulta:

/ flz coskxd;c—0+7rak+0+20+0 = Tay

n=1

1 27
= 7/ f(x) cos kx dx
T Jo

Nota: Aunque ap normalmente se calcula por separado, también puede calcularse como

un caso particular de ay.
/ f(x)cosOdx = / flz

Del mismo modo, multiplicando la ecuacién (8.1) por sen kx, sacando del sumatorio
el término n = k, e integrando entre 0 y 27, resulta,

luego,

f(x)senkx =  sen kz + Z (an cosnz + by sen n:r) sen kx =

n=1

— (12—0 sen kx + ap cos kx sen kx + by sen? kx + Z (an cosnx sen kx + b, sen nx sen km)

n=1
n#£k
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luego,
27
/ f(x)senkx dx = / 70 sen kx dx + / ak cos kx sen kx dx+
0

27 27
+ / by sen® kx dx + / an cosnx sen kx dx + / by, sen nx sen kx da:)
0 — Jo 0

n#k
donde,
27 Ao —agcoskz1%™ —ao + ao
I o 7senkwdm = [ ok }0 = T =0 2
27 or  sen2kx —ag cos2kx1°"  —ak + ax
IQ:fo ap coskzxsenkxdr = | ax o) d. :[ 1 ]0 ;T:O
_ pror 2 _ p2n, 1—cos2kx . [brx  bypsen2kx]"  2mby
_fo bx sen” kx dr = bkﬁd:ﬁ— [7 — 7 . =2 = by,

fo an cos nx sen kx da: =0
fo b sennrsenkxrdr =0

y, en consecuencia, resulta:

/ flz senka:dx:0+0+7rbk—|—20+0 ) = by

n=1

1 2m
= f/ f(x)senkx dx
™ Jo

En consecuencia, el desarrollo de Fourier de la extensién periddica de una funcién f(z) en
el intervalo (—m, 7| se puede escribir como

luego,

oo
ao
flz) =~ =35 Z arn cOSNT + by sen nx)

27
ap = l/ f(x) dx
™ Jo

(
1
1
1
1
1
1 1 T
siendo { an = — f(z)cosnx dx con n=1,2,3,---
™
0
1
1
1
1
1
{

1 T
bn:;/ f(z)sennz dx con n=1,23---

Calculo simplificado de los coeficientes de Fourier

Aunque la integracién entre 0 y 27 no presenta ninguna dificultad, ya que uno de
los limites de integracion es cero. Sin embargo, en el célculo de las series de Fourier suele
resultar mas conveniente integrar entre —m y 7, ya que, aunque ninguno de los limites de
integracién sea cero, en este caso, es posible utilizar las siguientes igualdades

cos(nmw) = (=1)", sen(nw) =0

lo que suele simplificar los calculos.
Esto es posible debido a la siguiente propiedad de las funciones periddicas

Proposicién 8.1. Para toda funcion periddica, de periodo 27 y continua a trozos, el valor
de la integral en cualquier intervalo de longitud 27, es siempre el mismo.
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X

0 2m 4 ¢ o6r  atimgg
Figura 8.1: Funcién periédica

/ﬁf(x)dx—/a+ﬂf(m)dm, Vo € R
0 o

En particular, el intervalo de integracién siempre se podréd centrar en el origen, mante-

niendo la amplitud. Asi,
27 ™
| s@ar= [ @
0 -7

En consecuencia, el desarrollo de Fourier de la extensién periddica de una funcién f(z) en
el intervalo (—m, 7] se puede escribir como

_w .y
flx) = S(z) = 5 +Z:1(ancosnx+bnsenna:)

a():l 7rf(:c) dz

-

(
i
1
1
1
I 1 -
siendo { an = — f(x)cosnx dxr con n=1,2,3,---
: —T
1
1
1
(

by, = — f(z)sennz dr con n=1,23--
T J_=

8.3.3. Condiciones suficientes de la desarrollabilidad de una
funcién en serie de Fourier

A cada funcién f(x) integrable en el intervalo [—7, 7] se le puede poner
en correspondencia su serie de Fourier
a oo
flz) = 70 + Z(an cosnx + by, sen nx)

n=1
Sin embargo, en general, esta correspondencia no se corresponde con una
igualdad. Para que asi sea, la serie tiene que converger hacia la funcion.

Teorema 8.12 (Teorema de Dirichlet). Si una funcion pericdica f(x) de
periodo 2w es mondtona a trozos y acotada en el intervalo [—m,m|, entonces
su serie de Fourier converge en cada punto x de este intervalo. Ademds para
la suma

S(x) = % + nz:l(an cosnx + by, sennx)
de esta serie, se cumplen las igualdades:
1. S(z) = f(x) si x es un punto de continuidad de f(x).

2. 8(x) = w st x es un punto de discontinuidad de f(x).
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Ejemplo 8.34. Desarrollar en serie de Fourier la funcion periodica de pe-

riodo 2T,
0 si x€[-m0]
flz) = :
x s x€l0,7]
> 1
Utiliza el resultado para calcular la suma de la serie numéricas: ngl m

Solucion. La funcién dada satisface las condiciones del teorema. Hallamos
los coeficientes de Fourier:

1 /7= 1 0 T 1 2717
a():—/ f(a;)da;z—(/ O-da;—i—/ xdx>:0+—{x_} T
Gy — T \J-n 0 TL2], 2
1 /= 1 /7
—/ f(x)cosnxdszJr—/ x cosnx dx
—Tr m™Jo

ap —

Calculamos la integral por partes

xcosnrdr = w= du = dr =
| dv = cosnxdx v = snne |
T sennx sennx T sennx  CoSNIL
n n n n
Luego
1 {x sennx cosnx} 1 (77 sen nmw CoS N cos())
ap = — =—|— - -] =
"o n?2 log n n? n?
1 1 1(-1)"—1 (0 si n es par )
= — _ — = - = —2 e
T ( n2> T n? i i sin es 1mpar}
n
-2
=— Vn
(2n —1)%w

1 m
bn—;/ f(x)sennxdr =0+ — /msenn:cd:z:

Calculamos la integral por partes

o d u=2x du = dx
zsennx dx = _ =
dv = sennx dx v:%
—I COSNT CcoS NI —Z COSNT  Senne
n n n
Luego
1 [—x cosnx sennx]™ 1 /—m cosnm sennm
T n n 0o T n n?
—cosnmt  —(=1)" (=1)7*!
n n
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Por consiguiente, la serie de Fourier sera:

T = 2cos(2n — Dz (—=1)""tsennx
S(x)_z—i_?;(_; (2n —1)2 * n >

En todos los puntos de continuidad de la funcién sera: S(x) = f(x), mien-
tras que en los extremos del intervalo [—m, 7], es decir, en los puntos de
discontinuidad de la funcién, los valores de la serie vendran dado por:

_O+7T_7T

S(x)

2 2
Para hallar la suma de la serie numérica damos un valor adecuado a = de
modo que obtengamos la serie que nos interesa. En este caso, haciendo = = 0,
desaparecen todos los senos, y los cosenos se transforman en 1.
x=0= 5(0)= f(0) =0, con lo cual,
0T 2 < 1 n 1 . 1 . >

4w \12 32 B2

de donde,

Con lo que resulta:

i 1 1 1 1 7P
(2n—1)2 12 32 52 -8

El mismo resultado se obtiene si en vez de darle a x el valor x = 0, le damos
el valor x = 7, sin embargo, en este caso la funcién no es continua en este
punto, y, por lo tanto, el valor de la serie hay que calcularlo como la media
aritmética de los valores laterales, es decir,

B _fr=0)+ f(r+0) 7+0 7
r=m= S(z)= 5 =5 =3
con lo cual,
T 2 1
— =4 =
2 4 772(271—1)2
de donde,
s L o_romr_n
= (2n —1)? 2 472 8

Ejemplo 8.35. Utilizando el desarrollo de Fourier de la extension periodica
de la funcion f(x) = e* en el intervalo [—m, ), probar que

2- h 1 > -n" -1)"
ex:ﬂ[_+z<( ) cosna:—n< ) sennx)],Vwe(—ﬂ,ﬂ)

T 2 1+ n? 1+4+n2
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(o]
1
Ademds, utilizar la igualdad anterior para calcular —
et +e " et —e "
(Indicacion: coshx = +T; senhz = T)

Solucion. El desarrollo de Fourier de la extension periddica de una fun-
cién f(x) en el intervalo [—7, ) se puede escribir como

f(z) =~ S(x) = % + ni:o:l(an cosnx + by, sennx)
E{ an—l/7r f(z)cosnx dx con n=0,1,2---
siendo 1 o
=\ bn:%/7r f(z)sennx dr con n=1,23---

Al no ser f(z) ni par ni impar, los coeficientes han de calcularse por la forma

general
1 fm 1 /= 1
ag = ;[ﬂf(m) dr = ;/4633 dr = ;[ex]:rw: ;(eﬂ_eiﬂ) -
2e"—e " 2senhm

T 2 T
1 /7 1 /7
ap, = —/ f(x)cosnx de = —/ e’ cosnx dr =
7L p— oL —
Calculamos esta integral por partes (dos veces).
/e‘”cosnzdx— u=e du=cdr | _
| dv=-cosnzdx p=Ssane |
e sennx 1
= — —/exsenn:nd:c
n n
/ez sennx dr = u=e’ du = e*dx =
" | dv=sennxdzx v=—Csnr |

—e® cosnx 1 .
=——+ — [ e’ cosnxdx
n n

Con lo cual aparece nuevamente la integral que queriamos calcular. La
pasamos al primer miembro y la sumamos con la existente

. e“sennx e*cosnx 1 .
e’ cosnrdr = + 3 —— [ € cosnz dx
n n n

Pasando esta integral al primer miembro y operando resulta

e*(n sennx + cosnx)
2

n?+1
2

/ew cosnx dr =

n n
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luego
e®(n sennz + cosnx)
n?+1

/ez cosnz dr =

de donde resulta,

1 {em(n sennz + cosnz)]”
a = — prn
"o n2+1 .
1
= T D) [e”(n sennm + cosnm) —e " (—n sennm + cos mr)] =
~ 2(—1)"senh7
m(n?+1)
Analogamente,
1 /7 1 /7
by, = f/ f(x)sennz dr = 7/ e’ sennz dr =
™ —T T —1TT

Calculamos esta integral por partes (dos veces).

" d u=e" du = e” dx
e’ sennx dx = B —
dv = sennx dx v = =R

e cosnr 1 .
=————+ — [ e’ cosnxdr
n

n

/w {u:ex } duze””dm}
e’ cosnrdr = =

dv = cosnx dx v = ST

e’ sennx 1 .
= ——— — — | e¥sennxdx
n n

Con lo cual aparece nuevamente la integral que queriamos calcular. La
pasamos al primer miembro y la sumamos con la existente

efcosnr efsennx 1 .
+ 3 —— [ e sennx dx
n

/exsenm:dx = —
n n

Pasando esta integral al primer miembro y operando resulta

n?+1 [, e”(—n cosnx + sennx)
5 e’ sennx dr = 5
n n
luego
x
. e*(—n cosnx + sennw)
e’ cosnx dxr = 5
n=+1
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de donde resulta,

1 [e‘”(—n cosnz + sennzx)]”
by = -

m n?+1 .
1
= A2 1) [e”(—n cosnm + sennm) — e " (—n cosnmw — sen nﬂ)] =
_ —2n(—1)"senhm
m(n?+1)
Sustituyendo los coeficientes en la serie de Fourier resulta
oo Sehm 82 Dtsenhw o 20D s

s m(n?+1) m(n?+1)

n=1

2.senhm [1 & /(=1)" n(=1)"
= T l§ +nz::1 (1 i cosSnNT — T n? senn:c)

que se cumple Vz € (—m, ).

Para encontrar la serie numérica dada, hacemos x = 7 con lo cual elim-
inamos todos los senos de la serie de Fourier y al mismo tiempo eliminamos
la alternancia de signos de los términos a,. Pero con esta sustitucién hay
que tener en cuenta que se realiza en un punto de discontinuidad, luego el
valor de la serie se obtiene de la media aritmética de los valores laterales de
la funcion, es decir,

S(m) = 5 = = coshr
de donde
2-senhm |1 X /(=1)"
hmr=——— |- -H)"-0)| =
cosh - 2+n2::1<1+n2( ) >
2.senhm [1 & 1
B T 2 * ngl (1 + n2>
Y despejando la serie pedida resulta
= 1 mcoshm 1 1 T
> 2 — T 97 9 ( - 1)
—1l+n 2senhw 2 2 \tanhm

8.3.4. Desarrollo de las funciones pares e impares en series
de Fourier

Una funcién f(x) definida en el intervalo [—7, 7] se llama par si

f(—=z) = f(z) paratodoslos =z € [—m, 7]
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La gréfica de la funcion par es simétrica respecto al eje de ordenadas.
Una funcién f(x) definida en el intervalo [—m, 7] se llama impar si

f(—x) = —f(x) paratodoslos z € [—m, 7]

La gréfica de la funcién impar es simétrica respecto al origen de coordenadas.
Las siguientes propiedades permiten facilitar los calculos de los coefi-
cientes de Fourier en las funciones pares e impares.

Proposiciéon 8.2. La integral de una funcion par en un intervalo simétrico
[—a,a], es el doble de la integral en el intervalo [0, a].

f par & f(—x) = f(x) = f dx—2/f

Proposicién 8.3. La integral de una funcion impar en un intervalo simétri-
co [—a,al, es cero.

fimpar & f(—x)=—f(z) = ’ flz)dx =0

—a

ey
x /‘ a

Figura 8.2: Funciones par e impar

P B

En consecuencia, podemos enunciar los siguientes

Teorema 8.13. Los coeficientes de Fourier de una funcion par f(z) se
pueden obtener, de manera simplificada, mediante las siguientes formulas:

2 ™
:f/ f(z)cosnxdx, b,=0
T Jo

Por consiguiente, la serie de Fourier de una funcién par contiene sélo los
cosenos, es decir, tiene la forma:

0 0.]
~ 5 Z ap, COSNIT)

Teorema 8.14. Los coeficientes de Fourier de una funcién impar f(z) se
pueden obtener, de manera simplificada, mediante las siguientes formulas:

2 m
ap =0, bn:—/ f(x)sennz dx
™ Jo
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Por consiguiente, la serie de Fourier de una funcién impar contiene sélo
los senos, es decir, tiene la forma:

o

fz) =~ Z(bn sennx)

n=1

De manera esquematica,
Si f es par
2 s
{ f(z)cosx = [Par x Par = Par| = a,, = —/ f(z)cosnx dx
= T Jo
f(z)senx = [Par x Impar = Impar| = b, =0

= La serie de Fourier de una funcién par es una serie de cosenos.

Si f es impar
f(z)cosz = [Impar x Par = Impar| = a,, =0
= { 9
f(z)senx = [Impar x Impar = Par| = b, = —/ f(z)sennzx dz
™ Jo
= La serie de Fourier de una funcién impar es una serie de senos.

Nota: Obsérvese el 2 de la forma simplificada.

f par = an, 2% f(z)cosnxdr = ;/ f(z)cosnxdx, b, =0
0

-

f impar = a, =0, bn:l f(:v)sennxdng/ f(x)sennz dx
T - T 0

Ejemplo 8.36. Desarrollar en serie de Fourier la siguiente funcion periddi-
ca de periodo 2,

fl)y=2®  —m<z<w
1

[o¢]
Utiliza el resultado para calcular la suma de la serie numérica: Z —
n

n=1
Solucion. La funcién cumple las condiciones del teorema de desarrollabili-
dad. La funcién es par, luego se trata de una serie de cosenos, y los coefi-
cientes se pueden calcular mediante la forma simplificada. La serie de fourier
tendra la forma:

[e.e]
22 =204 > (an cosnz)

2
n=1
Los coeficientes de Fourier, por la forma simplificada, son:
bop =10
2 (7 2 [23]" 2
aoz—/ 22de == r = Z 2
7 Jo T3], 3

i
an:—/ 22 cosnx dx
™Jo
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Calculamos esta integral por partes (dos veces)

_ 2 _
/$2008n$d$:|:u_$ } du-2xdm}:

sen nx

dv = cosnz dx v ==

2 sen nx 2
= ——— — — [ zsennxdx

n n

rsennx dr = w== du = dx =
dv = sennx dx v = 7“:’”‘”
—X COS NI CoS NI —X COSNT  Senne
= — + dxr = + 5
n n n n
Luego,
9 r2sennx 2 /—xcosnr  sennz
zcosnrdr = —— — — + 3 =
n n n n
r2sennx 2xcosnr  2sennx
- + 2 - 3
n n n
de donde,
T
2 [#?sennxr 2xcosnz  2sennx 22mcosnm 4 n
n n n n g T n n

Por lo tanto la serie de Fourier de la funcién dada es:

2 o0 n
2 T (=1)
J A~ 3 + 4321 2 COSNT

o, en forma desarrollada,

2N712 cosxr  cos2r  cos3x
- (12 T T _)

Dado que la funcién dada es continua en todo R, la serie coincide con la
funciéon S(x) = f(x) para cualquier nimero real z. Sin embargo hay que
tener en cuenta que fuera del intervalo [—m, 7] tenemos que f(x) # 22, y
habra que calcular el valor de f(x) de acuerdo con la periodicidad definida.
La serie numérica pedida podemos obtenerla haciendo = = .

r=m= S(r) = f(r) = 2, luego

de donde,
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Ejemplo 8.37. Desarrolla en serie de Fourier la siguiente funcion periodica
de periodo 27
flz) == —t<z<m

=4
2n+1

o0
Utiliza el resultado para calcular Z
n=0

Solucion. La funcién f(x) satisface las condiciones del teorema de desarro-
llabilidad. Ademds, la funcién f(x) es impar, luego se trata de una serie de
senos, y los coeficientes se pueden calcular por las formulas reducidas. La
serie serd de la forma:

o0
T = E b, sennx

n=1
los coeficientes seran:

2 e
ap=0, a,=0, vy bn:—/ rsennxdr
™ Jo

Calculamos la integral por partes

u=2x du = dx
xr sennxdr = Ccosnz | =
/ dv = sennzx dx v = —SnRT

n
—X COSNnT / cosnxT —X COSNIT n senne
—_— x f—

n n n n?

Luego

2 [—x cosnxr sennx]™ 2 [ —m cosnm sennm
T

n n? lo w n n?

2 2 —1)" !
=——cosnmt=——(—1)"= 2L
n n n

Por consiguiente, la serie de Fourier sera:

= 2z
) 1 n+lsennx:2<senx_sen )
v=22, (U 1 >

n=1

Esta igualdad tiene lugar para todos los x € (—m,7), sin embargo, en los
extremos del intervalo la funcién no es continua y el valor de la serie hay
que calcularlo mediante la media aritmética correspondiente, en este caso
S(xm) = 0. Fuera del intervalo habra que tener en cuenta el valor corres-
pondiente debido a la periodicidad.

La serie numérica dada la obtenemos haciendo r = 5
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luego,

T senZ sen2Z sen3Z 1

Z =9 2 _ 2 2_...):2<1_0__ ):

2 ( 1 2 * 3 3+
=21 L] )
N 3 5

y por lo tanto:
s = :(1_1+l_...>:3
= 2n+1 3 5 4

Ejemplo 8.38. Calcular la serie de Fourier de la funcion f(x) = |z| en el
intervalo [—m, .

= 1

Usar el desarrollo obtenido para sumar la serie Z @ty
n

n=0
Solucion. El desarrollo de Fourier de la extension periédica de una fun-
cién f(x) en el intervalo (—7, ] se puede escribir como

f(x)%S(a;):%+Z(ancosnx+bnsennm)
1 ™

an:—/ f(z)cosnx dx con n=0,1,2---
™ J—7

1 e
bn:—/ f(z)sennx dr con n=1,23---

n
(
siendo {
\ ™ J—m
Ahora bien, la funcién f(x) = |z| es par, ya que:

f(=x) =] —a| = lz| = f(z)

por lo tanto se trata de una serie de cosenos y los coeficientes pueden calcu-
larse por el método simplificado.

2 [T 2 (7
ag = _/ f(z)dx a, = —/ f(z) cosnz dx b, =0
™ Jo ™ Jo

de donde: i
2 7 2 VT 272
aoz—/ rdr=—|—| =—=m
0

T T | 2 0 2
2 ™

an:—/ x cosnx dx
m™.Jo

hacemos la integral por partes:

U=z du = dx
xcosnx dr = cennz (=
/ dv = cosnx dx p = SAnt

n
T sennre sennx T sennx cosnx

n n n n
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con lo cual:

2 [x sennx cosnx|™ 2 cosnm cos0
e o]zl e o)
T n n 0o 7 n n
B 2(cosnm — cos0) B 2((-H™—1) B [0 sin es par B
mn? mn? i 2 sinesimpar
. 1,2,3
= ara n = e
7(2n —1)2 P T
De donde
T X 4
— Ly cos(2n— 1)z =
|| 5 nz:; @n = 1) cos(2n K

m 4 [cosx cos3xr = coSOT
75_%[ﬂ T TR +”J
La serie numérica pedida se obtiene de la obtenida, para x = 0, donde la
funcién es continua. Luego:

0] T i 4 0T 4 i 1
= — — ——cos0= - — —
2 “~7a2n-1)>2 2 14~ (2n-1)?
n=1 n=1
de donde:
4 i 1 .
™A= (2n—1)2 2
Con lo que resulta:
> 1 > 1 2
DT P T

Ejemplo 8.39. Desarrollar en serie de Fourier la funcion periddica de
periodo 27 definida por:

|1 size(0,m)

fla) = { -1 sixz e (—m0)

Aplicar dicho desarrollo para sumar la serie:

1 1 + 1 1 n

3 5 7

Solucion. Se trata de una funciéon impar, luego es una serie de senos. En
consecuencia, a, = 0.

2 [T 2 (7 2
by, = —/ f(z)sennzdr = —/ sennx dr = —
m™.Jo ™ Jo s
1)

2 /—cosnm  cos0
( 4

{—cos nxr

n 0

- (1" +1) =

2 2
) = —(—cosnm+1)=—
T T

™ n n

(0 sines par ) 4
=9 4 . : =5, N
— sl n es impar (2n —1)m
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de donde, sustituyendo en la expresién

oo
flx) =~ % Z (an cosnx + by, sennzx)

2 n=1
resulta,
> 4 4 /senz sen3x  senbx
1 (@) nZ::l (2n —1)m sen(2n — ) T\ 1 * 3 5

Para obtener a serie numérica pedida, damos a x el valor x = 7/2, donde la
funcién es continua, y, por tanto, coincide can la serie. Asi,

T T 4 1 1 1
r=5=1E) T 35 7t
De donde, despejando la serie, resulta
1 1 . 1 1 T m
3 5 7 4

Ejercicios propuestos de la secciéon 8.3. Series de Fourier

Soluciones en la pagina 161
8.3.1. Desarrollar en serie de Fourier la funcién periddica de periodo 27, definida por:

[ w/4 size(0,m)
flz) = { —7/4 siz € (—m,0)

n

T

= (—1
Aplicar dicho desarrollo para calcular la suma de la serie Z 2(n _3
n=0

8.3.2. Desarrollar en serie de Fourier la funcién periddica de periodo 27, definida por:
[ m—z sizel0,n]
f(m)i{ T4+a six € [-n0)

Aplicar dicho desarrollo para calcular la suma de la serie Z

n=0

1
@n+1)2

Ejercicios y problemas del Capitulo 8

Ejercicios resueltos del Capitulo 8
8.1. Series de funciones

8.2. Series de potencias

8.1 (Serie funcional). Determina el campo de convergencia de la serie funcional

oo xn
> s
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Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:

An+1 ntt . " 2" T2 (n + 1)2 r(n+1)? ‘ ‘
an 2ntl(n +2)2 " 2n(p 4 1)2 an2ntl(n + 2)2 2(n+2)2 2
Luego la serie sera:
Convergente cuando |z/2| < 1= -2 <2 <2
Divergente cuando |z/2| > 1
y habra duda cuando |z/2| =1=2 =2,z = -2
La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie.
2)" -1"
=-2= 3 ﬁ => ﬁ alternada convergente 1
r=2= Z %(71274_1)2 = Z ﬁ arménica convergente
= I1C =[-2,2]
8.2 (Serie funcional). Determinar el campo de convergencia de
~ (n+2) 2"
Z nS on+1
n=1
Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:
any1|  |(n+3)- T2 (n+2)- 2" (n+3)-a?nt2.pn3. 27+l B
an | (n+41)3-2n+2 " p3.on+l (n+1)3.2n+2. (n +2) - g2n B
| (n+3)2®® | n+3 nd a? | a?
(n+132(n+2)] |[n+2n+1)3 2| n—e [2] 2
Luego la serie sera:
2
Convergente cuando % <l=-V2<x<V2
2
Divergente cuando % >1
2
y habra duda cuando % =l=az=—V2,2=2
La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie:
2)(—v/2)*" 2)2" 2
=2 > Z—n+ V2) :Z(n+ ) :Zn+ Conv. I

n32n+1 n32n+1 277/3

(n+2)(v/2)*" (n+2)2" n+2
=2 — Z ot ZZ 3ot :Z o3 Conv. J

= IC =[—V2,V?]

Nota: (Radio de convergencia). Obsérvese que si para calcular el intervalo de convergencia
de la serie de potencias hubiéramos utilizado la férmula del radio de convergencia R =
lim
n—00 Cnt1

hubiéramos obtenido un resultado erréneo. En efecto, se hubiera obtenido

R = lim

n—oo Cn+1

=2

mientras que, realmente, R = v/2.
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Esta anomalia se debe a que la féormula del radio R = lim solamente es valida

n—oo Cp+1
cuando el exponente de x es n, pero no en los demds casos. En efecto, en dicho caso, al
aplicar el criterio del cociente resulta

., |a T , c
fm |2t =Bl o gl <L = R=L= lim |—
n— 00 (029 L n—oo | Cn41
Sin embargo, en los demads casos, resulta
- langr|  J=l* k . Cn
lim |— | =<1 = |zI"<L = R#L= lim
n—oo An, L n—oo | Cn41

Hemos llamado a,, al término completo de la serie y ¢,, a la parte numérica.
Cuando el radio de convergencia es R = 1, en la préctica, el error no se produce, ya
que |z|* < 1 & |z| < 1.

8.3 (Series funcionales). Determinar el campo de convergencia y sumar la siguiente

serie de potencias: Z (x —3)"

n=1

n+2

Solucion. Llamamos f(z) a la serie dada

J@) =Y — -3

Transformamos la serie (derivando, integrando, sacando factor comin, etc.) hasta con-
seguir una serie geométrica.

En este caso, ni al derivar ni al integral se elimina el n 4+ 2 del denominador, pero si lo
podemos conseguir introduciendo previamente un (z — 3)? en el numerador. En efecto,
multiplicando y dividiendo por (z — 3)?, resulta:

B 1 — (z — 3)"*?

n=1
Llamando g(z) a la serie obtenida, resulta:
B o (ZC . 3)n+2
g(x) = Zl o

Que se convierte en una serie geométrica por derivaciéon. En efecto:

J@=) (@-3)""=@-3+(@-3"+(@-3)"+ =
: (-3 2 —6z+9
T 1l—(x—-3) —4+4

El intervalo de convergencia de esta serie g'(z), al ser una serie geométrica de r = x — 3,
viene dado por |z — 3| < 1, luego —1 < x — 3 < 1, y, por tanto, IC = (2,4).

La funcién g(z) la obtenemos integrando g’(z) y teniendo en cuenta un valor concreto
de g(z) para determinar la constante. En este caso, g(3) = 0 y, en consecuencia:

“f T2 _6t4+9 e 1
= ") dt = T dt= —t+2 dt =
o() Lg() / s A( v2y Lo

? ’ z?
:{——+2t—ln\4—t|} =——+4+2z—In|d—z| -
2 . 2

3
2
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En consecuencia,

1 1 z? 3
flx) = mg(m) = w_a7 (—7 +2x—In|4 —z|— 5)

luego la serie buscada es:

= 1 w  —z’44z—2Inj4—z| -3
Z (x—3)" = —3
71n+2 2(x — 3)

Para calcular el intervalo de convergencia bastara con estudiar la convergencia de la serie
dada en los extremos del intervalo obtenido para g’(z).

=~ 1 )
f4) = E Divergente !
n+2
nzl IC = [2,4)
f(2) E (=" Convergente
= - a4 1
e n +2 )

Nota: La funcién g(x) puede obtenerse a partir de g'(z) mediante integracién indefini-
da, solo que en este caso habra que determinar la constante de integracién mediante la
igualacién de los dos valores que se obtienen para g(3): uno en la serie; y el otro en el
resultado de la integral.

Para estudiar la convergencia también se puede utilizar directamente la serie dada,
aplicamos el criterio del cociente:

(x —3)" "t (z=3)"
n+3  n4+2

An+1
Gn

2 n— oo
:WZI3@—@ e g

Luego la serie sera:

Convergente cuando [z —3| < 1= -1<z-3<1=2<z<4
Divergente cuando |z — 3| > 1
y habra duda cuando |z —3|=1=2 =2, 2 =14

La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie, como se ha hecho anteriormente.

8.4 (Series funcionales). Determinar el campo de convergencia y sumar la serie:
oo

E:ni1u+5v

n=2

Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:

(z+5)""" (z45)"
n " on—1

n—1(z+5)"""
n  (z+5)"

An+1
An

n—oo

|z + 5|

Luego la serie sera:

Convergente cuando |z + 5/ < 1= -1<z4+5<1=-6<z<—4
Divergente cuando |z + 5] > 1
y habra duda cuando |z +5|=1=2= -6, z = -5

La duda la resolvemos sustituyendo los valores en la serie

z=—-6= ) —1-(—1)" alternada Convergente
z=-4= Y —1-(1)" arménica Divergente

} = IC =[-6,—4)
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Para sumar la serie le ponemos un nombre, le llamamos f(x)

0L

y transformamos la expresién hasta conseguir una serie geométrica. La serie dada no es
geométrica debido al término que aparece en el denominador. Si derivamos la serie, dicho
término no desaparece, necesitariamos, para ello, que el exponente fuera n — 1. Pero esto
lo podemos conseguir sacando factor comun. En efecto:

:ini (z+5)" x+5i
n=2 n=2

Llamamos g(z) a la nueva serie, y ésta ya si se convierte en geométrica por derivacién:

(z+5)"

m+5

oo}

o f(x) . 1 n—1
g(x)—x+5—§_;n_1<m+5>
Y derivando término a término resulta:
’ _Oon—l n—Q_OO n—2 _ 2
g(ac)—z;n_l(m-kf)) _2(m+5) =1+ (@+5)+(@+5)°+

que es una serie geométrica de razén r = x + 5, cuya suma es:

1 1 1 -1

! = = = =
9@ =T " 1-2-5 —2-4 2114

de donde:
-1

r+4
La constante de integracién la determinamos igualando g(-5) en ambas expresiones:

H=To=0 e

g(-5)=-ln14+C=C

g(z) = r=—Injz+4/+C

Con lo cual resulta: g(z) = —In |z + 4|, y en consecuencia:

f@x)=—=(z+5)In|z +4|

8.5 (Serie funcional). Determinar el campo de convergencia de la serie funcional
e xn+4
E y determinar su suma.

n+2

n=0

Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:

n+4 n+3

n—+1z"
n+2gnt3

x oz
n+2 n+1

An+1
an

_‘n—f—lx
T n+2

||

n—oo

Luego la serie sera:

Convergente cuando |z| < 1= 1<z <1
Divergente cuando |z| > 1
y habrd duda cuando |z| =1=2z=1,2 = -1
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La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie:

-1 n+4
r=-1=5" (i alternada Convergente

1n+2 = I1C =[-1,1)
r=1=7% ) armoénica Divergente

Para sumar la serie lo primero que hacemos es ponerle nombre, llamarle f(x)

n+4

f@) =3 s
n=0

y transformamos la expresién hasta convertirla en una serie geométrica. La serie dada
no es geométrica debido al término que aparece en el denominador. Si derivamos la serie
dicho término no desaparece, necesitariamos, para ello, que el exponente fuera n + 2, pero
esto lo podemos conseguir sacando factor comin z2. En efecto,

n+2

=
&
I
[
3|8
Jr
[\]
I
8
[V
[
3|8
+
N

fl) et
(@) = 2 Z n+2
n=0
Y derivando término a término resulta,
i o - (TL+2):II"+1_ > nt+l 2 3 . x
g(m)_z_%ni”_z_:ox =x+z +z +“._17m

de donde,

g(a:):/g’(x)dx:/1ixdx:/(—1+ﬁ)dx:—a;—ln|1—a:|+0

La constante de integracién la determinamos igualando ¢g(0) en ambas expresiones.

9(0)=3>0=0 _
9(0)= 0-mi+C=04+c=c [0

Con lo cual resulta: g(z) = —z —In|1 — z|, y en consecuencia:

fx) =2’g(x) =2 (—z—In|l —z]) = —2° — 2°In |1 — z|

oo
mn+3
>
n+1
n=0

=2 —2’In|1 — x|

(Serie funcional). FEstudiar el intervalo de convergencia y sumar la serie
x2n+1

8.6

o0

Z 2n+1
n=0

Solucidn. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:
x2n+3 $2n+1

Mm+3 2n+1

2n—|—1 2

An+1 — 5 +3m
n

Gn

2

2
—>|CC‘::C

| (2n 4 1)2* P
T (2n 4+ 3)a2nt!

Luego la serie sera:
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Convergente cuando 2 < 1= |z| < 1= —1 <z <1
Divergente cuando z2 > 1 = |z| > 1
y habrd duda cuando 2* =1 = |z|=1= 2= -1, 2 =1

La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie:

_ (=12t oo )
=-1=3" ST = Qv 2n+1 Divergente } G = (-1,)

_ 0o 1 . s
x=1= ) 5= Divergente (~ arménica)

Para calcular la suma transformamos el término general buscando una serie geométrica,
y después deshacemos los cambios realizados.

> x2n+1
S(I)ZZ%H =
n=0
e} [e'e} 0
/ _ (2n—|— 1)2’52” _ 2n 2\ " :U2 _ 1
= S BN S S = 2L
de donde,
B 1 1 2 1 l+z+1—-2 B
S(x)_/lfmﬂdw_2/(1+x)(17x)dw_2/(1+m)(1—x)dx_
1 1+x 1 1—=x
’5/< 0= g <1+w>(1—x>d“””*

- = /

-1
:—ln|1—x\+ ln|1—|—m\+C—§

1
‘ +x‘+c
1—=x

Para determinar la constante hacemos x = 0, tanto en la serie como en el resultado final,

s@=3" =" L s0) =0 )
= 2n+1 }C:O N
S(x):ll ‘1+I‘+C:>S() 0+C J

2n+1
x 1 1+x
= = —1

Z?n-i-l o l—x‘

n=

8.7 (Series funcionales). Determinar el intervalo mdzimo de convergencia de las
siguientes series y expresar su suma en términos de funciones elementales:

n=1 n=1

Con ayuda de los resultados obtenidos, determina el valor de Z m
(n

Solucion.
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(a) La serie dada es una serie de potencias centrada en el punto z¢o = 0, luego su
intervalo de convergencia estara centrado en xop = 0 y su radio sera:

; a , n
R = lim " = lim =1
n—oo Anp+1 n—oo N + 1

Para determinar la convergencia en los extremos del intervalo, estudiamos las series
numéricas que se obtienen al sustituir la variable x por dichos valores. Asi,

paraxz =1= Z n = divergente
n=1
paraz =—1= Z:n(—l)"*1 = divergente
n=1

Luego el intervalo méximo de convergencia de la serie funcional dada es I = (—1,1).

Su suma la obtenemos a partir de la serie geométrica, mediante el método de
derivacién-integracién término a término. En efecto,

;nfhl IZ(mn)l = <len> = (lfa:), = (1,137)2

n=1 n=

(b) Se trata de otra serie de potencias centrada en el punto xop = 0 y podemos seguir
el mismo procedimiento. Su intervalo de convergencia estard centrado en zo = 0y
su radio sera:

R— lim 2 — g 2
n—0o0 Un+1 n— o0 (?’L + 1)(7‘1, + 1)
Para determinar la convergencia en los extremos del intervalo, estudiamos las series
numéricas que se obtienen al sustituir la variable x por dichos valores. Asi,

n
parax =1 = E —— = divergente
1
n=1 " +

para z = —1 = Zl(_l)anL-i-l = divergente
n—

Luego el intervalo méximo de convergencia de la serie funcional dada es I = (—1,1).
Su suma la obtenemos a partir de la serie geométrica, mediante el método de
derivacion-integracién término a término y teniendo en cuenta el resultado anterior.
En efecto, llamemos f(x) a la serie dada,

o] n .
f@) =3 T
n=1

Serad,

’ - n - n— 1 x
Flo)=2 na"=ad na =a g n =

De donde,

f(x):Axf/(t)dt:Awﬁdt:fAmﬁdt:
[ [ [ -

S S 1
= —dt—|—/ — _dt=Inl—a|+——
A 1—t , (-1 -2
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La serie numérica propuesta se obtiene de la serie dada en el apartado (b), para
z = 1/2. En consecuencia

- n 1
;2n(n+1) =g t /2 =22

8.8 (Serie de Taylor). Determinar el desarrollo de Taylor de la funcidn f(x) =

1
In (14_—1:) alrededor del punto xo = 0. Estudiar el intervalo mdximo de convergen-
x

oo

1

cta de la serie funcional resultante y utilizarla para calcular Z W
n

n=1

(Indicacion: Recordar que In(§) =Ina —Inb)

Solucion. Si intentamos aplicar el desarrollo de Taylor directamente a la funcién dada
resulta que las derivadas sucesivas son cada vez méas complicadas. Por eso puede convenir
descomponer el logaritmo en una diferencia

In (%) =In(l+z)—In(1—-2)

Podemos ahora aplicar el desarrollo de Taylor conjuntamente a los dos términos, o bien
desarrollar en serie cada término por separado y después sumar las series resultantes
término a término. Sin embargo, en este caso podemos observar que al derivar la serie
inicial obtenemos una serie geométrica de razén z2. En efecto

1 —1 l—ax+1+x 2

I'(w) = I+z 1-z 1+2)(1—2) 12

Con lo cual podemos obtener el desarrollo en serie de f'(z)

oo

2
f(z) = =2 =2420% + 2" - 4227 4 - :Zo2zv2" paraz € (—1,1)
Ahora bien, f(x) es una primitiva de f’(z) que podemos obtener integrando término a
término la serie obtenida. Para determinar la constante de integracién buscamos un punto

donde f(z) =0, y desde él integramos. Teniendo en cuenta que f(0) = 0 resulta

2n+1

/ <22x2n>dw—2/ 2m2"dx—222n+1

que es la serie buscada.

Para estudiar la convergencia de la serie podemos aplicar sobre la misma el crite-
rio del cociente, o bien utilizar el intervalo obtenido para su derivada, comprobando la
convergencia en los extremos del mismo.

Z 2n ) Divergente !
n= } 10 = (~1,1)

°° 2n+1 e (_1)
—1) = Z 2n 1 ZO 2271 1 Divergente )I
n=0 n=

La serie numérica dada se obtiene de la inicial, para © = 1/3, en efecto,

1+ - < p2ntl < 2n4l
1 3
Y=In| —3 | =In2=2
f(3)=n 1 . ZQn-l— < 2n+1>

1- § n=0
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de donde despejando la suma de la serie propuesta

oo
g2t _In2

m+1 2

n=1

1
3

8.9 (Serie de potencias). Estudiar el intervalo mdzimo de convergencia de la siguiente

o0 n n
serie funcional E b 1 con p > 0 expresar su suma en términos de las funciones
n
n=0
- 1
elementales y, con su ayuda, calcular —_—
Y, yuda, > T 1)

n=

Solucion. La convergencia de la serie puede estudiarse directamente sobre la serie dada o
bien utilizar el intervalo de convergencia de su derivada, que aparece al sumar la serie.

Llamamos f(z) a la serie dada
f(z) = Zj '

Transformamos la serie (derivando, integrando, sacando factor comin, etc.) hasta con-
seguir una serie geométrica.

En este caso, ni al derivar ni al integrar se elimina el n+1 del denominador, pero si lo pode-
mos conseguir introduciendo previamente una z en el numerador. En efecto, multiplicando

y dividiendo por z, resulta:

e pnxn 1 e pnxn+1
TR L
Llamando g(z) a la serie obtenida, resulta:
n_n+1
— px
g(x) = ]

n=0

/ o o n_n __ n __
ga)=) = =D v =) )" =
n=0 n=0 n=0
=1+pz+ (pr)° + (pr)® + - = !
1—pz
El intervalo de convergencia de esta serie g’ (z) al ser una serie geométrica de r = px viene
dado por |pz| < 1, luego |z] < %, y por tanto, el intervalo es IC' = (—%, %)

La funcién g(z) la obtenemos integrando g’'(z) y teniendo en cuenta un valor concreto de
g(z) para determinar la constante, en este caso g(0) = 0 y, en consecuencia

- T 1 [T - .
9(x) =/ g'(w)dw=/ do =1 L -
0 0 p

1—pz p Jo 1—px

De donde: L
= =——1Inl|l -
£(@) = £ 9(a) = =~ In[1 = pa]

luego la serie buscada es

o0 n n

1
E P =——In|l —px|
7On+1 px
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Para calcular el intervalo de convergencia bastara con estudiar la convergencia de la
. . . .
serie dada en los extremos del intervalo obtenido para la serie g'(z)

J(1/p) = - _1~_ T Divergente i
f(—=1/p) = nZ:O Y Convergente J.

La serie numérica dada se obtiene de la inicial, para p = 1 y = 1/4, por lo tanto,

— 1 1 1 3
e m[l—|=—4In> —4(n4—1
§4n(n+1) a -l ng = dnd=mn3)

8.10 (Series funcionales). Determinar el campo de convergencia de la serie funcional
e xn+3
E y determinar su suma.

n+1

n=0

Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:

n+3

An+1 2"z n+1g"t n-+1 n—00

an | n+2:n+1 - n+ 2 gnts :‘n+2x 2]
Luego la serie sera:

Convergente cuando |z| < 1= -1<z <1

Divergente cuando |z| > 1

y habrd duda cuando |z] =1=2 =1,z = -1
La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie:

r=-1=> ﬂ alternada Convergente
n+1

}:nc:[—m)
leéz

Para sumar la serie lo primero que hacemos es ponerle nombre, llamarle f(z)

armoénica Divergente
n+1

n+3

= X
f(w)=;n+1

y transformamos la expresién hasta convertirla en una serie geométrica. La serie dada
no es geométrica debido al término que aparece en el denominador. Si derivamos la serie
dicho término no desaparece, necesitariamos, para ello, que el exponente fuera n + 1, pero
esto lo podemos conseguir sacando factor comiin z2. En efecto,

> n+3 > n+1
. T 2 T
f(m)_z_;)nJrl_x z_;)n+1

Llamamos g(x) a la nueva serie y ésta si se convierte en geométrica por derivacion.

mn-&-l

g(x):%zznjtl

Y derivando término a término resulta,

g’(x)zzu:ZI":1+5C+IQ+I3+...:
n=0

n+1

n=0
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de donde,
(z) = "(z) dox = Ldm*— _—ldm*—ln|1—x\+C
gEr =19 N l1—2z N 1-—a N

La constante de integracién la determinamos igualando ¢g(0) en ambas expresiones.

9(0)=>.0=0 _
9(0)= "Wmit+c=0+c=c J 7 C=0

Con lo cual resulta: g(x) = —In|1 — z|, y en consecuencia:
2 2 i xn+3 9
flz) = a%g(z) = —2"In[1 — | :>ZO”+1 = —2In|l — g

[e%s}

8.11 (Series funcionales). Calcular el intervalo de convergencia de an"_l. Uti-
n=1
— (=D"n
on—1

lizar el valor de la suma para calcular Z

n=1

Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:

(n+1)z"
naxn—1

An+1
an

n—oo

||

n qgn—1

_‘n—|—1 z"
- n

‘n—i—l
= T

Luego la serie sera:
Convergente cuando |z| < 1= —-1<z <1
Divergente cuando |z| > 1
y habra duda cuando |z|=1=z=—-1, z=1

La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie:

r=—-1= > n(-1)""" Divergente
=I1C=(-1,1)

x =1= ) n Divergente

Para sumar la serie lo primero que hacemos es ponerle nombre, llamarle f(x)

flz) = i na" !
n=1

y transformamos la expresién hasta convertirla en una serie geométrica. La serie dada no
es geométrica debido al término n que aparece multiplicando. Pero podemos observar que
es la derivada de una serie geométrica. En efecto,

n=1 n=1 n=1
l—z—=z(-1) 1
ST U-o?  (-ep
La serie numérica pedida se obtiene de la serie de funciones, para z = —1/2, que pertenece

al intervalo de convergencia de la misma. En consecuencia,

B S E ) -
e
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8.12 (Serie funcional). Estudiar el mdzimo intervalo de convergencia de la serie

oo 2n oo
. T
funcional E —, y con la ayuda de su suma calcula E
n n-4n
n=1 n=1

Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:

2n+2 2n

x x

n+1l n

22 a?n

z2n(n+1)

An+1 o
an

2

e
T
n+1

2
Tr | =2

n—oo

Luego la serie sera:
Convergente cuando 2° < 1= -1 <z < 1
Divergente cuando z? > 1
y habrd duda cuando 2 =1 =2 = -1, z =1

La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie:

x:fliz(_l)% :Zl Div. !
n n ?:IO:(—l,l)
$:1:>Z%D1V. )

Para sumar la serie lo primero que hacemos es ponerle nombre, llamarle f(z)

=3

y transformamos la expresién hasta convertirla en una serie geométrica. La serie dada
no es geométrica debido al término que aparece en el denominador. Si derivamos la serie
dicho término desaparece, en efecto:

s 2nx2n71 i _— T
f/(m):;TZQZ:Ixz 1:2[33_’_2:3_’_335_,_,,.] :217172

de donde,

1— 22

f(m):/f’(x)dm:/ 2 da::—ln|1—ac2\+C

la constante de integracién la determinamos igualando f(0) en ambas expresiones,

f(0)=30=0 -
f0)=—-In1+C=04+C=C }:>C—0

Con lo cual, f(z) = —1In|l —2?|, y en consecuencia,
— 1 — (1/2)>" 1 3 4
- = = 1/2) = —l 1—=-|= —] — :1 —
I L L (e

8.13 (Serie de Taylor). Calcular la serie de Taylor de la funcion

h(x) = senz — x - cosx centrada en xo = 0, determina su campo de convergencia
o0

y utilizala para calcular Z(—l)

n=1

2n
nt1 N T

(2n+1)!
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Solucion. Utilizando el desarrollo de Taylor de las funciones sen x y cosz resulta:

h(z) =senx — xcosx =

:[m_x_+x__‘T_+...]_m[1_x_+m__$_+...]:
3! 5! 7! 2! 4! 6!

o CCS CCS ac5 .T5 .T7 .T7 o

Sttt yty Tty o T te

B 22 323 2 5® 2T 7T _

Tt twn T wm wm Tt T

. 2 3 4 5 6 7 o > n+1 2n 2n+1

EE R *“'—z_:f*” Cn+ i

Convergente en todo R. La convergencia viene determinada por la convergencia de los
dos desarrollos utilizados.

La serie numérica pedida se obtiene de la obtenida, para x = 7, donde es convergente.
Luego:

oo 2n > 2n+1
. 1 2n - mw 1
et ™ 2 — —
> (1) @n+ 1! 2r > (D @n )T 2 e - meosT]
n=1 n=1
1 ks 1
— 0 - T _Z
0 F =573
8.14 (Serie funcional). Determinar el intervalo de convergencia de n’a" "t cal-
n=1

2

oo
. n
cular su suma y usarla para calcular la serie E 3n

n=0

Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:

Gnt1 (n+1)%z" (n—|— 1)2
= =|{——) z| —— |7
an n2gn—1 n n—o00
Luego la serie sera:
Convergente cuando |z| < 1= -1 <z <1
Divergente cuando |z| > 1
y habrd duda cuando |z|=1=2z= -1, z=1

La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie:

r=—-1=3" n?(—=1)""! Divergente (ya que a, - 0)

}m: (—1,1)

r=1= Zf;l n? Divergente (ya que a, - 0)

Para calcular la suma transformamos el término general buscando una serie geométri-
ca, y después deshacemos los cambios realizados.

(S ) = () = () - ()

:( T (lfx)2+x2(lfx):1—x+2x_ 1+
(1—x)? (I —z) (1—x)? (I —x)
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Para sumar la serie numérica identificamos el valor corrrespondiente de .
 n? ~n? = n? Ixm o/1\™' 1 141/3
Dm0t gl mg (5) =sa-1mp-
1 4/3 4-27 3
3(2/3)% 3-8-3 2

8.15 (Serie de Taylor y aproximaciéon de integral definida).

Dada la funcidn f(x) = Sene

T

a) Usar la serie de Taylor de f'(x) centrada en xo = 0 para sumar

oo

a1 2n)ﬂ_2n—1
>y ((2n+1)!

n=1

1

1
b) A ' d E<——.
) proaczmar[)v flz)dx con E < 1000

Solucidn. Para evitar el problema de discontinuidad de la funcién supondremos que f(0) =
1.

a) Para hallar el desarrollo en serie de la funcién dada partimos del desarrollo de la funcién
senz, y lo transformamos como sea preciso.

3 5 2n+1 > 2n+1
T T n T B i\ X
sene =z =g+ g =+ (D) g+ = 2D gy o € R
n=0
de donde,
2 4 2n > 2n
sen x T T T
= =1 4= _ n = n
J@) ==, 31 AR Gy Z( N Ty
con lo que resulta,
, T COST — senx 2¢  4z®  62° n 2na?nt
St Tt 1 e —
F@) 2 T R TR s s T
B i(_ )n o1
N (2n+1)!
n=1
En consecuencia,
oo o0
27’L7T2n71 2"’1171'2”71
n+1 _ et o
2V G = Y gy = =
=1 =1
__7rcos7rfsen7r__f7r70 _l
o w2 o 2 o

b) Para calcular la integral pedida, utilizamos el desarrollo en serie de la funcién dada.
Asi,

1 1 $2 .’E4 .’L‘G

_{w_:r3+x5_x7+ }1_1_1+1_1+
- 3-31° 5.50 7.7 0 -3 : 27!
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Al resultar una serie alternada que cumple las condiciones de convergencia de Leibnitz, el
error viene determinado por el primer término no sumado. En nuestro caso:

3-31=3-6 =18 < 1000,
5-5!'=5-120 = 600 < 1000,
7-7!=7-5040 = 35280 > 1000 OK

En consecuencia, la integral pedida con el error admitido es:

1 D senx 1 1 1 1
dr= [ ——dzml— gt Fg=1—-2+ — =
Af(x) T A P 3.3 T 5o 18 " 600

~ 1800 —100+3 1703

. /
1800 T 1800 0°946

8.16 (Serie funcional). Determina el campo de convergencia de la serie de potencias

oo n oo
T . . . 1
Z TR Calcula su suma y utilizala para obtener la suma de la serie numérica Z o
n=1 n=1
Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:
An+1 Lt ) " _ z"xn4" _ ‘ n x| n—oco ‘ T ‘
an | |(n+1)4nt1 " p4gn (n+4 1)dndan |~ |n+1 4 4

Luego la serie sera:
Convergente cuando |z/4| < 1= -4 <z <4
Divergente cuando |z| > 4
y habrd duda cuando |z| =4 =2z =—4, =4

La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie:

r=—-4=3 (_il = (1) Convergente ]l
4n” ) n }:»IC:[—4,4)
w=4ézn4n :ZEDlvergente J

Para sumar la serie lo primero que hacemos es ponerle nombre, llamarle f(x)

fa =3
n=1

y transformamos la expresiéon hasta convertirla en una serie geométrica. La serie dada no
es geométrica debido al término n que aparece multiplicando en el denominador. Pero si
derivamos la serie, dicho término desaparece. En efecto:

, A 1 = z"! 1 o= /z\n—1
= N
n=1 n= n=1
Y PR S N I
4 4 4 T 4l-z/4 4d4-2 44—z

de donde,

f(x):/f’(m)dm:/i‘”m:—1n|4—x\+c

La constante de integracién la determinamos igualando f(0) en ambas expresiones:

f(0)=320=0 _
£0)= “ma+cC }:>C—ln4
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Con lo cual

n 4n

—1n|4—x|+ln4:1n44

145

La serie numérica pedida se obtiene de la serie de funciones, para x = 2, que pertenece al
intervalo de convergencia de la misma. En consecuencia,

X

’n

ln% In2

1

1 1

I+ 5 tests s

4o,

6-8 8-32

2n

8.17 (Serie funcional). Estudiar el intervalo de convergencia de la serie Z M2

expresa dicha funcion en términos de las funciones elementales y, con su ayuda calcula

Solucion. Para estudiar la convergencia aplicamos el criterio del cociente:

An+1

T

22" x?(2n + 2) 2n + 2

2

n—oo

an 2n

Luego la serie sera:

x2n+2 2n ‘

T4 m+2

(2n + 4)z2n 2n +4

Convergente cuando z° < 1= -1 <z < 1
Divergente cuando z2 > 1

y habrd duda cuando 2 =1 =2 = -1, 2 =1

La duda se resuelve sustituyendo los valores en la serie:

1:}:

xf1:>2

=2

2n + 2
)2n

2n+2_22n

2n + 2

Divergente 1

i Divergente J

= IC =

(-11)

Para sumar la serie lo primero que hacemos es ponerle nombre, llamarle f(z)

2n

> xT
:nz::ozn+2

2
xT

y transformamos la expresién hasta convertirla en una serie geométrica. La serie dada no
es geométrica debido al término 2n + 2 que aparece en el denominador. Para que dicho
término desaparezca al derivar, debemos multiplicar y dividir, previamente por z?.

efecto:

fz) =

1 o :L,2n+2

22 2n + 2
n=0

llamando g(z) a la nueva serie obtenida, resulta

y derivando, tenemos

g (@) = Z(

n=

2n 4 2) 2"t

2n + 2

e x2n+2

Zx2n+1—w+m +a2°+-

T1 -2

En
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de donde,

, z dr -1 2x dx -1
g(m)=/g<x)d:c=/1%2:7/36271:7111\%2_1”0

La constante de integracién la determinamos igualando g(0) en ambas expresiones:

70 =20 =0 Jocmo

9(0)= 5 ml14+C=0+C=C

Con lo cual

de donde,
-1 5
== =—1 -1
g 2n+2 22 9(z) 222 nle |
La serie numérica pedida se obtiene de la serie de funciones, para * = 1/2, que
pertenece al intervalo de convergencia de la misma. En consecuencia,
1 1 1 (1/2)* (/2" (1/2)° )
14 — 4 = = —92 ) =
Jr Jr68+832Jr <2+ 4 + 6 + 8 +
1 —1 1 3 4
=2f(z)=2—~In|- —1]=—-4ln- =4In—
1(3) >a g ! T3
8.18 (Serie de potencias). La funcion seno hiperbdlico se define como senhx =
e’ —e ®
2

a) Calcula la serie de Taylor de f centrada en a = 0, asi como su intervalo de
convergencia (puede utilizar el desarrollo en serie de potencias de la funcion ex-
ponencial).

b) Suma, si es posible, la serie numérica Z m
n .

n=0

Solucion. a) El desarrollo de potencias de la funcién exponencial viene dado por:

_, I2 I3 " _ 1‘2 173 (_x)n
= +z+—+§+ +H+~~:> = —m-i-g—g-i-'“-i- ol + -
luego,
Senhx—u 1(2 +2i+2i+ +ﬂ+ >_
N 2 2 3! 5! (2n+1)! a
3 5 1:2n+1 > $2n+1
*”+§+5 BT A — (2n+1)!

b) La serie numérica dada se puede obtener a partir de la serie funcional, obtenida en el
apartado anterior, para x = 1/2. En efecto,

Z4n 2n + 1)1 22% 2n + 1)1 2::22n+1(2n+ -

o172
=2senh(1/2)=2———— =¢



EJERCICIOS Y PROBLEMAS DEL CAPITULO 8 147

8.19 (Serie de potencias). Calcula el radio de convergencia de la siguiente serie de
potencias y su suma en el intervalo en que sea posible

o0

Solucion. La serie dada puede expresarse de la siguiente formas:

i P i(zm)”
n=1 n=1

Luego se trata de una serie geométrica de razén r = 2x. En consecuencia, su intervalo de
convergencia viene determinado por la razén

22| < 1= |z| <1/2= —1/2 <z <1/2=IC = (—1/2,1/2)

Yy su suma es

52:675(236)71_23;
n=1 n=1
8.20 (Serie de potencias). Calcula la suma, indicando el intervalo de convergencia,
o0
. . \" .
de la serie de potencias E . (g) z”.
n=

Solucion. La serie dada puede expresarse de la siguiente formas:
=1\ n sz
> (5) =2 (5)
n=0 n=0

Luego se trata de una serie geométrica de razén r = x/3. En consecuencia, su intervalo
de convergencia viene determinado por la razén

‘g‘ <l=|z|<3=-3<zx<3=I1C=(-3,3)
y Su suma es
oo
S -t
3/  1-z/3 33—z
n=0
8.21 (Serie funcional). Dada la serie de potencias Z(l +n)x", se pide:
n=0
a) Radio de convergencia.
b) Intervalo de convergencia.
¢) Suma, si es posible.
Solucion. a) Radio de convergencia.
R= lim %" = 1m 217

n—oo Unp+1 n—oo 2 +n
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b) Intervalo de convergencia. Estudiamos la convergencia en los extremos,

Z + n) divergente

Z (1+n) " divergente

Luego el intervalo de convergencia es (—1,1).
) Suma. Tratamos de relacionarla con una serie geométrica, mediante el método de inte-

gracién-derivacién término a término.

ZlJrn Z "H (Zm"“) = x+x2+m3+~~)/:
n=0 n=0
B z \' l1—xz+x 1
_(1793) T (-2 (1-2)?

8.22 (Serie funcional). Determina el campo de convergencia y la suma, donde sea

posible, de la serie de potencias

Solucion. Se trata de una serie geométrica de razén r = x+1. En consecuencia, su intervalo

de convergencia viene determinado por la razén

[+l <l=-1<z+1<1=IC=(-2,0)

y Su suma es
- 1 1 -1
1 —_ = ==
Z:O(m+ )" 1—(1’—|—1) -z x

?7?. Series de Fourier

8.23 (Serie de Fourier). Calcular la serie de Fourier'de la funcién f(x) = |z| en el

intervalo [—m, m].
1

Usar el desarrollo obtenido para sumar la serie Z WSV
—~ (2n+1)

Solucion. El desarrollo de Fourier de la extensién periédica de una funcién f(z) en el

intervalo (—, 7] se puede escribir como

flz)= S :70 Zancosnm—i—bnsennx)
{an:% f(z)cosnx de con n=0,1,2---
siendo {
tbn:% f(z)sennz dr con n=1,2,3---

VWer Ejer. 8.25 en la Pag. 150 y Ejer. 8.29 en la Pag. 157
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Ahora bien, la funcién f(z) = |x| es par, ya que:
f(=z) =] - =] =z| = f(z)

por lo tanto, se trata de una serie de cosenos y los coeficientes pueden calcularse por el
método simplificado.

:z/ f(z)dx, an:z/ f(x) cosnx dx, b, =0
™ Jo ™ Jo

' 2 [T z{ﬁr 272
ap = — vdr=—|—| =—-— =7
T Jo TL2], 2w
2/7r
an = — x cosnx dr
0

hacemos la integral por partes:

rcosnr dr = sen na =
dv = cosnx dx p = SAnt

T sen nw sen nx T SennT = CosnT
— dx +

n n n?

con lo cual:

2 rx sennr = cosnriw 2 cosnmw cos0
an = — -+ = — 0 =
0 T

T n n2 n2

™2 ™2

2(cosnm —cos0)  2((-1)" —1) 0 si n es par

on2  sinesimpar
—4
= 7r(2n——1)2 paran=1,2,3---

De donde.

oo
I Z 4
|:L'\ = 5 — m COS(QTL - 1)1' =

n=1

E_é[cosx cos3az+cos5x+ ]
2 wl 12 32 52
La serie numérica pedida se obtiene de la obtenida, para * = 0, donde la funcién es

continua. Luego:

o0 oo
T 4 T 4
0f= 5_2_:17r(2n—1)2 0050—5—;; n—l
de donde: -
4 s
T P Y oy 2n —1)2 2
n=1
Con lo que resulta:
Z 2n +1)2 Zl 212 8

8.24 (Serie de Fourier). Desarrolla en serie de Fourier la siguiente funcidn periddica
de periodo 27
flx)==z —rm<z<m

(=n"
2n+1

n=0

Utiliza el resultado para calcular
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Solucion. La funcién f(x) satisface las condiciones del teorema de desarrollabilidad.
Ademds, la funcién f(z) es impar, luego se trata de una serie de senos, y los coeficientes
se pueden calcular por las férmulas reducidas. La serie sera de la formas:

o0
T = E b, sennx
n=1

los coeficientes seran:
2 T
ap =0, an,=0, y by= —/ x sennx dx
™
0

Calculamos la integral por partes

U= du = dx
T sennx dr = —cosnz | —
dv = sennz dx p = =8N

n

—x cosnT cosnx —x COSnNT = sennc
e, daj = + 3
n n n n
Luego
2 [—x cosnx sennz]”™ 2 (—m cosnmw sen nmw
bn = — t—| == —0+—5——0) =
s n n 0o T n n
2 2 —1)ntt
=—=cosnr=—=—(-1)" = QL
n n n

Por consiguiente, la serie de Fourier seré:

oo}
2
= ZZ(_I)nﬂsenn:U _9 (senx _sen2x +)
n=1

n 1 2

Esta igualdad tiene lugar para todos los x € (—m,7), sin embargo, en los extremos del
intervalo la funcién no es continua y el valor de la serie hay que calcularlo mediante la
media aritmética correspondiente, en este caso S(£m) = 0. Fuera del intervalo habrd que
tener en cuenta el valor correspondiente debido a la periodicidad.

us

La serie numérica dada la obtenemos haciendo =z = 3

T T T T
$*§:>S(§)*f(§) 5
luego,
T sen 5 7sen2§ sen 3% - - ( - 71 ) .
2-2( 7 5 3 =2(1-0 3+ =

y por lo tanto:

— (—1)" ( 11 ) T
= 1—— —_— — e = —
ZQn-i-l 315 1

n=0

8.25 (Serie de Fourier). Desarrollar en serie de Fourier’la funcion p(z) = |z
definida en (—m, 7| y extendida periddicamente. Utilizar ese desarrollo para calcular

1
2 Gy e

n=0
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Solucion. El desarrollo de Fourier de la extensién periddica de una funcién f(x) en el
intervalo (—, 7] se puede escribir como

0

|8

o0
+ Z(an cosnx + b, sennx)
n=1

1 ™
ran:;/ f(x)cosnx dr con n=0,1,2---

bn:l/ f(x)sennzxdr con n=1,23---
™ —T

Ahora bien, la funcién f(z) = |x| es par, ya que:

f=a) = | —2| = |z[ = f(2)

por lo tanto se trata de una serie de cosenos y los coeficientes pueden calcularse por el
método simplificado.

ao:%/ f(z)dz, an:g/ f(z) cosnzx dx, bn, =0
T Jo ™ Jo

2 [T 2 {:ﬁr 272
ag = — rder == |—| =—=m
T Jo TL2], 2

2 s
anp = — xcosne dx
T Jo

hacemos la integral por partes:

xcosnr dr = sen nx =
dv = cosnx dx v = SnE

xsennx sennx X sennx cosnx

n n n n?

con lo cual:

2 rx sennxr ~ cosnriT 2 cos nmw cos0

an == + 2] =2 o+ T —0- 5 =
T n n o T n n
_ 2(cosnm —cos0)  2((—=1)" —1) 04 si n es par -
mn? mn? —m2  sines impar
—4
= m paran=1,2,3---

De donde

m - 4
|$‘ = 5 — Z mcos@n — 1)(E =
_Eié[cosx C083£L‘+COS533+ ]
T2 xl 12 32 52
La serie numérica pedida se obtiene de la obtenida, para * = 0, donde la funcién es
continua. Luego:

T 4 T 4w 1
="-3" % _cos0=2-°-5" _—— _
=3 Z:lw(Qn—l)Q st =g W;(Qn—l)Q

2Ver Ejer. 8.23 en la P4g. 148 y Ejer. 8.29 en la Pag. 157
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de donde:

Con lo que resulta:

SERIES FUNCIONALES. SERIES DE FOURIER

4 oo
> 3

1 p—
— (2n — 1)? N

= 1 — 1 72
Z()(Zn—&—l)? ’Z:l (2n—1)2 8
8.26 (Serie de Fourier). Hallar la serie de Fourier de la funcién
flz) = z definida en (—m, 7] y extendida periddicamente. Utiliza ese desarrollo
oo N 1
para calcular Z_:O(—l) a1

Solucion. El desarrollo de la extensién periddica de una funcién f(z) en el intervalo (—, 7]

se puede escribir como:

ao
3 + Zl(an cosnz + by,

siendo

Ahora bien, la funcién f(z

por lo tanto, se trata de
método simplificado.

sennx)

T
an l/ f(x)cosnx dx con n=0,1,2---
™ —T

|
L
.

) = /7 es impar, ya que

1 T
—/ f(z)sennz dr con n=1,2,3---
L

f(=2) = —z/m = —(x/m) = —f(2)

una serie de senos y los coeficientes pueden calcularse por el

2 s
=an =0, bn:_/ f(z)sennz dx
T Jo

ao
de donde,
2 [Tz 2 [T
b, = — fsennxd:v:j x sen nx dx
T T T
0 0
Hacemos la integral por partes,
d u=zmx du = dx
rsennx dr = _ =
dv = sennx dx v = =N
—T cosnr CcosS T —ICcoSNT  Sennx
= — 4+ —  dx = 2
n n n n
con lo cual;
b — 2 [—xcosnx senmc]7T 2 [—ﬂcosnw+o] —2m cosnm
n = —& = — | — - =
w2 n n?2 lg w2 n m2n
—2cosnm  —2(—=1)"
™

™
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De donde,
T o= —2(— 1) sennm 2 o 1)t (=)™ sennx
2 {senx sen 2x i sen 3z ]
T 1 2 3

La serie numérica pedida se obtiene de la obtenida, para x = 7/2, donde la funcién
es continua, luego:

12 [sen(w/Z) _ sen2(r/2) n sen3(m/2)  send(m/2) } _

2 7 1 2 3 4

Il
3w
| |
—
|
=
+

L
|
=
+
—

de donde,

3
Il
<}

Con lo que resulta

8.27 (Serie de Fourier). Dada la funcidn, f(x) = © — |z| definida en el intervalo
[—m, 7|, determina el desarrollo de Fourier de su extensidn periddica y utilizalo para
oo
1

determinar la suma de la serie Z W
n —

n=1

Solucion. El desarrollo de Fourier de la extensién periédica de una funcién f(x) en el
intervalo (—, 7] se puede escribir como

t\3|SD

o0
E an cosnz + b, sennz), siendo

I{a":l/ f(x)cosnx dx con n=0,1,2---

1 ™
an;/ f(x)sennzx dr con n=1,23--

Ahora bien, la funcién f(z) = 7 — |z| es par, ya que:
flmr) =7 —|—z|=nm—|z| = f(z)

por lo tanto se trata de una serie de cosenos y los coeficientes pueden calcularse por el
método simplificado.

:g/ f(z)dzx, an:g/ f(z) cosnzx dz, bn =0
T Jo ™ Jo

de donde:
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hacemos la integral por partes:

U=mT—2x du = —dz
/(W—x)cosnxdx—{ dv = cosnx dz } p = senne }_

_ (m—x)sennx n / senne (m —x)sennx  cosnz

n n n n?

con lo cual:

@, — 2 |:(7T—$) sen nx cosnm} 2 [07 cosnm 04 COSO]

™ n n? o T n2 n2
2(—cosnmw +cos0)  2(—(—-1)"+1) 2 si n es par B
mn? mn? —m2  sines impar
4
= m paran=1,2,3---
De donde.

s — 4
n=

z_'_é [cosx n cos 3 n cos bx +]
2wl 12 32 52

Nota: También podiamos haber hecho el desarrollo de Fourier de la funcién g(z) = |z|, y
hubiéramos obtenido, de una manera mas facil

[e'e]

m 4
|| = 5~ Z “@n -1 cos(2n — 1)z

n=1

y, a partir de él, obtener el desarrollo de f(xz) = m — |z|, por simple resta. En efecto,

T — 4 T — 4
W—$|_W—<§—Zlmcos(2n—l)x> :§+ZIWCOS(QTL—1)(E
n= n=

La serie numérica pedida se obtiene de la obtenida, para x = 0, donde la funcién es
continua. Luego:

T e 4 T4 1
—ol=2 " cos0=Z4 = -
=0l 2+2:7r(2n—1)2COb 2+7TZ(211—1)2

n=1 n=1

de donde:

]

4 & 1 T
=D DY e Ak it

n=1

Con lo que resulta:
oo 2
T

T
(2n—1)2 8

n=1
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8.28 (Serie de Fourier). Utilizando el desarrollo de Fourier de la extension periddica
de la funcion f(z) = €® en el intervalo [—m, ), probar que

2.senhm |1 <=/ (=1)" 1"
ewzylgtz_:l(( )" cosna — ML

T T2 Sennxﬂ Vo e(—m,m)
n n

o0
1
Ademas, utilizar la igualdad anterior para calcular
, : y > e
k4 —x r _ -z
(Indicacion: coshx = i; senhy = = —°%

Solucion. El desarrollo de Fourier de la extensién periédica de una funcién f(z) en el
intervalo [—m, ) se puede escribir como

~ o E
f(z) ~ =5 an coSNT + by sen nx)
1 ™
1A = — f(x)cosnx dx con n=0,1,2---
T —T

[ f(x)sennzx dr con n=1,23---
{ L -

) ni par ni impar, los coeficientes han de calcularse por la forma general

ﬂ'z 1 ar _1 T -\
/_we dxfg[e ]7W7;(e —e ")

™

e’ cosnx dr =

Al no ser f(x

-2 1@

an = — f(x)cosnxd;r:l/
T ) . ™

-

Calculamos esta integral por partes (dos veces).

> d u=e" du = e* dzx
e’ cosnx dr = =
dv = cosnzx dx SR

v = o
e’ sennr 1 >
= ——— — — [ e"sennzdx
n n

> u=-e" du = e*dx
e’ sennxdr = =
dv = sennx dx

—cosnx
= —
n

—e® cosnx 1 -
=———+ — [ e cosnxdx
n n

Con lo cual aparece nuevamente la integral que querfamos calcular. La pasamos al primer
miembro y la sumamos con la existente

» e“sennr  €° cosnx 1 »
e’ cosnxdr = + — — [ e cosnzdx
n n

n2
Pasando esta integral al primer miembro y operando se tiene

n®+1 - e”(n sennz + cosnx)
5 e’ cosnxdr = 5
n n
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luego

- e’ (n sennx + cosnx)
e’ cosnxdr = 5
n? 41

de donde resulta,

1 [ez(n sennx + cosn:v)}7T

- n?+1 -
- e"(n sennm + cosnmw) —e " (—n sennm 4 cosnw)| =
=2 1=
_ 2(—1)"senhm
w(n?+1)
Andlogamente,
1 [7 1 (7
by = — f(;r:)sennxdx:—/ e’ sennx dr =
) . L -

Calculamos esta integral por partes (dos veces).

» d u=-e" du = e* dz
e’ sennrdr = s =
dv = sennz dx p = =S8 nT

n
e’ cosnr 1 ©
=———+4 — [ e cosnxdzr

n n

> d u=e" du = e*dx
e” cosnrdr = . =
dv = cosnx dx p = SAnt

n
e“ sennx 1 -
= ——— — — [ e'sennxdx

n n

Con lo cual aparece nuevamente la integral que queriamos calcular. La pasamos al primer
miembro y la sumamos con la existente

® e cosnx  e”sennw 1 "
e’ sennxdr = — + 3 -— e sennx dx
n n n

Pasando esta integral al primer miembro y operando se tiene

n?+1 @ e®(—n cosnx + sennx)
e’ sennx dr =
n? n?

luego

ac e”(—n cosnx + sennz)
e’ cosnxdr = 5
n?+1

de donde resulta,

b, = 1 [em(—n Cosmc—l—sennz:)}7T
n T n2 +1 .
= m [e”(fn cosnm +sennm) —e " (—n cosnm — sen n7r):| =

—2n(-1)"senhw

m(n?+1)

Sustituyendo los coeficientes en la serie de Fourier resulta

7T(7L2+1) COSTLI‘+WSGH7’L$:

o senh 7 n f: 2(—1)"senh —2n(—1)" senh 7
T
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2-senhm |1 = [ (=1)" n(—1)"
:f {§+Z<1+n2 COSNT — 1102 sen nx

n=1

que se cumple Vx € (—m, ).

Para encontrar la serie numérica dada, hacemos x = 7 con lo cual eliminamos todos
los senos de la serie de Fourier y al mismo tiempo eliminamos la alternancia de signos de
los términos a,. Pero con esta sustitucion hay que tener en cuenta que se realiza en un
punto de discontinuidad, luego el valor de la serie se obtiene de la media aritmética de los
valores laterales de la funcién, es decir,

fr)+f(r) _ete”

= = = h
S(m) ) 5 coshm

de donde

coshm = @ {% +Z <£;11):2 (—1)n —O)} =

Y despejando la serie pedida resulta

Zoo: 1 77rcosh7r_lil( T _1)
_11—|—n2 " 2senhm 2 2 \tanhw

8.29 (Serie de Fourier). Desarrollar en serie de Fourier’la funcion p(x) = |z
definida en (—m,w] y extendida periddicamente. Utilizar ese desarrollo para calcular

1
> e

n=0

Solucion. El desarrollo de Fourier de la extensién periédica de una funcién f(x) en el
intervalo (—, 7] se puede escribir como

0

|8

+ Z(an cosnx + b, sennx)
n=1

{an:l/ f(z)cosnx dr con n=0,1,2---
T™J_=
siendo 1
1 ™
kbn:—/ f(x)sennzxdr con n=1,23---
L

Ahora bien, la funcién f(z) = |z| es par, ya que:
f(=z) = | —a| = |z] = f(=)

por lo tanto se trata de una serie de cosenos y los coeficientes pueden calcularse por el
método simplificado.

ao:g/ f(z)de, an:g/ f(x) cosnx dx, bn, =0
T Jo ™ Jo

de donde:

3Ver Ejer. 8.23 en la P4g. 148 y Ejer. 8.25 en la Pag. 150
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2 [T 2[;52}” 27?
ag = — zdr=—|—| =———=7
T Jo T2 o 2

2/’T
Ay = — x cosnx dx
0

hacemos la integral por partes:

rcosnx dr = sen na =
dv = cosnx dx p = Seant

T senn sennx T sennr — cosnx
= — dx +

n n n?

con lo cual:

2 rx sennxr = CcoOsSnNTT 2 cosnm cos(
an == + 2 :—[0+ - 2]:
m n n o n
~ 2(cosnmw —cos0)  2((-1)"—1) 0 si n es par
an? mn? n2  sinesimpar
—4
= m paran=1,2,3---

T > —4 7w 4 [cosx cos3xr  cosbx
_ - _ m—1 —- - _ =
ol =5 -2 r@n e s Dr=5-2 { 2 T e T }

La serie numérica pedida se obtiene de la obtenida, para = 0, donde la funcién es
continua. Luego:

[e9]

T —4 4 — 1
|0|7§_Z7T(2n—1)2C0807 _;Z(Qn—l)2

n=1 n=1

NS

de donde: -
4 1
T Z (2n—1)2

n=1

ol

Con lo que resulta:
2

— 1 - 1 ™
Z;)(Qn—&—l)Q _Z:I(Zn—l)2 -8

Ejercicios propuestos del Capitulo 8

Soluciones en la pagina 161
A. Relacion de ejercicios minimos

8.1. Determinar el campo de convergencia de las siguientes series de potencias:

3

2n

b)Y nla" c) 2(71)“2—”

Saw-2r p Yy e
n=0

n

a)

[M]¢
SN|H

3
Il
=

3

&
WK
3|8

S

3
Il
—
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8.2. Sumar las siguientes series expresandolas en términos de funciones elementales:

n

a) Z(niS)! b > (n+1)(n+2)"

n=0

8.3. Probar que las series trigonométricas

1
Z(—l)" COZ;W Z sqelr\l/r%m Z m(cos nx — sennc)

son uniformemente convergentes.

8.4. Calcular las series de Fourier de las siguientes funciones de periodo 27:

_Jo n [—m —7/2)U (7/2,7] oz
J(@) *{ L en [n/2n g@) =2 en [-mm]

8.5. Desarrollar en serie de Fourier la funcién de periodo 2:

2

[ 2P 4mx si x€[-m(]
fla) = { e —z° si  x €0,

Aplicar dicho desarrollo para obtener la suma de la siguiente serie numérica:

|
Z (=1) (2n +1)3

B. Relacién de ejercicios adicionales

Problemas resueltos del Capitulo 8

Problemas propuestos del Capitulo 8

Soluciones en la pagina 162

8.1.






Soluciones a los ejercicios y
problemas propuestos

Capitulo 7. Series Numeéricas

Ejercicios de la seccién 7.1. Sumatorio (pag. 3)
7.1.1. a) 10400

Ejercicios de la seccién 7.2. Definiciones (pig. 17)
10
(n+3)(n+4)

Ejercicios de la seccién 7.3. Criterios ce convergencia (pag. 41)
7.3.1.

Ejercicios de la seccién 7.4. Suma de series (pag. 55)

7.4.1.

Soluciones a los ejercicios propuestos del Capitulo 7 (pag. 84)

721 a)ar=1,a,= ; b) Convergente, S = 3.

7.1. a) Div. (an — 1/2); b) Div. (div-con=Div);

Soluciones a los problemas propuestos del Capitulo 7 (pag. 85)
7.1, €73

7.2. 2

Capitulo 8. Series funcionales

Ejercicios de la seccién 8.1. Definiciones (pég. 90)

8.1.1.

Ejercicios de la seccién 8.2. Series de potencias (pag. 113)
8.2.1.

Ejercicios de la seccién 8.3. Series de Fourier (pdg. 129)

oo

sen(2n + 1)z — (-1)" «
8.3.1. ~ —_— —_——
1) ZO 1 Z;) n+1 4
T 4= cos(2n + 1)z > 1 m?
8.3.2. N -4 — -
@) 2+7TZ_:0 2n+1)2 ;(2n+1)2 8

Soluciones a los ejercicios propuestos del Capitulo 8 (pag. 158)

161
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8.1.
Soluciones a los problemas propuestos del Capitulo 8 (pig. 159)
8.1.
8.2.
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