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2.6  SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON 
COEFICIENTES CONSTANTES MEDIANTE EL METODO DE LOS OPERADORES 
 
En esta sección aprenderemos a resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. A estos 
sistemas los llamaremos sistemas lineales. El tema abarca el estudio de los sistemas lineales de 
primer orden, así como de orden superior, con dos o más funciones desconocidas, en casos 
homogéneos y no homogéneos. Todos los sistemas lineales que se tratan en este tema son de 
coeficientes constantes. Debido a esto, es posible utilizar el método de los operadores 
diferenciales para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes 
constantes. El método se basa en la eliminación que se utiliza para la resolución de sistemas de 
ecuaciones algebraicas. En el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, el método de 
eliminación reduce el sistema a una sola ecuación diferencial de orden n con coeficientes 
constantes en términos de una de las variables. 
 
Para aplicar el método es necesario expresar el sistema en términos del operador diferencial D. 
Veamos algunos ejemplos de cómo expresar un sistema lineal en términos de “D”. 
 
Ejemplo 1. Escriba los sistemas dados en términos del operador diferencial D. 
 

7][427'42
32][532'5)
=+→=+
=−→=−

yDxyx
yxDyxa

 

 

0][30'3
02])[1(02')

=+→=+
=+−→=+−

yDxyx
yxDyxxb

 

 

0][])[(0'''''
0][4][0'4'')

22

2

=++→=++

=−→=−

yDxDDyxx
yDxDyxc

 

 

0])[1(][0'''''
0])[1(])[(0'''')

23

2

=++→=++

=+++→=+++

yDxDyyx
yDxDDyyxxd

 

 

0][0'
0][0'

0][0')

=++→=++
=++−→=++−

=++→=++

zDyxzyx
zyDxzyx

zyxDzyxe
 

 

0])[1(
06])[2(62')

=−+→−=′
=+−→−=

yDxxyy
yxDyxxf

 

 

0]['
0])[2(2')

=+→=
=+−→−=

yDxxy
yxDyxxg

 

Observe que los sistemas expresados en términos del operador diferencial están escritos en la 
forma general. La notación matricial para un sistema escrito en términos de D involucra una 



Ecuaciones diferenciales. Profesor Bogart Méndez 
2/27 

matriz cuyos elementos son operadores diferenciales. Por esta razón, a esa matriz se le llama 
matriz operacional. Veamos algunos ejemplos de notación matricial de sistemas expresados en 
términos de D. 
 
Ejemplo 2. Exprese en notación matricial los sistemas siguientes: 
 

 

 
La parte izquierda del sistema puede escribirse como el  producto matricial de la matriz 
operacional por el vector solución: 
 

{ {

homogéneos
 no términos

deVector 
F        

solución
Vector 

X    

sistema del
" escoeficient de matriz" 

o loperaciona Matriz
A                  

23

2

0
0

)1(
)1()(









=

















+
++

y
x

DD
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444 3444 21

 

 
Observe que la matriz del sistema contiene operadores diferenciales. Por esta razón se le llama 
matriz operacional, ya que puede interpretarse como un operador que opera sobre un vector cuyos 
componentes son funciones. 
 

0][
0][

0][)

=++
=++−

=++

zDyx
zyDx

zyxDb
       

{ {
FXA

z
y
x

D
D

D
















=
































−⇒

0
0
0

11
11
11

4434421

 

 
Al escribir los sistemas en forma matricial en términos de D, notamos que la notación matricial 
para el caso de sistemas escritos en la forma normal, es distinta. Esto se debe a que para ese caso 
particular existe notación especial que es la que se estudió en el tema anterior. 
 
Note que todos los operadores diferenciales que aparecen en las matrices de los ejemplos 
anteriores, son de coeficientes constantes. Ahora que sabemos como expresar un sistema lineal 
con coeficientes constantes en términos del operador diferencial D, y en forma matricial, 
comenzaremos a resolver sistemas de ecuaciones diferenciales. Primero veremos el caso 
homogéneo. 
 
 
 
 

     0])[1([x]               
0])[1(])[()

23

2

=++

=+++

yDD
yDxDDa
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2.6.1 Solución de sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes 
 
Para la resolución de los sistemas usaremos el método de eliminación. El método opera al revés 
que en el caso del tema anterior en donde se expresaba una ecuación diferencial de orden n como 
un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden con n ecuaciones. Para ilustrar el método 
de eliminación considere el siguiente ejemplo.   
 
Ejemplo 3. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales por el método de 
eliminación. 
 

0'3
02'

=+
=+−

yx
yxx

 

 
Se trata de un sistema lineal homogéneo de primer orden con coeficientes constantes. Para 
empezar a resolverlo primero expresamos el sistema en términos del operador diferencial “D”. 
 

02])[1( =+− yxD                                                                                                                          (1) 
 

0][3 =+ yDx                                                                                                                                  (2) 
 
Ahora aplicamos la eliminación en forma parecida a como se resuelve un sistema de ecuaciones 
algebraicas. En este caso podemos eliminar a la función y(t) al multiplicar la primera ecuación 
por el operador “D”, la segunda por -2 y luego sumarlas: 
 
[ ] 0][2])[1(02])[1( =+−==+− yDxDDyxDD                                                                           (1) 

 
[ ] 0][26            0][32       =−−==+− yDxyDx                                                                           (2) 

 
                                       0006])[1( =+=−− xxDD                                                                     (3) 
 
La ecuación (3) que resulta es una ecuación diferencial lineal homogénea de coeficientes 
constantes en términos de la función x(t): 
 

0])[6(
06])[(
06])[1(

2

2

=−−

=−−

=−−

xDD
xxDD
xxDD

 

 
 La ecuación auxiliar de esta ecuación es: 
 

0)2)(3(062 =+−⇒=−− λλλλ  
 
Las raíces son: 2,3 21 −== λλ  y por lo tanto la función x(t) es: 
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tt ecectx 2
2

3
1)( −+=  

 
Ahora necesitamos encontrar la función y(t) para conocer la solución completa del sistema. Para 
encontrar a y(t) tenemos dos opciones. La primera es resolver al sistema y eliminar a x(t) para 
resolver a y(t): 
 

[ ]
[ ]

06y-1)[y]-D(D                                                         
0])[1(])[1(30][3)1(  

06])[1(302])[1(3

=
=−+−==+−

=−−−==+−−
yDDxDyDxD

yxDyxD
 

 
La ecuación diferencial resultante es: 
 

0)2)(3(06  :esauxiliar ecuación su y    0])[6( 22 =+−⇒=−−=−− λλλλyDD  
 
Las raíces son: 2,3 21 −== λλ  por lo tanto la función y(t) es: 
 

tt ececty 2
4

3
3)( −+=  

 
Las constantes 43 cyc  no necesariamente son iguales a 21 cyc  encontradas para la función 
x(t). Sin embargo, dado que se trata de un sistema con dos ecuaciones diferenciales de primer 
orden, se tendrá una constante por cada ecuación. Para encontrar la relación entre las constantes 

4321 ,,, cccc , sustituimos las funciones x(t) y y(t) encontradas en una de las ecuaciones del 
sistema. Tomemos la ecuación dos ya que es la más sencilla: 
 
( ) ( ) 03 2

4
3

3
2

2
3

1 =+++ −− tttt ececDecec   
 

02333 2
4

3
3

2
2

3
1 =−++ −− tttt ecececec                                                                                           (A) 

 
Puesto que las funciones tt ee 23 , −  son linealmente independientes en cualquier intervalo (ya que 
son los elementos de un conjunto fundamental de soluciones de una ED lineal homogénea de 
coeficientes constantes), entonces la combinación lineal expresada en (A) debe cumplirse solo 
para el caso en que las constantes sean todas cero, esto es, 

( ) ( )

22442

11331

2
42

3
31

2
4

2
2

3
3

3
1

2
32/3023

3/3033
02333

02333

ccccc

ccccc
eccecc

ecececec
tt

tttt

=−−=⇒=−

−=−=⇒=+∴
=−++

=−++
−

−−

 

 
Entonces la función y(t) es: 

tt ececty 2
2

3
1 2

3)( −+−=  
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La solución del sistema  
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
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−
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ecec

ecec
X

y
x

D
D
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2

3
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2
2

3
1

2
3   es    

0
0

3
2)1(

. 

 
El vector X es la solución general del sistema, en el sentido en que cualquier solución del sistema 
puede expresarse de esta forma. 
 
Una forma más sencilla de encontrar la función y(t) una vez conocida x(t), es utilizar el sistema 
para obtener una ecuación para y(t) en términos de x(t) y x’(t). 
 
Por ejemplo, al despejar a y(t) de la ecuación (1) del sistema obtenemos: 
 

xxy
2
1'

2
1

+−=  

 
y sustituyendo aquí la expresión obtenida para x(t) obtenemos: 
 

( )

tt

tttt

tttt

ececty

ececececty

ececececty

2
2

3
1

2
2

3
1

2
2

3
1

2
2

3
1

2
2

3
1

2
3)(

2
1

2
1

2
3)(

2
1

2
123

2
1)(

−

−−

−−

+−=

+++−=

++−−=

  

 
El resultado es el mismo que el encontrado con el procedimiento largo. 
 
Ahora comprobamos la solución obtenida. Para esto aplicamos la matriz operacional al vector 
solución obtenido: 
 









=









−+−
+−−

=










−−+
+−−−−

=














+−

+







 −

−−

−−

−−

−−−

−

−

0
0

3333
3333

                                            

3333
3223

2
3

3
2)1(

2
2

2
2

3
1

3
1

2
2

2
2

3
1

3
1

2
2

3
1

2
2

3
1

2
2

3
1

2
2

3
1

2
2

3
1

2
2

3
1

2
2

3
1

tttt

tttt

tttt

tttttt

tt

tt

ecececec
ecececec

ecececec
ecececececec

ecec

ecec

D
D

 

  
El vector X satisface al sistema, por lo que es solución del mismo. 
 
En general el procedimiento utilizado para resolver el ejemplo 3 funciona para cualquier sistema 
lineal de orden n con coeficientes constantes. Veamos algunos ejemplos de orden superior. 
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Ejemplo 4. Resolver el sistema     
0'''''

0'4''
=++

=−
yxx

yx
 

 
Primero escribimos el sistema en notación de operadores: 
 

0][])[(
0][4][

22

2

=++

=−

yDxDD
yDxD

  

 
Ahora eliminamos a la función y(t) del sistema: 
 
[ ]
[ ] ( )

( ) 0][44                                     

0][4][40][])[(4
0][4][0][4][

23

2222

232

=++=

=++==++

=−==−

xDDD

yDxDDyDxDD
yDxDyDxDD

 

 
 
La ecuación diferencial resultante en términos de x(t) es: 
 
( ) 0][44 23 =++ xDDD  
 
Su ecuación auxiliar es: 
 

2
2

)4)(1(4164
044;0044 32

2
1

23 −==⇒
−±−

=⇒=++=⇒=++ λλλλλλλλλ

 
Entonces la función x(t) es: 
 

tt tececctx 2
3

2
21)( −− ++=  

 
Para encontrar la función y(t) utilizamos el sistema para expresar a y(t) en términos de x(t) y sus 
derivadas. Para esto observe que de la primera ecuación del sistema podemos despejar a y’(t) y 
luego integrar para obtener y(t): 
 

4

4

'
4
1)(

'
4
1''

4
1''

4
1''''40'4''

cxty

cxdtxyxyxyyx

+=∴

+==⇒=⇒=⇒=− ∫
 

 
donde la derivada de x(t) es: 
 

ttt ectecectx 2
3

2
3

2
2 22)(' −−− +−−=  

 
Entonces: 
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4
2

3
2

3
2

24 4
1

2
1

2
1'

4
1)( cectececcxty ttt ++−−=+= −−−  

 
La solución general del sistema es: 

 
Observe que la solución general contiene cuatro constantes ya que resolvimos un sistema de dos 
ecuaciones diferenciales de segundo orden. 
 
Ahora comprobamos que la solución obtenida satisface el sistema. Para la comprobación 
necesitamos las segundas derivadas de x(t) y y(t), por lo que enseguida las calculamos. 
 

ttttttt ectececectececectx 2
3

2
3

2
2

2
3

2
3

2
3

2
2 4442424)('' −−−−−−− −+=−+−=   

 

Sabemos que )(''
4
1)(' txty = , entonces: 

 

ttttttt

ttt

tecececectecececty
ectececty

2
3

2
3

2
2

2
3

2
3

2
3

2
2

2
3

2
3

2
2

232222)(''

)('
−−−−−−−

−−−

−+−=+−+−=

−+=
 

 
Sustituyendo en el sistema: 
 

( ) ( )tttttt ectececectececyx 2
3

2
3

2
2

2
3

2
3

2
2 44440'4'' −−−−−− −+−−+==−

 

       0444444 2
3

2
3

2
3

2
3

2
2

2
2 =+−−+−= −−−−−− tttttt ecectectececec  

 
Se satisface la primera ecuación. Derivemos la segunda. 
 

( ) ( )
( )

  0                       
34                         

224224                      

232                         

224440'''''

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
2

2
2

2
2

2
3

2
3

2
2

2
3

2
3

2
2

2
3

2
3

2
2

=
++−

−−+−−=

−+−+

+−−+−+==++

−−−

−−−−−−

−−−

−−−−−−

ttt

tttttt

ttt

tttttt

ececec
tectectecececec

tececec
ectececectececyxx

 

 
Se satisface la segunda ecuación. Hemos comprobado que la solución encontrada satisface al 
sistema. 
 
Ahora veamos un ejemplo de orden 3. 

Solución. 
4

2
3

2
3

2
2

2
3

2
21

4
1

2
1

2
1)(

)(

cectececty

tececctx

ttt

tt

++−−=

++=

−−−

−−

 



Ecuaciones diferenciales. Profesor Bogart Méndez 
8/27 

Ejemplo 5.  Resuelva el sistema 
0'''''

0''''
=++
=+++

yyx
yyxx

 . 

 
Primero escribimos el sistema en notación de operador: 
 
( ) ( )

( ) 0][1][
0][1][

23

2

=++

=+++

yDxD
yDxDD

 

 
Ahora eliminamos a y(t) del sistema: 
 

[ ]
[ ]

[ ] 0][1)(DD-D)1)(D(D                                                              

  01)[y]1)(D(D-          1)[x](D       0])[1(][)1(
0])[1)(1(])[)(1(0])[1(])[()1(

322

2323

22222

=+++

=+++−==+++−

=+++++==++++

x

DyDxDD
yDDxDDDyDxDDD

 

 
La ecuación auxiliar de la ED resultante es: 
 

101
00

0

2

1
2

34234

−=⇒=+
=⇒=+

=−−+++

λλ
λλλ

λλλλλλ

 

 
La función x(t) es: 
 

tecctx −+= 21)(  
 
Ahora para encontrar a y(t) eliminamos a x(t) del sistema ya que no podemos obtener una 
expresión para y(t) utilizando las ecuaciones del sistema. 
 

[ ]
[ ]

[ ] 0][1)(DD-1))(D(D                                                              

  01)[y]D)(D(D         D)[x](D       0])[1(][)(
0])[1(])[(0])[1(])[(

322

2223232

32323

=+++

=++++==+++

=+−+−==+++−

yD

DyDxDDD
yDDxDDDyDxDDD

 

 
La ecuación auxiliar de la ED resultante es: 
 

0)1()1)(( 322 =+−++ λλλλλ  
 
 

101
00

0

2

1
2

34324

−=⇒=+
=⇒=+

=−−+++

λλ
λλλ

λλλλλλ
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Entonces la función y(t) es: 
 

teccty −+= 43)(  
 
Sustituimos x(t) y y(t) en una ecuación del sistema para encontrar la relación entre las constantes. 
Usaremos la primera ecuación. 
 

ttt

ttt

ectyectyecty
ectxectxectx

−−−

−−−

−==−=

−==−=

444

222

)(''';)('';)('

)(''';)('';)('
 

 
Sustituyendo: 
 

00'''' 343422 =⇒++−−==+++ −−−− ceccecececyyxx tttt  
 
Aplicaremos la segunda ecuación del sistema ya que aún falta por determinar la expresión para 

4c . 
 

24244342 2
1020''''' ccecececcececyyx ttttt =⇒=−=+++−==++ −−−−−  

Entonces la solución general del sistema es: 

 
Notamos que la solución general solamente tiene dos constantes aún cuando el sistema de 
ecuaciones diferenciales cuenta con una ecuación de tercer orden. En estos casos cuando el 
número de constantes que tendrá la solución general no es evidente, es posible recurrir al 
determinante de la matriz operacional del sistema, ya que el grado del polinomio diferencial del 
sistema indica el número de constantes de la solución general. El procedimiento es el siguiente. 
  
La matriz operacional del sistema es: 
 

[ ]
[ ]

0])[1)(2(])[1)(2(                                                                        

0])[1)(1(])[1)(2(0])[1(])[2()1(
0])[1)(1(])[1)(2(0])[1(])[2()1(

2

22

222

=+−−−−−

=+−−−−−==+−+−−−−

=+−−++−−−==−+−−+−

xDDDxDD
yDDDxDDyDDxDD

yDDDxDDDyDxDDD
    

 
Haciendo operaciones con el polinomio diferencial del sistema: 
 

DDDDDDDDADP +=−−+++== 234324det)(  
 

Solución. 
t

t

ecty

ecctx

−

−

=

+=

2

21

2
1)(

)(
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El grado del polinomio diferencial es dos, lo que indica que la solución general del sistema tiene 
dos constantes. Esto concuerda con el resultado obtenido al resolver el sistema. 
Ahora comprobamos la solución obtenida. 
 

tt ectyecty −− =−= 22 2
1)('';

2
1)('  

 
Sustituyendo x(t) y y(t) en el sistema: 
 

0
2
1

2
10'''''

0
2
1

2
10''''

222

2222

=++−==++

=+−−==+++

−−−

−−−−

ttt

tttt

ecececyyx

ececececyyxx
 

 
La solución satisface al sistema. 
 
Hasta ahora solo hemos resuelto sistemas con dos ecuaciones y  dos incógnitas. El método de 
eliminación también puede aplicarse para sistemas con más incógnitas, como veremos en el 
siguiente ejemplo. 
 

Ejemplo 6. Resuelva el sistema 
.33'

2'
3'

zyxz
zyxy
zyxx

−+=
−+=
−+=

    

 
Primero escribimos el sistema en notación de operadores. 
 

0])[1(33
0])[2(

0])[3(

=++−−
=+−+−

=+−−

zDyx
zyDx

zyxD
 

 
Ahora utilizamos las dos primeras ecuaciones para eliminar a z(t) y luego tomamos las dos 
ultimas para hacer lo mismo. 
 

[ ]
0])[2(0])[2(

0])[3(0])[3()1(
=+−+−→=+−+−

=−+−−==+−−−
zyDxzyDx

zyxDzyxD
 

                                             0])[2(])[3( =−++−−− yDyxxD                                                 (A) 
 
 

[ ]
[ ]

03])[2)(1(3])[1(                                                    
01)[z](D-             3y                       30])[1(33)1(

0])[1(])[2)(1(])[1(0])[2()1(

=+−++++−
=++==++−−−

=++−+++−==+−+−+

yyDDxxD
xzDyx

zDyDDxDzyDxD
                        (B) 
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El sistema en términos de x(t) y y(t) se forma con las ecuaciones resultantes A y B: 
 

03])[2)(1(3])[1(
0])[2(])[3(

=+−++++−
=−++−−−

yyDDxxD
yDyxxD

 

 
Arreglando: 
 

0])[1(])[2(
0])[1(])[2(

2 =+−+−−

=−+−−

yDDxD
yDxD

                                                                                                  (c) 

 
Ahora eliminamos a y(t) de este sistema: 
 

[ ]
[ ]

0])[1)(2(])[1)(2(                                                                        

0])[1)(1(])[1)(2(0])[1(])[2()1(
0])[1)(1(])[1)(2(0])[1(])[2()1(

2

22

222

=+−−−−−

=+−−−−−==+−+−−−−

=+−−++−−−==−+−−+−

xDDDxDD
yDDDxDDyDDxDD

yDDDxDDDyDxDDD
 

 
La ED resultante está solamente en términos de x(t): 
 

[ ]

sentectecectx

iii

xDDD
xDDDD

ttt
32

2
1

32

2
1

22

2

cos)(

1,1;
2

21

2
42

)1(2
)2)(1(442

022-2;

02)-22)(--(  :esauxiliar ecuación  La               0])[22)(2(
0][)1()1()2(

++=∴

−=+=
−

±=

−
−±−

=
−

−−−±−
=⇒=−+=∴

=+=−+−−

=+−−−−

λλλ

λλλλ

λλλ

 

 
Ahora eliminamos x(t) del sistema (c) para obtener a y(t). 
 

[ ]

0])[1(])[1(                                                   

0])[1(])[2(0])[1(])[2(
0])[1(])[2(0])[1(])[2()1(

2

22

=+−+−−

=+−+−−→=+−+−−

=−−−==−+−−−

yDDyD

yDDxDyDDxD
yDxDyDxD

 

 
La ecuación diferencial resultante es: 
 

0][][)( 2 =+−++− yyDyDyyD  
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02][2][2 =+− yyDyD  
 

Su ecuación auxiliar se escribe:  i±=
−±

=⇒=+− 1
2

)2(442
0222 λλλ   

 
Entonces la función buscada es: 
 

sentectecty tt
54 cos)( +=  

 
Para encontrar la relación entre los sistemas utilizaremos las ecuaciones del sistema (c), sumando 
las dos ecuaciones para obtener y’’(t) en función de x(t). Primero calculamos las derivadas: 
 

xxty

sentectecty
sentectectecsentectecsentecsentectecy

sentectectecsentecty
sentectectecsentecectx

tt

tttttttt

tttt

etttt

4'2)(''

:es (c) de ecuaciones lassumar  al resulta que  x(t)de sen término (t)'y' deexpresión  la Ahora

2cos2)(''

coscoscoscos''

coscos)('

coscos2)('

45

55554444

5544

3322
2

1

−=

−=

+++−+−−−=

+++−=

+++−=

  

 
Sustituyendo tenemos: 
 

teccsentecc
tecccsentecccsentecte

sentectecec
sentectectecsentececsentectec

tt

tttt

ttt

ttttttt

cos)22()22(                               

cos)422()422(2cos2c

)4cos44(                                 

)2cos2cos224(2cos2

3232

23233245

32
2

1

3322
2

145

+−+−−=

−++−+−=−

−−−

+++−=−

 

 

324324

235235

)(22

cos)(2cos2

cccsenteccsentec
ccctecctec

tt

tt

+=⇒+−=−

−=⇒−=
 

 
Entonces las funciones x(t) y y(t) son: 
 

senteccteccty
sentectecectx

tt

ttt

)(cos)()(

cos)(

2332

32
2

1

−++=

++=
 

 
Aún falta encontrar a z(t). Para esto tomamos la segunda ecuación del sistema original y 
despejamos a z(t): 
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'2)( yyxtz −+=  
 
Sustituyendo en esta ecuación tenemos: 
 

      sen       )ec-(c-cost)ec-(c-cost)ec(c-sent)(         

)(2cos)(2cos)(
t

23
t

23
t

3232

233232
2

1

+++

−+++++=
t

ttttt

ecc
senteccteccsentectecectz

 

 
       cost      )ec(c-sent)( )(cos)(cos)( t

2332233232
2

1 −++−+++++= tttttt eccsenteccteccsentectecectz
 

cost  e c-cost   e csent   e csent   ec          

sent ecsent coscoscos)(
t

3
t

2
t

3
t

2

t
233232

2
1

+++

−+++++= tttttt ectectecsentectecectz  

 
  

sentectecectz ttt
32

2
1 3cos3)( ++= z 

 
Finalmente escribimos la solución general del sistema: 

 
La comprobación del ejercicio anterior se deja al lector. Puede realizar la comprobación en 
maple, como se hizo aquí para verificar el resultado obtenido. 
 
Ahora que ya sabemos resolver sistemas lineales homogéneos, veremos el caso no homogéneo. 
 
2.6.2 Solución de sistemas lineales no homogéneos con coeficientes constantes. 
 
El método de eliminación utilizado en el tema anterior para sistemas homogéneos se aplica igual 
para el caso no homogéneo, con la única diferencia de que las ecuaciones diferenciales 
resultantes del proceso de eliminación, son no homogéneas y deben resolverse por los métodos 
aprendidos en capítulos anteriores. Comenzaremos con los ejemplos de aplicación. 
 

Ejemplo 7.  Resuelva el sistema  
1''
5''

=++
=−+

yyx
xyx

  . 

 
Escribimos el sistema en notación del operador. 
 

1])[1(][
5][])[1(

=++
=+−

yDxD
yDxD

 

 
Eliminamos a y(t) del sistema: 

Solución. 
sentectecectz

senteccteccty
sentectecectx

ttt

tt

ttt

32
2

1

2332

32
2

1

3cos3)(

)(cos)()(

cos)(

++=

−++=

++=
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[ ]
[ ]

]1[5]5[][])[1(                                         

]1[])[1(][1])[1(][     
]5)[1(])[1(])[1)(1(5][])[1()1(

22

2

DDxDxD

DyDDxDyDxDD
DyDDxDDyDxDD

−+=−−

−=+−−==++−

+=++−+==+−+

 

 
La ecuación diferencial resultante es: 
 

5)(5)(5][][ 22 −=⇒=−⇒=−− txtxxDxxD  
 
En este caso la función x(t) es constante y se encontró en forma directa sin necesidad de aplicar 
algún método para resolver la ED no homogénea. En los ejemplos siguientes veremos que no 
siempre es así de sencillo. 
 
Para encontrar a y(t) despejamos a y’(t) de la primera ecuación del sistema: 
 

0'
055'

)5()5(5'

: tenemos x(t)doSustituyen

'5'

=
−−=

−−+=

−+=

y
y

dt
dy

xxy

 

 
Una vez conocidos x(t), x’(t), y’(t), podemos sustituir en la segunda ecuación del sistema para 
encontrar a y(t): 
 

1)(
100
1''

=
=++
=++

ty
y
yyx

 

 
Entonces la solución general del sistema es: 

 
En este caso la solución se encontró muy fácilmente. Veamos más ejemplos. 
 

Ejemplo 8. Resuelva el sistema  
4
3;32/242432 22

22
2 =−−=⇒−=−∴ −− cceec tt  . 

 
 

Solución.  
1)(

5)(
=
−=

ty
tx
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Escribimos el sistema en notación del operador: 
 

sentyDxD
yDxD

=−+−
=++

])[1(])[1(
0][])[2(

 

 
Eliminamos a y(t) del sistema: 
 

[ ]
[ ]

                                                         
cos])[1(])[2)(1(                                                         

][])[1(])[1(])[1(])[1(
0])[1(])[2)(1(0][])[2()1(       

txDDxDD
tsenDyDDxDDsentyDxDD

yDDxDDyDxDD

−=−−+−
−=−−−−==−+−−
=−++−==++−

 

La ecuación resultante es: 
 
 

txxtxxtxD

txDDDDD

cos
2
1'cos2'2cos])[22(

cos])[22( 22

−=−⇒−=−⇒−=−

−=+−−−+
 

 
La ED resultante es lineal no homogénea de primer orden. Entonces su solución general es: 
 

[ ]∫ += − cdttQtttx )()()()( 1 µµ  
 
Tenemos que: 
 
 

[ ] [ ]

∫ −

−−

−−

−=∴

−===∴

=∫=

∫=⇒−=−=

tdtetxt

tetQttxedtxtd

eet

etttQtP

t

tt

tdt

dttP

cos
2
1)()(

cos
2
1)()()()()(

)(

)(cos
2
1)(,1)(

)(

µ

µµ

µ

µ

 

La integral resultante la evaluamos mediante una tabla de integrales: 
 
 

( )
∫ +

+= 22
coscos

na
nsenunuaenudue

au
au  

 
Tenemos que: 
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( )

tu

csenttesenttetdten

a

t
t

t

=

+−=
+−

−=−⇒=

−=

−
−

−∫ cos
4
1

2
)cos(

2
1cos

2
11

1

 

 
Entonces la solución de la ecuación diferencial es: 
 

t

ttt

tt

t

cesentttx

cesentteetx

etcsenttettx

csenttetxt

+−=

+−=

=



 +−=

+−=

−

−−−

−

4
1cos

4
1)(

)(cos
4
1.)(

)(  donde   ,)(cos
4
1)()(

)(cos
4
1)()(

11 µµ

µ

 

 
Para encontrar a y(t) despejamos a y’(t) de la primer ecuación del sistema: 
 

xxty 2')(' −−=  
 
Calculando )(' tx : 
 

tcetsenttx +−−= cos
4
1

4
1)('

 

Sustituyendo en  )(' ty : 
 

1

1

3
4
1cos

4
3)(

3cos
4
1

4
3)(

)(')(3cos
4
1

4
3)('

2
2
1cos

2
1cos

4
1

4
1)('

ccesenttty

cdtectdtsentdtty

dttytycetsentty

cesenttcetsentty

t

t

t

tt

+−−−=

+−−=

=⇒−−=

−+−−+=

∫ ∫ ∫

∫
 

 
Ahora para encontrar la relación entre las constantes sustituimos en una ecuación del sistema: 
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   0csentcsentcsent
4
1sent

4
3                              

3
4
1cos

4
3

4
1cos

4
1                                

3cos
4
1

4
3cos

4
1

4
1''

111

1

=⇒=+=++=

++++−+−

−−++−−==−−+

ccesenttcesentt

cetsentcetsentsentyxyx

tt

tt

 

 
Entonces la solución general del sistema es: 
 

 

Ejemplo 9. Resuelva el sistema  te
y
x

D
D 2

2

2

1
7

15
31 −








−
=

















−
+

 . 

 
Las ecuaciones a utilizar son: 
 

t

t

eyDx
eyxD

22

22

])[1(5
73])[1(
−

−

=−+

−=++
 

 
Eliminando a y(t) del sistema tenemos: 
 

[ ]
[ ]

tt

tt

tt

eeDxxDD
eyDxeyDx

eDyDxDDeyxDD

22222

2222

22222222

3]7)[1(15])[1)(1(                                               

3])[1(315])[1(5)3(
]7)[1(])[1(3])[1)(1(73])[1()1(

−−

−−

−−

−−−=−+−

−=−−−==−+−

−−=−++−=−=++−

 

 
Manipulando la ED resultante: 
 

ttt eeexxxD 2224 372815][ −−− −+−=−−  
 

texD 24 24])[16( −−=−                                                                                                                     (1) 
 
La ecuación diferencial no homogénea resultante (A), la resolvemos mediante el método de 
coeficientes indeterminados ya que en este caso es aplicable dada la forma del término no 
homogéneo. 
 
El operador anulador de  tetq 224)( −−=  es A = D+2. Aplicando A a la ecuación (1) tenemos: 
 

Solución.  
t

t

cesenttty

cesentttx

3
4
1cos

4
3)(

4
1cos

4
1)(

−−−=

+−=
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ii

xDD
eDtqAxDDxAL t

2,2,2,2,20)2)(2)(4)(2(
0)4)(4)(2(

0)16)(2(0])[16)(2(
]24)[2()]([])[16)(2(][

54321
2

22

44

24

−==−==−=⇒=+−++

=+−+

⇒=−+⇒=−+

−+==−+= −

λλλλλλλλλ

λλλ

λλ
 

 
La función x(t) es: 
 

tsenctcectecectx ttt 22cos)( 54
2

3
2

2
2

1 ++++= −−  
 
La solución de la ED homogénea asociada de (1) es: 
 

tsenctcecectx
i

tt
n 22cos)(

2,2,2
0)4)(2)(2()4)(4(0)16(

54
2

1
2

3

321

2224

+++=

±=−==⇒
=++−=+−⇒=−

−

λλλ
λλλλλλ

 

 
Entonces la forma de la solución particular de x(t) es: 
 
  t

p tectx 2
2)( −=  

Esta solución debe satisfacer a (1), es decir,  qxL p =][ , entonces: 
 

tt
p etecDxL 22

2
4 24])[16(][ −− −=−=  

 
Tenemos que: 
 
[ ]
[ ]
[ ]
[ ] tttttt

tttttt

tttttt

ttt

ectececectectecD
ectececectectecD

ectececectectecD
ectectecD

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

4

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

3

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2

2
2

2
2

2
2

321624816

128848

44224

2

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−

−=−−=

+−=++−=

−=−−=

+−=

 

tttt
p eecectecxL 22

2
2

2
2

2 24163216][ −−−− −=−−=∴  
 

4
3;32/242432 22

22
2 =−−=⇒−=−∴ −− cceec tt  

 
Rescribiendo la solución general de x(t) tenemos: 
 

ttt tetsenctcecectx 2
43

2
2

2
1 4

322cos)( −− ++++=  
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Para encontrar a y(t) utilizamos la primera ecuación del sistema: 
 

tt eetytx 2)()( −+=+  
 
Calculando las derivadas de x(t): 
 

ttttt

tttt

eetetsenctcecectx

etetctsencecectx

222
43

2
2

2
1

22
43

2
2

2
1

2
3

2
33242cos444)(''

4
3

2
32cos22222)('

−−−−

−−−

−−+−−+=

+−+−−=
 

 
Sustituyendo en y(t): 
 

 

tttt

ttt

ttttttt

etetsenctcececty

tetsenctcecec

eeetetsenctcececety

22
43

2
2

2
1

2
43

2
2

2
1

2222
43

2
2

2
1

2

3
4

4
522cos

3
5

3
5)(

4
12

3
12cos

3
1

3
1

3
1-         

2
3

2
1

2
12

3
42cos

3
4

3
4

3
4

3
7)(

−−−

−−

−−−−−−

−−++−−=

−−−−

−++−++−−−=

 

 
Entonces la solución general del sistema es: 

 
En este ejemplo fue posible utilizar el método de los coeficientes indeterminados para resolver 
las ecuaciones diferenciales no homogéneas resultantes del proceso de eliminación. Esto fue 
posible ya que la forma de los términos no homogéneos se restó para la aplicación del método de 
coeficientes indeterminados. Cuando esto no sea posible, deberá aplicarse el método de variación 
de parámetros para resolver las ecuaciones diferenciales resultantes. Veamos el siguiente 
ejemplo. 
 
Variación de parámetros. 

Ejemplo 10.  Resuelva el sistema 
1'
sec'
=+
=−

yx
tyx
 . 

 
Escribiendo el sistema en notación de operador tenemos: 
 

1][
sec][

=+
=−

yDx
tyxD
 

 

Solución.  
tttt

ttt

etetsenctcececty

tetsenctcecectx

22
43

2
2

2
1

2
43

2
2

2
1

3
4

4
522cos

3
5

3
5)(

4
322cos)(

−−−

−−

−−++−−=

++++=
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Eliminando a y(t) del sistema: 
 
 
[ ]

1][sec][D                                  

1][       1][
][sec][][sec][

2

2

+=+

=+→=+
=−==−

tDxx
yDxyDx

tDyDxDtyxDD
 

 
La ED resultante es: 
 
 

1.sec''1.sec])[1D ( 2 +=+→+=+ tgttxxtgttx                                                                         (1) 
 
La ED homogénea asociada es: 
 

iix −==→=+→=+ 21
22 ,0)1(0])[1D ( λλλ  

 
La solución de la ED homogénea es: 
 

{ } { }senttxxBsentctctxn ,cos,;cos)( 2121 ==+=  
 
Entonces la solución particular de uno, de acuerdo con el método de variación de parámetros está 
dada por: 
 

sentvtvtxp 21 cos)( +=  
 
El Wronskiano del conjunto  { }sentt,cos  es: 
 

 [ ] 1cos
cos

cos
,cos 22 =+=

−
= tsent

tsent
sentt

senttw  

 
Las funciones )(),( 21 tvtv  están dadas por: 
 

1.sec)( donde

],[
)()(                

],[
)()(

21

1
2

21

2
1

+=

=
−

= ∫∫

tgtttq

dt
xxw
xtqtvdt

xxw
xtqtv

 

 
Sustituyendo en las expresiones de 21 vyv  tenemos: 
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sentttdttgtdtdtttgtttv

tgttttv

sentdtdtttgtv

sentdttgtdt
t

sentdtsenttgtttv

+=+=
+

=

−+=

++−=−−=

−−=+−=

∫∫∫

∫∫
∫∫∫

seclncos
1

cos)1.(sec)(

cos)(

costtgt)(
cos1

)1.(sec)(

2

1

2
1

1

 

 
Entonces la solución particular )(txp  es: 
 

tsentttgtttx

tsentsettgttttttx

p

p

secln.cos)(1)(

secln..coscoscos)( 22

+−+=

++−+=
 

 
La solución general de (1) es: 

 
 
Para encontrar y(t) utilizamos la primera ecuación del sistema: 
 

txy sec'−=  
 
Derivando a x(t): 
 

tttgtsentttsenttttgtttsenttcsentctx 2
21 sec.coscossecln.cos).sec.(coscos)(' −++−+++−=  

ttgtsentttsenttttgtsenttcsentctx sec.cossecln.cos.cos)(' 21 −++−+++−=  
 
Sustituyendo en y(t): 
 

( ) ( ) tttcsenttgttcty sec2cos1secln20)( 21 −+++−+−  
 
La solución general de este sistema es: 

 
  

Solución.   1cos)(secln.cos)( 21 +−+++= ttgtttsentsentctctx  

Solución.  
tttcsenttgttcty

ttgtttsentsentctctx

sec2cos)1secln()2()(

1cos)(secln.cos)(

21

21

−+++−+−=

+−+++=
 



Ecuaciones diferenciales. Profesor Bogart Méndez 
22/27 

En este problema llegar a la solución general fue algo laborioso, a pesar de que el sistema 
resuelto es muy sencillo. Esto muestra las complicaciones que pueden obtenerse cuando los 
términos no homogéneos del sistema toman formas difíciles. 
 
Ahora veamos algunos problemas de valores iniciales para sistemas lineales. 
 
Problemas de valor inicial. 
 
Ejemplo 11. Resuelva el siguiente problema de valores iniciales    
 

1)1(,0)1(4'
5'

==−=
−−=

yxyxy
yxx

 

 
Para resolver el problema primero debemos encontrar la solución general del sistema y luego 
evaluar las condiciones iniciales para obtener la solución particular buscada. 
 
Escribiendo el sistema en notación de operador tenemos: 
 

0])[1(4
0])[5(
=++−

=++
yDx

yxD
 

 
Eliminando a y(t) del sistema: 
 
 

[ ]
[ ]

  04])[5)(1(                                                        
0])[1(4                       0])[1(4)1(
0])[1(])[5)(1(0])[5()1(

=+++
=+−==++−−
=++++==+++

xxDD
yDxyDx
yDxDDyxDD

 

 
La ED resultante es: 
 

0])[96(
045][6][

04])[56(
04])[55(

2

2

2

2

=++

=+++

=+++

=++++

xDD
xxxDxD

xxDD
xxDDD

 

 
Su ecuación auxiliar es: 
 
( ) 3,30)3)(3(096 21

2 −=−=⇒=++⇒=++ λλλλλλ  
 
Entonces la función buscada es: 
 

tt tecectx 3
2

3
1)( −− +=  
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Ahora despejamos a y(t) del sistema: 
 

xyty 5')( −−=  
 
Derivando x(t): 
 

ttt ectecectx 3
2

3
2

3
1 33)(' −−− +−−=  

 
Sustituyendo en y(t): 
 

ttt

ttttt

ectececty
tececectececty

3
2

3
2

3
1

3
2

3
1

3
2

3
2

3
1

22)(

5533)(
−−−

−−−−−

−−−=

−−−+=
 

 
Entonces la solución general del sistema es: 

 
Ahora evaluamos las condiciones iniciales para encontrar a 21 cyc . 
 

1)1(,0)1( == yx  
 

00)(0)1( 2121
33

2
3

1 =+⇒=+⇒=+= −−− cccceececx                                                      (A) 
 

3
2121

33
2

3
2

3
1 321)32(122)1( ecccceecececy =−−⇒=−−⇒=−−−= −−−−                        (B) 

 
Ahora resolvemos el sistema de ecuaciones formado por A y B: 
 

3
1

3
2

3
2

3
22

3
22

21

;32;3)(2
ec

ecececcecc
cc

=∴

−=⇒=−=−=−−−∴

−=

 

 
Sustituyendo  21 cyc  en la solución general del sistema: 
 

tttttt

tttt

eteeeeeteeety
teeeteeetx

333333333333

33333333

22..2.2)(
..)(

−−−−−−

−−−−

++−=++−=

−=−=
 

 
La solución particular buscada es: 
 
 
 

Solución.
ttt

tt

ectececty
tecectx

3
2

3
2

3
1

3
2

3
1

22)(

)(
−−−

−−

−−−=

+=
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Coeficientes indeterminados. 
 

Ejemplo 12. Resuelva el problema de valores iniciales  
0)0(23'
0)0(1'

=+−=
=−=

yyxy
xyx

 . 

 
Escribiendo el sistema en notación de operador: 
 

 
0])[2(3

1][
=−+

−=−
yDx

yxD
 

 
Eliminando a y(t) del sistema: 
 

[ ]

]1)[2(3])[2(                                       
0])[2(3                0])[2(3      

]1)[2(])[2(])[2(1][)2(

−−=+−
=−+==−+

−−=−−−=−=−−

DxxDD
yDxyDx

DyDxDDyxDD
 

 
La ED resultante es: 
 

23'2''2])[32(
23])[2(

2

2

=+−⇒=+−

=+−

xxxxDD
xxDD

 

 
Se trata de una ED no homogénea. La solución de su ED homogénea asociada está dada por las 
raíces de la ecuación auxiliar: 
 
 0322 =+− λλ  
 

tsenectectx

iii

tt
n 22cos)(

21,21
2

222
2

82
2

)3(442

21

21

+=

−=+=⇒±=−±=
−±

= λλλ
 

 
La solución particular de la ED no homogénea la obtenemos con el método de los coeficientes 
indeterminados: 
 

Solución. 
tt

tt

teety
teetx

3333

3333

2)(
)(

−−

−−

+−=

−=
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3
2)(

3
2c2 3                

2])[32(][

)(22cos)(

21,21,00)32(0])[32(

0]2[])[32(

33

2

3213

321
22

2

=⇒=⇒==

=+−=∴

=⇒++=

−=+==⇒=+−⇒=+−

==+−

txc

xDDxL

ctxtsenectecctx

iixDDD

DxDDD

p

pp

p
tt

λλλλλλ

 

 
La función x(t) está dada por :)()()( txtxtx pn +=  
 

3
222cos)( 21 ++= tsenectectx tt  

 
Despejando a y(t) de la primera ecuación del sistema tenemos: 
 

1')( += xty  
 
Calculando )(' tx : 
 

tsenectectectsenectx tttt 22cos22cos22)(' 2211 +++−=  
 
Sustituyendo en y(t): 
 

122cos22cos22)( 2211 ++++−= tsenectectectsenecty tttt  
 
Aplicando las condiciones iniciales para obtener una solución particular: 
 

23
1

3
1

3
3

3
22;012

3
2        

01)0()0cos(2)0cos(
3
2)0(2

3
2)0(

3
20

3
2)0()0cos()0(

222

0
2

0
2

00

1
0

2
0

1

−=⇒−=−==++−=

=+++−=

−=⇒=++=

ccc

senececeseneY

Csenececx

 

 
Entonces la solución particular buscada es: 
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En este tema hemos visto que el método de eliminación es muy útil para resolver sistemas 
lineales homogéneos y no homogéneos con coeficientes constantes de primer orden y orden 
superior, con dos o más funciones incógnitas. El método es relativamente sencillo de aplicar y 
como todos los métodos, tiene limitaciones. El método no puede aplicarse cuando el 
determinante de la matriz operacional del sistema es igual a cero. 
 
A este tipo de sistemas se les llama degenerados. Un sistema de este tipo puede tener un número 
infinito de soluciones o no tener solución. Cuando nos enfrentamos a un sistema de este tipo lo 
que se debe hacer es tratar de obtener una expresión en términos de las funciones incógnitas, que 
exprese la forma de las soluciones. Veamos algunos ejemplos de sistemas degenerados. 
 
Sin solución. 
 

Ejemplo 13. Resuelva el sistema      
1'''

1'''
−=+

=+
yx
yx

 . 

 
Escribiendo el sistema en forma matricial: 
 
  









−

=















1

1
2

2

y
x

DD
DD

 

 
Calculando el determinante de la matriz operacional del sistema: 
 

0.. 22 =− DDDD  
 
El determinante es cero por lo que el sistema puede tener infinidad de soluciones o no tener 
solución. En este caso notamos que el sistema es contradictorio y por lo tanto no tiene solución, 
es decir, el sistema es inconsistente. 
 
Infinidad de soluciones. 
 

Ejemplo 14. Resuelva el sistema  






−
=
















++
−− −

t

t

e
e

y
x

DD
DD

3
3

22
11 2

 . 

 
El determinante de la matriz operacional del sistema es cero: 
 

Solución. 
1)2(

23
1)2cos(

3
1)2cos(

3
2)2(2

3
2)(

3
2)2(

23
1)2cos(

3
2)(

+−−−=

+−−=

tsenetetetsenety

tsenetetx

tttt

tt
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0)2)(1()2)(1( =+−−+− DDDD  
 
En este caso el sistema no es contradictorio, por lo que tiene infinidad de soluciones. Para obtener 
una expresión que dicte la forma de estas soluciones, usaremos las ecuaciones del sistema para 
obtener una expresión en términos de x(t) y y(t)  sin que sus derivadas intervengan. Las 
ecuaciones del sistema son: 
 

t

t

eyyxx
eyyxx
32'2'

3'' 2

=+++

−=−+− −

 

 
Si multiplicamos por (-1) a la primera ecuación y luego la sumamos a la segunda obtenemos: 
 

[ ]

tt

tt

tt

eeyx
eyyxxeyyxx
eyyxxeyyxx

3333                                           

32'2'32'2'
3'3'')1(

2

22

+=+

=+++⇒=+++

=+−+−=−=−+−−

−

−−

 

 
La ecuación resultante es: 

 
Entonces todas las soluciones del sistema deben satisfacer esta ecuación. Las soluciones así 
obtenidas serán todas linealmente independientes entre sí.  

Solución.  tt eetytx 2)()( −+=+  


