LA LOGICA PROPOSICIONAL

Las reglas de derivacién que se han introducido en el capitulo precedente, son véli-
das para cualquier férmula que podamos formar con el lenguaje de la 16gica propo-
sicional. Aunque claro, por ahora lo tinico que sabemos sobre las posibles férmulas
del lenguaje es que, a partir de los 4&tomos proposicionales podemos usar conectivos
l6gicos para crear férmulas l6gicas compuestas. Esto ha sido intencional, pues el ob-
jetivo del capitulo anterior era entender la mecénica de las reglas de la deduccién
natural. Es importante recordar la validez de estos patrones de razonamiento, antes
de abordar la logica proposicional como un lenguaje formal.

Consideren este caso, una aplicacién de la regla de derivacion (— e):

1. p — q premisa
2. p premisa

3. g (—e)1,2

su aplicacion es vélida atin si substituimos p V —r por py gconr — p:

1. pV-r— (r—p) premisa
2. pV -r premisa
3. r—p

Esta es la razén por la cual escribimos las reglas de prueba como esquemas de
razonamiento, donde los simbolos griegos se usan como meta variables que pueden
ser substituidas por férmulas del lenguaje.

Ahora debemos precisar lo que queremos decir por cualquier férmula del lenguaje.
Lo primero que necesitamos es una fuente no acotada de variables proposiciona-
les: p,q,7,... 0 p1,p2,P3, ... La cuestion del si tal conjunto es infinito no deberia
preocuparnos. El cardcter no acotado de la fuente es una forma de confrontar que
si bien, normalmente necesitaremos una gran cantidad finita de proposiciones para
describir un programa de computadora, no sabemos de antemano cuantos vamos a
necesitar. Lo mismo sucede con los lenguajes naturales, como el espafiol. La canti-
dad de frases que puedo expresar en espafiol es potencialmente infinita, pero basta
escuchar a los presentadores de noticias de la television para saber que podemos
usar una cantidad potencialmente finita de ellas.

Que las férmulas de nuestra logica proposicional deben ser por tanto cadenas de
caracteres formadas a partir del alfabeto:

{p/q’r/“'}U{plrerp?y/"'}U{_‘/ /\/ \// _>/</)}

es una observacion trivial, que no provee la informacién que necesitamos. Por ejem-
plo, (—) y pq — son cadenas construidas a partir de este alfabeto, aunque no tienen
sentido en la légica proposicional. Necesitamos especificar cuales de esas cadenas
son férmulas bien formadas.

Definicién 4.1 (Férmula bien formada). Las formulas bien formadas (fbf) de la 16gica
proposicional son aquellas, y solo aquelas, que se obtienen aplicando finitamente las reglas
de construccion siguientes:

Meta variables

Variables
proposicionales

Alfabeto
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1. Todo dtomo proposicional p,q,t,... Y p1, P2, P3,- - - es una férmula bien formada.

2. Si ¢ es una férmula bien formada, también lo es (—¢).

3. Si ¢y ¢ son fbf, también loes (¢ N ).
4. Si ¢y ¢ son fof, también loes (¢ V ).
5. Si ¢y ¢ son fbf, también lo es (¢ — ).

Este es el tipo de reglas que le gusta a las computadoras. Una férmula es bien
formada si es posible deducir tal cosa con las reglas anteriores. De hecho, las defi-
niciones inductivas de las férmulas bien formadas de un lenguaje son tan comunes
que suelen expresarse en un formalismo disefiado ad hoc para este propoésito, las
gramaéticas en notacién Backus-Naur * (BNF). La definicién anterior se expresa de
manera mds compacta como una gramatica BNF:

¢ = pl=o)[(@AP) (Ve[ — @) (4.1)
donde p denota cualquier &tomo proposicional y cada ocurrencia de ¢ a la derecha
del simbolo ::= denota una férmula bien formada previamente construida.

Ejemplo 4.1. ;Cémo podemos probar que la cadena (((—p) A q) — (p A (g V (=r))))
es una fbf? Afortunadamente, la gramdtica de la definicién 4.1 satisface el principio de
inversion: aunque la gramdtica permite la aplicacién de cinco cldusulas, solo una de ellas
se ha aplicado a lo iltimo. En nuestro caso la ltima cldusula aplicada fue la cinco dado
que la formula es una implicacion con ((—p) A q) como antecedente y (p A (q V (—r)))
como conclusion. Siguiendo el principio de inversion podemos ver que el antecedente es
una conjuncion (cldusula tres) entre (—=p) y q, donde el primer operando es una negacién
(cldusula 2) de p que es una fbf (cldusula uno); al igual que q. De igual forma podemos
proceder con el consecuente de la expresion original y demostrar que ésta es una fbf.

Los paréntesis en estas expresiones suelen confundirnos un poco, aunque son ne-
cesarios pues reflejan el hecho de que las férmulas tienen una estructura de arbol,
como se muestra en la figura 4.1. Observen que los paréntesis se vuelven innecesa-
rios en esa estructura, pero son necesarios sin linearizamos el drbol en un cadena
de caracteres.

Probablemente la forma maés facil de saber si una expresion es una férmula bien
formada, sea analizando su arbol sintactico. En la figura 4.1 podemos observar que
la raiz del drbol es una implicacién, de manera que la expresién en cuestion es, a
su nivel mds alto una implicacién. Ahora basta probar recursivamente que los sub-
arboles izquierdo y derecho son también férmulas bien formadas. Observen que las
férmulas bien formadas en el arbol o bien tienen como raiz un dtomo proposicio-
nal; o un operador con el nimero adecuado de operandos. Esto ilustra el caracter
inductivo de la gramatica definida para la l6gica proposicional.

Pensar en términos de drboles sintacticos ayuda a visualizar algunos conceptos
estandar de la légica proposicional, por ejemplo, el concepto de sub-férmula. Dada
la expresién del ejemplo 4.1, sus sub-férmulas son aquellas que corresponden a
los sub-adrboles de la figura 4.1. Esto incluye las hojas p y q que ocurren dos veces;
asi como r. Luego (—=p) y ((—p) A g) en el sub-drbol izquierdo de la implicacién.
Asi como (—r), (p V (=r)) y ((p A (g V (=p)))) en el sub-arbol derecho de la
implicacién. El arbol entero es un sub-arbol de si mismo. Asi que las nueve sub-
férmulas de la expresién son:

°P
°q

er

John Backus nos dio otros regalitos: Fortran, Algol y los principios de la programacién funcional expre-
sados en su lenguaje FP.
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Figura 4.1: El arbol sintactico de la férmula bien formada del ejemplo 4.1.

Ejemplo g.2. Consideren el drbol de la figura 4.2 ;Porqué representa una formula bien
formada? Todas sus hojas son dtomos proposicionales: p dos veces; q y r una. Todos sus nodos
internos son operadores l6gicos (— dos veces, N\, V y — ) y el niimero de sus sub-drboles es
el correcto en todos los casos (un sub-drbol para la negacion, dos para los demds operadores).
La expresion linearizada del drbol puede obtenerse recorriendo el drbol de manera en orden *:

(=(p Vv (g = (=p))) V1)

Ejemplo 4.3. El drbol de la figura 4.3 no representa una formula bien formada. Hay dos
razones para ello: primero, las hojas A y —, lo cual puede arreglarse diciendo que el drbol
estd parcialmente construido; sequndo, y definitivo, el nodo para el dgtomo proposicional p
no es una hoja, es un nodo interno.

41 SEMANTICA

En el capitulo anterior desarrollamos un célculo del razonamiento que nos permite
verificar si las inferencias de la forma ¢y, ¢2,..., ¢, = ¢ son vélidas, lo cual quiere
decir que a partir de las premisas ¢, ¢, . . ., ¢ podemos concluir 3. En esta seccién
abordaremos otra faceta de la relacién entre las premisas y la consecuencia de las
inferencias, conocida como consecuencia l1égica. Para contrastar, denotaremos esta
relacién como:

P1 02 Pu =

2 También es posible obtener representaciéon en pre-orden, como las usadas en Lisp, o post-orden; cam-
biando el recorrido del arbol.

Consecuencia légica
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Figura 4.2: Otro ejemplo de un arbol sintdctico de una férmula bien formada.

La consecuencia logica se basa en los valores de verdad de las proposiciones
atémicas que ocurren en las premisas y la conclusién; asi como la forma en que
los operadores 16gicos manipulan estos valores de verdad. Pero ;Qué es un valor
de verdad? Recuerden que los enunciados declarativos que representan las propo-
siciones atémicas se corresponden con la realidad, decimos que son verdaderos;
mientras que cuando este no es el caso decimos que son falsos.

Si combinamos los enunciados declarativos p y g con un conectivo 16gico como
A, entonces el valor de verdad de p A g esta determinado por tres aspectos: el valor
de verdad de p, el valor de verdad de g y el significado de A. El significado de
la conjuncién captura la observacién de que p A g es verdadera si y sélo si (ssi)
p y q son ambas verdaderas; de otra forma p A g es falsa. De forma que, desde
la perspectiva de A todo lo que debemos saber es si p y q son verdaderos. No
es necesario saber que es lo que dicen p y g acerca del mundo. Esto también es
el caso para el resto de los operadores l6gicos y es la razén por la cual podemos
computar el valor de verdad de una expresién con solo saber el valor de verdad de
las proposiciones atémicas que ocurren en ella. Formalicemos estos conceptos:

Definicién 4.2 (Valores de verdad). El conjunto de valores de verdad contiene dos ele-
mentos T y F donde T representa verdadero, y F falso.

Definicién 4.3 (Modelo). Un modelo o valuacién de una férmula ¢ es una asignacion de
valores de verdad a las proposiciones atémicas que ocurren en ¢.

Ejemplo 4.4. La funcion que asigna T +— q y F +— p es un modelo de la férmula p vV —q.

Podemos pensar que el significado de la conjuncién es una funcién de dos ar-
gumentos. Cada argumento es un valor de verdad y el resultado de la funcién es
también un valor de verdad. Podemos especificar esto en una tabla, llamada tabla
de verdad de la conjuncién (Ver cuadro 4.1).

La tabla de verdad de la disyuncién se muestra en el cuadro 4.2. La de la impli-
cacion se muestra en el cuadro 4.3.

Tabla de verdad
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Figura 4.3: El arbol sintdctico de una expresiéon que no es una férmula bien formada.

PAY

oo e
R | N
oo 1| >

F
Cuadro 4.1: La tabla de verdad de la conjuncién (A).

Observen que, como cada argumento puede tener dos valores de verdad, el na-
mero de combinaciones posibles es 2" donde 1 es el ntiimero de argumentos del
operador. Por ejemplo, ¢ A i tiene 22 = 4 casos a considerar, los que se listan en la
tabla de verdad del cuadro 4.1. Pero ¢ A ¢ A x tendria 23 = 8 casos a considerar.

La seméntica de la implicacién (Cuadro 4.3) es poco intuitiva. Piensen en ella
como una relaciéon que preserva la verdad. Es evidente que T — F no preserva la
verdad puesto que inferimos algo que es falso a partir de algo que es verdadero.
Por ello, la entrada correspondiente en la tabla de verdad de la implicacién da
como salida falso. También es evidente que T — T preserva la verdad; pero los
casos donde el primer argumento tiene valor de verdad F también lo hacen, porque
no tienen verdad a preservar dado que el supuesto de la implicacién es falso.

Si la semdntica de la implicacion sigue siendo incomoda, consideren que, al me-
nos en cuanto a los valores de verdad se refiere, la expresién ¢ — 1 es una abre-
viatura de —¢ V . Las tablas de verdad pueden usarse para probar que cuando la
primer expresién mapea a verdadero, también lo hace la segunda. Esto quiere decir
que ambas expresiones son semanticamente equivalentes. Aunque claro, las reglas
de la deduccién natural tratan a ambas férmulas de manera muy diferente, dado
que su sintaxis es bien diferente.

La tabla de verdad de la negacién se muestra en el cuadro 4.4. Observen que en
este caso tenemos 2! = 2 casos que considerar. También pueden definirse tablas de
verdad para la contradiccién y su negacién: L — Fy T +— T.

Ejemplo 4.5. ;Cual es el valor de verdad de la expresion —p A q — p A (q V —r), si
el modeloes F +— q, T — py T — r? Una de las ventajas de nuestra semdntica es que
es composicional. Si sabemos los valores de verdad de —p A qy p N (q V —r), entonces
podemos usar la tabla de verdad de la implicacion para saber el valor de verdad de toda la
expresion. De tal forma que podemos recorrer el drbol sintdctico de la expresion en forma
ascendente para computar su valor de verdad. Primero, sabemos el valor de las hojas dado

Equivalencia
semdntica

Semdntica
composicional
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Cuadro 4.2: La tabla de verdad de la disyuncién (V).

Py o=y
T|T T
T|F F
FI|T T
F|F T

Cuadro 4.3: La tabla de verdad de la implicacién (— ).
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el modelo inicial. Puesto que el valor de verdad de p es verdadero, el valor de —p es falso,
q es falsa y la conjuncién de falso y falso da falso. De forma que el lado izquierdo de la
conjuncién evaliia a falso. Para el lado derecho tenemos que el modelo inicial asigna a r
el valor de verdad verdadero, de forma que —r es falso. La disyuncién de q que tiene un
valor falso, con falso, da falso. Y la conjuncién de p, cuyo valor es verdadero con falso, da
falso. Finalmente, la implicacion de dos valores de verdad falsos, da verdadero. La figura 4.4
ilustra la propagacién de valores de verdad por este drbol sintdctico, como se ha explicado en

el ejemplo.

)
. (O

@F
oNo!

/@

F

Figura 4.4: La evaluacién de una férmula légica a partir de su arbol sintactico, dado un

modelo inicial.

Ejemplo 4.6. Construya la tabla de verdad de la expresion (p — —q) — (g V —p):
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|9
T| F
F| T

Cuadro 4.4: La tabla de verdad de la negacion (—).

p——q|qV-p|(p——q) — (qV-p)

s s
SRR I R

J
S = om o
N m oS o

—
T
F
T
T

T R B
48T

4.2 INDUCCION MATEMATICA

A la edad de ocho afios, Gauss se aburria en clase y no prestaba la atencién debida
a su profesor. Como es de imaginarse, al pequefio se le impuso un castigo que
consistia en sumar los ntimeros del uno al cien. Un burdo rumor dice que Gauss 3
respondid 5050 a los pocos segundos de haber sido castigado, para sorpresa de su
profesor ;Cémo logré Gauss librarse tan facilmente del castigo? Quizé sabia que:

1
142+434+4+---+n = 2Q%Ll (4-2)
de forma que:
100(101
1+2+43+4+---4+100 = 42%—2
= 5050

La induccién matematica nos permite probar que la ecuacion 4.2 se sostiene para
valores arbitrarios de n. De manera mas general, podemos decir que nos permi-
te probar que todo niimero natural satisface cierta propiedad. Supongamos que
tenemos una propiedad M que creemos es verdadera para todo nimero natural.
Escribimos M(5) para denotar que la propiedad es verdadera para 5. Supongamos
ahora que sabemos lo siguiente de M:

1. Caso base: El ntimero natural 1 tiene la propiedad M, es decir, tenemos una
prueba de que M(1).

2. Paso inductivo: Si n es un niimero natural que asumimos tiene la propiedad
M(n), entonces podemos probar que # + 1 tiene la propiedad M(n +1); es
decir, tenemos una prueba de que M(n) — M(n+1).

Definicién 4.4. El principio de induccion matemdtica dice que, basados en estas dos piezas
de informacion, todo mimero natural n tiene la propiedad M(n). Al hecho de suponer M(n)
en el paso inductivo, se le conoce como hipdtesis de la induccion.

(Porqué tiene sentido este principio? Tomemos cualquier ndmero natural k. Si k es
igual a 1, entonces usando el caso base podemos probar que k tienen la propiedad
M(1). En cualquier otro caso, podemos usar el paso inductivo aplicado a n = 1
para inferir que 2 = 1+ 1 tiene la propiedad M(2). Podemos hacer esto usando la
eliminacién de la implicacién ( — e) puesto que sabemos que 1 tiene la propiedad
en cuestion. Igualmente podemos probar M(3) y asi hasta llegar a k. Regresemos al
ejemplo de Gauss.

3 Lo que no es un rumor, es su precocidad: terminé sus Disquisitiones Arithmeticae a los 21 afios.

Induccion
matemdtica
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Teorema 4.1. Lasumade1 +2+3+4+---+nesigual an(n+1)/2 para todo niimero
natural n.

La prueba es como sigue: Denotamos por LIE, el lado izquierdo de la igualdad,
1+2+3+4+---+n;ypor LDE, el lado derecho de la igualdad n(n +1)/2 para
todon > 1.

o Caso base: Si n = 1 entonces LIE; = 1 (solo hay un sumando), que es igual a
LDE; =1(1+1)/2=1.

e Paso inductivo: Asumamos que LIE, = LDE,. Recuerden que este supuesto
es llamado hipétesis inductiva; es la guia de nuestro argumento. Necesitamos
probar que LIE, .1 = LDE, 1, estoes, que 1 +2+3+4+---+(n+1)es
igual que (n+1)(((n+1) +1)/2). La clave estd en observar que la suma de
1+2+3+4+---4+ (n+1) no es otra cosa que la suma de dos sumandos
14+2+3+4+---+ny(n+1);y que el primer sumando es nuestra hipétesis
inductiva, de forma que:

LIE,;1 = 1424344+ -+n+(n+1)
= LIE,+ (n+1) reagrupando la suma
= LDE,+ (n+1) por lahipétesis inductiva
nn+1
= %Hnﬂ)
n(n+1)+2(n+1)
2 2
(n+2)(n+1)
2
(n+1)(n+2)
2
(n+1)((n+1)+1)
2
= LDE,

De forma que, como hemos probado el caso base y el paso inductivo, podemos
inferir matemadticamente que todo ntimero natural n satisface el teorema anterior. [

Existe una variante de induccién matematica en la que la hipétesis inductiva
para probar M(n + 1) no es solo M(n), sino la conjuncién M(1) A M(2) A ... A
M(n). En esta variante, llamada curso de valores, no es necesario tener un caso
base explicito, todo puede hacerse en el paso inductivo.

¢Cémo puede funcionar la induccién sin un caso base? La respuesta es que el caso
base se incluye implicitamente en el paso inductivo. Consideren el caso de n = 3: el
paso inductivo es M(1) A M(2) A M(3) — M(4). Ahora consideren el caso n = 1
entonces el paso inductivo es M (1) — M(2) ;Qué sucede cuando el caso es n = 0?
En ese caso no hay férmulas a la izquierda de la implicacién, por lo que se debe
probar M(1) a partir de nada. Veamos algunos ejemplos.

En las Ciencias de la Computacién solemos trabajar con estructuras finitas de
algtin tipo: estructuras de datos, programas, archivos, etc. En muchas ocasiones de-
bemos probar que toda ocurrencia de una estructura de datos tiene cierta propiedad.
Por ejemplo, la definicién 4.1 de férmula bien formada tiene la propiedad de que el
numero de paréntesis que abren es igual al de los paréntesis que cierran. Podemos
usar la induccién matemaética en el dominio de los nliimeros naturales para probar
esto. Para tener éxito, debemos ligar de alguna forma las férmulas bien formadas
con los niimeros naturales.

Definicién 4.5. Dada una férmula bien formada ¢, definimos su altura como 1 mds la
longitud de la rama mds larga del drbol.

Curso de valores
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Por ejemplo, la rama mds larga del drbol que se muestra en la figura 4.5 es de lon-
gitud 4 por lo que su altura es 5. Observen que la altura de un dtomo proposicional
es 14+ 0 = 1. Puesto que toda férmula bien formada tiene una altura finita, pode-
mos demostrar enunciados sobre las férmulas bien formadas haciendo induccién
matematica sobre su altura. Este truco suele conocerse como inducciéon estructural,
una importante técnica de razonamiento de Ciencias de la Computacién. Usando
la nocién de altura de un arbol sintdctico nos damos cuenta de que la induccién
estructural es solo un caso especial de la induccién por cursos-de-valores.

Figura 4.5: Un arbol sintactico de altura 5.

Teorema 4.2. Para toda férmula bien formada de la l6gica proposicional, el niimero de
paréntesis que abre es igual al niimero de paréntesis que cierran.

Prueba: Procederemos por induccién por curso de valores sobre la altura del ar-
bol sintdctico de las férmulas bien formadas ¢ . Denotemos por M(n) que “todas
las férmulas de altura n tienen el mismo ntimero de paréntesis que abren y cie-
rran.” Asumimos M (k) para cada k < n y tratamos de probar M(n). Tomemos una
férmula ¢ de altura n.

o Caso base: Cuando n = 1, ¢ es un dtomo proposicional por lo que no hay
paréntesis en la expresion y M(1) se satisface: 0 = 0.

e Paso inductivo por curso-de-valores: Cuando n# > 1 la raiz del drbol sintdctico
de ¢ debe ser -, —, V o A. Supongamos que es — (los otros tres casos se
argumentan de manera similar). Entonces ¢ es igual a (¢; — ¢») para las
férmulas bien formadas ¢; y ¢». Es claro que la altura de los drboles sintécticos
de estas dos expresiones es menor que n. Usando la hipétesis de inducciéon
concluimos que ¢ tiene el mismo niimero de paréntesis que abren y cierran;
lo mismo que ¢,. Pero en (¢1 — ¢») agregamos un paréntesis que abre y uno
que cierra por lo que el niimero de ocurrencias de los paréntesis en ¢ es el
mismo. O

4.3 ROBUSTEZ DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Las reglas de la deduccién natural permiten desarrollar rigurosos hilos de argu-
mentacién a través de los cuales concluimos que ¢ asumiendo otras proposiciones
como ¢1,¢2,...,¢u. En ese caso decimos que la inferencia ¢, ¢, ..., ¢, = ¢ es va-
lida ;Tenemos evidencia de que las reglas son todas correctas en el sentido de que
preserven la verdad computada con nuestras semdntica basada en tablas de verdad?

Induccién estructural

Robustez
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Dada una prueba de ¢1, ¢, ..., ¢, = 3 ;Es concebible que exista un modelo donde
1 es falso aunque las proposiciones ¢1, ¢2, . . ., ¢, sean verdaderas? Afortunadamen-
te este no es el caso y en esta seccién lo demostraremos formalmente. Supongamos
que tenemos una prueba en nuestro célculo de deduccién natural que establece que
la inferencia ¢y, ¢y, ..., ¢pn = ¢ es vélida. Necesitamos probar que para todo modelo
donde las proposiciones ¢, ¢, ..., ¢, son verdaderas, ¢ también lo es.

Definicién 4.6. Si, para todos los modelos donde ¢1, ¢, . . ., Py son verdaderas, y también
lo es, entonces decimos que:

1,92, Pn E Y

El simbolo |= se llama relacion de consecuencia 16gica o vinculacion légica (logical en-
tailment).

Veamos algunos ejemplos de esta nocion:

1. ¢Es el caso que p A g = p? Para responder debemos inspeccionar todas las
asignaciones de verdad para p y 4. Cuando la asignacién de valores compute
T para p A q debemos asegurarnos de que ese también es el caso para p.
Pero p A g solo computa T cuando p y g son verdaderas, por lo que p es
consecuencia légica de p A g.

2. (Qué hay acerca de p V g |= p? Hay tres asignaciones de verdad donde p V g
es T, de forma que p deberia ser T en todas ellas. Sin embargo, si asignamos T
a qy F apla disyuncién computa T pero p es falsa. De forma que la relacién
p V g = p no se mantiene.

3. (Qué sucede si modificamos la inferencia anterior para que sea p V g = p.
Observe que esto obliga a focalizar en evaluaciones donde g es falsa, lo cual
obliga a que p sea verdadera si queremos que la disyuncién lo sea. Por tanto,
eselcasoquep V ql=p

4. Observen que p = q V —g se da, ain cuando no existen ocurrencias de las
proposiciones atomicas del antecedente en el consecuente.

De la discusién anterior podemos adivinar que el argumento de la robustez con-
siste en probar que si ¢1, ¢y, ... ¢n - P, entonces se da que ¢q, ¢a, ... Pn = .

Teorema 4.3 (Robustez). Sean ¢1,¢2, pu y ¢ formulas légicas proposicionales. Si la infe-
rencia g1, ¢, . . . pn = P es valida, entonces es el caso que ¢, ¢, ... Pn = P.

Prueba: Puesto que ¢1, ¢, ... ¢, = ¢ es valida, conocemos una prueba de ¥ a par-
tir de las premisas ¢1, ¢, . . . ¢,. Ahora aplicamos un truco estructural, razonaremos
por induccién matemadtica sobre la longitud de esta prueba. La longitud de una
prueba es el numero de lineas en ella. De forma que intentamos mostrar M(k): para
toda consecuencia ¢1,¢»,...¢, F P (1 > 0) que tiene una prueba de longitud k,
es el caso que ¢y, P, ... ¢u = 1§ se da. Veamos:

La consecuencia p A q — rtp — (g — r) tiene una prueba:

1. pANqg—T premisa

2. p supuesto

3. q supuesto

4, pAg (ND)2,3

5. r (—el4
6. qg—r (—1i)3-5
7. p—>(@q—r (—i2-6
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Si eliminamos las dos tltimas lineas ya no tenemos una prueba, pues la caja mas
externa quedaria sin cerrar. Sin embargo, podemos obtener una prueba removiendo
la dltima linea y escribiendo el supuesto de la caja mds externa como una premisa:

1. pANq—r premisa

2. [4 premisa

3. q premisa

4. | pAg (A7) 2,3

5 | r (—el4
6. q—r (= 1i)3-5

Esto es una prueba de la inferencia p A ¢ — r,pt g — r. La hipétesis inductiva
garantiza entonces que p A ¢ — r,p = q — r. Entonces podemos razonar que
también esel casoque p A g — r|=p — (g — r) ;Porqué?

Procedamos con la prueba por induccién. Asumamos que M (k') para cada k' < k
y tratemos de probar que M(k).

e Caso base: una prueba de longitud 1. Si k = 1 entonces la prueba debe ser de
la forma:

1. ¢ premisa

puesto que todas las demas reglas involucran mas de una linea. Este es el
caso cuando n = 1y ¢1 y ¢ son iguales a ¢, es decir, la inferencia es ¢ + ¢.
Evidentemente si ¢ evalua a T, es el caso que ¢ |= ¢.

e Paso inductivo por curso de valores: Asumamos que la prueba de la conse-
cuencia ¢1, ¢y,...,¢, - ¢ tiene una longitud k y que el enunciado que que-
remos probar es verdadero para todo ndmero menor que k. Nuestra prueba
tiene la siguiente estructura:

1. ¢; premisa

2. ¢ premisa

n. ¢, premisa

k. ¢ justificacion

Hay dos cosas que no sabemos en este punto. Primero, ;Qué estd pasando
en los puntos suspensivos? Segundo, ;Cual fue la tltima regla aplicada? Es
decir, ;Cual fue la justificacién de la dltima linea? El primer punto no es de
nuestro interés, es aqui que la induccién matematica muestra su poder. El
segundo punto es donde todo el trabajo de esta prueba descansa. En general,
no hay una forma simple de saber que regla fue aplicada a lo tltimo, por lo
que necesitamos considerar todos los casos posibles:

1. Supongamos que la ultima regla es (A i), entonces sabemos que 1 tiene
la forma 11 A 1, y lajustificacién de la linea k hace referencia a dos lineas
precedentes que tienen a 1 y ¢, respectivamente, como conclusiones. Su-
pongamos que esas lineas son kj y k. Dado que k1 y kp son menores que
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k observamos que existen pruebas de las inferencias ¢1,¢2, ..., ¢n = Py
yV ¢1,¢2,...,¢n = P2 con una longitud menor que k. Usando la hipétesis
inductiva concluimos que ¢1,¢2,...,¢n = P1 Y $1, P2, ..., ¢n = . Estas
dos relaciones implican que ¢1, ¢a, ..., ¢n = P1 A 2.

2. Supongamos que la ultima regla para demostrar i es (V ¢), entonces de-
bimos probar, asumiendo o adoptando la premisa de que alguna férmula
71 V 12 en alguna linea k' dond k” < k que es referenciada por (V e) en la
linea k. Por lo tanto, tendremos una prueba mads corta de la consecuencia
¢1,¢2,...¢n F 11 V 172, obtenida al convertir los supuestos de las cajas
que se abren en la linea k' en premisas. De forma similar obtenemos
pruebas de las consecuencias ¢1,¢2,... ¢, 11 = YV P1, P2, .. Pu, 2
. Por la hipétesis inductiva concluimos que ¢1,¢2,...¢n = 11 V 12,

P12 P = QY $1, P2, Pn, 2 = P. En su conjunto, estas tres
relaciones hacen que ¢y, ¢2, ... ¢n = .

3. La argumentacién continua probando que todas las reglas de prueba se

comportan semanticamente en la misma forma que las tablas de verdad
correspondiente. 0

La robustez de la légica proposicional es ttil para garantizar la no existencia
de una prueba para una consecuencia dada. Digamos que queremos probar que
¢1,¢92, ..., ¢n F P es vdlida, pero no lo conseguimos ;Co6mo podemos estar seguros
de que no hay una prueba para ese caso? Basta con encontrar un modelo en donde
¢; evalua a T mientras que ¢ evalua a F. Entonces por la definicién de consecuencia
légica, no es el caso que ¢y, ¢, ... ¢, = P y, usando la robustez, esto significa que
la consecuencia ¢, ¢2, ..., ¢, = 1P no es vélida; y por tanto, no hay una prueba para
ella.

4.4 COMPLETITUD DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

En esta secciéon probaremos que las reglas de la deduccién natural de la légica
proposicional son completas. Cuando es el caso que ¢, ¢, ..., ¢, = 1, entonces
existe una prueba de deduccion natural para la consecuencia ¢1,¢2,...,¢n F .
Combinando esto con el resultado anterior obtenemos que ¢1,¢2,...,¢n = P es
valida, siy s6lo si ¢1, 2, ..., ¢n = .

Esto nos da cierta libertad con respecto al método que preferiremos usar. El pri-
mer método involucra una bisqueda de prueba, que es la base del paradigma de
la programacién légica. El segundo método nos obliga a computar una tabla de
verdad que es exponencial en el ntimero de proposiciones atémicas involucradas en
una férmula. Ambos métodos son intratables en lo general, pero ciertas férmulas
particulares responden diferente a ellos.

El argumento que construiremos en esta seccién se da en tres pasos:

1. Mostraremos que = ¢ — (2 — (... (¢n — ¢))) es el caso.
2. Mostraremos que - ¢1 — (¢ — (... (¢n — ¥))) es vdlida.
3. Finalmente, mostraremos que ¢1,¢», ..., ¢, F ¢ es valida.

El primer paso y el tercero son bastante faciles, todo el trabajo real se concentra
en el segundo paso.
4.4.1 Paso 1

Definicién 4.7 (Tautologia). Una férmula de la 16gica proposicional ¢ es llamada una
tautologia si y sélo si evalua T bajo cualquier modelo. Es decir, si |= ¢.

No existencia de
demostracion

Completitud

Biisqueda de prueba
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Supongamos que ¢1,¢s, ..., ¢ = ¢ es el caso. Verifiquemos que ¢1 — (¢ —
(...(¢pn — ©¥))) es una tautologia. Como la férmula en cuestién es una implicacion,
solo puede evaluar F si y sélo si todas las ¢; evaluan a T y ¥ evalua a F. Pero
esto contradice el hecho de que ¢1,¢2,..., ¢, = ¢; por lo tanto = ¢p1 — (2 —

(- (¢n = 9))).

4.4.2 Paso 2

Definicién 4.8. Si = 1, entonces = 1 es vdlida. En otras palabras, si 1 es una tautologia,
entonces 1 es un teorema.

Asumamos que |= 7. Dado que 5 contiene n distintos dtomos proposicionales
P1,P2,--.,Pn sabemos que 1 es T para todas las 2" lineas de su tabla de verdad.
Cada linea lista un modelo de # ;Cémo podemos usar esta informacién para cons-
truir una prueba de 77? En algunos casos esto puede hacerse facilmente, observando
cuidadosamentela estructura de #, pero aqui deberemos contender con una forma
uniforme de construir tal prueba. La clave estd en codificar cada linea de la tabla
de verdad de 77 como una consecuencia. Entonces construiremos pruebas para las
2" inferencias y las ensamblaremos en la prueba de 7.

Proposicién g4.1. Sea ¢ una formula tal que p1, pa, ..., pn Son sus tinicos dtomos proposi-
cionales. Sea | cualquier miimero de linea en la tabla de verdad de ¢. Para todo 1 < i < n,
pi es p;i si la entrada de la linea | de p; es T, en cualquier otro caso p; es —p,. Entonces
tenemos:

1. P1,P2,-..,Pn b ¢ es demostrable si la entrada para ¢ en la linea | es verdadera.
2. P1, P2, ..., Pn = ¢ es demostrable si la entrada para ¢ en la linea | es falsa.

Prueba: Esta prueba se lleva a cabo por induccién estructural sobre la férmula ¢,
que es una induccién matematica sobre la altura del arbol sint4ctico de ¢.

e Si ¢ es un dtomo proposicional p, debemos mostrar que p - p y que -p = —p.
Se puede hacer directamente la prueba.

e Si ¢ es de la forma —¢;, nuevamente tenemos dos casos a considerar. Pri-
mero, asumamos que ¢ es verdadera. En ese caso ¢ es falsa. Observen que
¢ tiene las mismas proposiciones atémicas que ¢. Debemos usar la hipéte-
sis de induccién sobre ¢ para concluir que p1, P2, ..., Pn = —¢1, pero ¢y
es ¢; Segundo si ¢ es falsa, entonces ¢, es verdadera y tenemos que, por in-
duccién pi, po, ..., Pn F ¢1. Usando (——i) podemos extener esta prueba en

P1, P2, .., Pn = 71 Pero = ¢y es —¢p.

El resto de los casos trabajan con dos sub-férmulas: ¢ es igual a ¢; o ¢», donde o
es —, A 6 V.En todos estos casos, sea 41,92, . .., q; los &tomos proposicionales en
¢1y 1r1,12,...,7 los dtomos proposicionales en ¢,. Entonces la siguiente igualdad
se satisface {q1,q2,...,q1} U{r1i,r2,...,rx} = {p1,..., pn}. De forma que siempre
que §1,42,..., 41 = ¢1y 1,72,..., 7 | ¢2 son validas, también lo es pq, pa, ..., Pn
$1 A ¢y usando la regla de (A i).

e Sea ¢ de la forma ¢y — ¢7. Si ¢ es falsa, entonces sabemos que ¢; también lo
es, mientras que ¢, es verdadera. Usando nuestra hip6tesis inductiva tenemos
que di,..., 41 - ¢1yquetq, ..., 7 = ¢ De forma que py,...,Pn = ¢1 A —¢pa.
El resto consiste entonces en probar que la inferencia ¢1 A —¢p = —(p1 — ¢2)
que queda como ejercicio sugerido. Si ¢ es verdadero entonces hay tres casos a
considerar. Primero, si ¢; y ¢, son falsos. Por hipétesis inductiva tenemos que:

G1,---, Gi F 1y P1,..., 7k F —¢p. De forma que py, ..., pn F 1 A —¢y. Solo

queda probar que la inferencia —¢1 A —¢p = $1 — ¢, es vélida. Segundo,

si ¢1 es falso y ¢, es verdadero usamos la hipétesis inductiva para llegar
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,Pn F 21 A ¢ y tendriamos que probar que —¢; A 92 F ¢ —

¢» es una inferencia valida. Tercero, si ¢; y ¢» son verdaderos, llegamos a
P1,--., Pn F @1 N\ ¢2 y solo resta probar que ¢1 A $p2 = p1 — ¢o.

Veamos un ejemplo de cémo funcionan estas pruebas basadas en la tabla de
verdad de una consecuencia. Si queremos probar de esta manera que la férmula
bien formada p A ¢ — p es una tautologia, tendremos que considerar que las
cuatro lineas (22) de su tabla de verdad deberian ser verdaderas. Por ello tendriamos
cuatro pruebas del tipo py, p2 - :

p-q
P4
p,—q

P4

pAqG—p
pPAqG—=p
pAq—p
pPAg—p

T T T T

Puesto que queremos probar que esta proposicién es una tautologia, debemos
encargarnos de que la demostracién de que es un teorema no tenga premisas. Para
contender con el lado izquierdo de las cuatro consecuencias, recurriremos al LEM.
La prueba es como sigue:

1. pV -p LEM

2. p supuesto

3. qVv —q LEM

4. q supuesto

5.

6. pAg—Pp

7. —q supuesto

8.

9. pAg—p

10. pANg—p (Ve)34—67-9
11. -p supuesto

12. qVv —q LEM

13. q supuesto

14.

15. pPANGg—p

16. —g supuesto

17.

18. pAg— P

19. pAg—p (Ve)l2,13-1516—18
20. pANg—p (Vel,2-10,11—-19
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4.4.3 Paso 3

Finalmente, necesitamos encontrar una prueba de que ¢1,¢», ..., ¢, F ¥ es una infe-
rencia valida. Tomamos la prueba de que - ¢ — (¢2 — (... (¢n — ¢))) obtenida
en el paso 2 y aumentamos la prueba introduciendo ¢y, ..., ¢, como premisas. En-
tonces aplicamos ( — e) n veces sobre cada una de las premisas y llegaremos a la
conclusion que ¢ lo cual nos da la prueba buscada.

Corolario 4.1 (Robustez y Completitud). Sean ¢1,...,¢n y ¢ formulas de la légica
proposicional. Entonces ¢y, ... ¢y = P siy sélo si ¢y, ... ¢n = ¢ es vdlida.

4.5, FORMAS NORMAL CONJUNTIVA

En la seccién anterior probamos que nuestro sistema de prueba para la légica pro-
posicional es robusto y completo para la semantica basada en tablas de verdad.
Esto quiere decir que todo lo que probemos es un hecho verdadero; y que, toda
consecuencia valida tiene una prueba en el sistema de deduccién natural. Esta co-
nexién nos permitird movernos libremente entre el nivel de prueba () y el de con-
secuencia logica (=). En lo qu sigue exploraremos formas alternativas de probar
que ¢1, 2, Pn, - .., = P basados en la transformacion sintdctica de estas fbfs en equi-
valentes sintdcticos que puedan resolverse algoritmicamente. Esto requiere definir
con precisién el concepto de equivalencia.

Definicién 4.9 (Equivalencia semantica). Sean ¢ y ¢ fbfs de la Iégica proposicional.
¢ = psi, ¢ es semdtincamente equivalente a Y ssip =P y ¢ = .

Decimos que ¢ es vélida, ssi |= ¢. También pudimos definir ¢ = ¢ para denotar
que = (¢ — ) A (P — ¢). Dadas la robustez y la completitud, la equivalencia
semantica y de prueba son idénticas.

Ejemplo 4.7. Las siquientes equivalencias semdticas son vdlidas:
*p—qg="q = 7p
°p—=>qg=-pVy
e pNqg > p=rV-r
cpNg=r=p = (g =)

En lo que sigue, necesitaremos una prueba de que todo procedmiento de decisién
para tautologias, lo es tambén para consecuencias validas:

Lema 4.1. Dadas la formulas ¢1, ¢, . .., ¢n y P de la I6gica proposicional, 1, ¢, . .., pn =
Yssil=gr — (P = ... = (Pn — ).

Su prueba es como sigue: Suponemos que = ¢1 — (P2 — ... = (P — ¢))
es el caso. Si las ¢; son verdaderas bajo una valuacién, también lo debe ser ¢. A la
inversa, es el paso 1 de la prueba de completitud. O

Definicién 4.10 (Forma Normal Conjuntiva). Una literal L es un dtomo p o su negacién
(4.3). Una férmula C estd en Formal Normal Conjuntiva (CNF) si es una conjuncién de
cldusulas (4-5), donde cada cldusula es una disyuncién de literales (4.4).

L == pl-p (4-3)
D == L|LVD (4-4)
C == D|DAC (4-5)

Ejemplo 4.8. Las siguientes fbfs estdn en forma nornal conjuntiva:
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o (mgVpVr)A(-pVr)Ag
o (pVr)A(=pVr)A(pV-r)

La relevancia de la CNF es que permite verificar la validez de una fbf facilmente,
proceso que de otra forma es exponencial en el ntimero de dtomos de la fbf a
verificar.

Lema 4.2. Una disyuncién de literales L1\ ...V Ly, es vdlida ssi existe un L; = —L; para
1<i,j<m.

Definicién g4.11 (Satisfaccion). Sea ¢ una fbf proposicional, ¢ es satisfacible ssi —¢ no
es vdlida.

La prueba es como sigue: Asumimos que ¢ es satisfacible. Por definicién, existe
una valuacién donde ¢ es verdadera, pero eso implica que —¢ seria falsa en la
misma valuacion, por lo que —¢ no pude ser vélida; Asumimos que —¢ no es valida,
debe haber una valuaciéon donde —¢ sea falsa, en cuyo caso ¢ es verdadera y por
tanto satisfacible. O

Este resultado es muy intresante, pues implica que solo necesitamos un procedi-
miento de decisién para ambos conceptos.

4.5.1 Conversion de fbf a CNF

La ganancia en la eficiencia del procedimiento de prueba, se paga con el precio
de convertir una fbf proposicional a su equivalente en CNF. Comenzaremos por
un algoritmo determinista que siempre computa la misma CNF para una fbf ¢ de
entrada. Sus caracteristicas deseables incluyen:

1. CNF termina para toda fbfb de la 16gica proposicional.
2. Para cada fbf de la logica proposicional CNF computa una fbf equivalente.

3. La fbf resultante esta en forma normal conjuntiva.

La estrategia a seguir conciste en proceder por induccién estructural sobre la fbf
¢. La induccién estructural garantiza las caracteristicas deseables del algoritmo.

Ejemplo 4.9. Si ¢ es de la forma ¢1 N ¢o computar la CNF y1 para ¢;, i = 1,2; de forma
que 11 N\ 13 es la CNF equivalente a ¢.

De forma que la CNF se resuelve por casos:

1. Si ¢ es una literal, por definicién estd en CNF y la salida es ¢.

2. Si ¢ es de la forma ¢; A ¢ se llama a CNF recursivamente sobre cada ¢; para
obtener 11 y 772. La CNF es 171 A 5.

3. Si ¢ tiene la forma ¢ V ¢, se llama a CNF sobre cada ¢;, pero no regresamos
71 V 12 puesto que esta solo es una forma normal si #; son literales.

4. Se debe distribuir la disyuncién sobre la conjuncién, garantizando que la dis-
yunciones generadas sean de literales. Una funcién distr(y1, 1) haria ese tra-
bajo.

El Algoritmo 4.1 muestra el procedimiento principal para convertir una fbf a su
equivalente CNF. El primer paso conciste en una fase de preprocesamiento para eli-
minar implicaciones y posteriormente convertir la fbf resultante a su forma normal
bajo negacion NNF (Algoritmo 4.2). También es nesario distribuir las conjunciones
para obtener CNF donde los argumentos de la disyuncién son exclusivamente lite-
rales (Algoritmo 4.3). El algoritmo para eliminar la implicacién IMPL_FREE, se deja
como un ejercicio sugerido.
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Algoritmo 4.1 CNF

1: function CNF(¢) > ¢ es una fbf proposicional
2 ¢ < NNF(IMPL_FREE(¢)

3 switch ¢ do

4 case literal(y)

5: return ¢

6 case P N P

7 return CNF(y) A CNF(y)

8

case 1 V P
9: return DISTR(CNF (1), CNF(¢,))

10: end function

Algoritmo 4.2 NNF

1: function NNF(¢) > ¢ es libre de implicaciones
2 switch ¢ do

3 case literal(¢)

4: return ¢

5 case ¢

6: return ¢;

7: case g1 N\ ¢o

8: return NNF(¢1) A NNF(¢7)

9: case ¢1 V ¢

10: return NNF(¢1) V NNF(¢7)

1 case = (1 A ¢2)

12: return NNF(—¢1) V NNF(—¢,)
13: case (1 V ¢2)

14: return NNF(ﬂ(pl) A NNF(—\gbz)

15: end function

Ejemplo 4.10. Obtenga la CNF de(—p A q — p A (r — q). Una vez implementado el
procedimiento de eliminacion de la implicacion, en mi caso en Prolog, podriamos probarlo:

?- impl_free(~p ~ q => p ~ (r => q), IMPLFREE).
IMPLFREE = ( ~ (~p™q)v p~(~r v q))

El resultado es correcto, como se demuestra en la Figura 4.6, que ademd suigere la es-
trategia que IMPL_FREE deberia sequir. La forma libre de implicacién se le puede pasar a
NNF:

?- impl_free(~p ~ q => p ~ (r => q), IMPLFREE), nnf(IMPLFREE,NNF).
IMPLFREE = ( ~ (~p~q)v p~(~r v q)),
NNF = (( p v ~q)v p~(~r v q))

Algoritmo 4.3 DISTR

1: function DISTR(1, #12)

2 if i1 = #11 A 712 then

3 return DISTR(111,72) A DISTR(#12,12)
4 else if o = 11231 A 722 then

5: return DISTR(11,121) A DISTR(#41,122)
6

7

8

9:

> 171 y 12 estdn en CNF

else > No hay conjunciones
return 77; V 1
end if
end function
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La Figura 4.7 muestra su ejecucion.

IMPL_FREE (¢) = —~IMPL_FREE (—p A q) V IMPL FREE (p A (r — q))
= —((IMPL_FREE —p) A (IMPL_FREEq)) V IMPL FREE (p A (1 — q))
= —((—p) A IMPL_FREE ¢) V IMPL FREE (p A (r — q))
(-p A q) V IMPL_FREE (p A (1 — q))
(=p A q) V ((IMPL_FREEp) A IMPL FREE (r — q))
(-p A q) V (p A IMPL_FREE (r — q))
( )
( )V
( )

-

Il
J

Il
J

=(=pAq)V (pA (-(IMPL_FREEr) V (IMPL_FREEq)))
(p A (-r Vv (IMPL_FREEq)))

=(=pAQ)V(pA(-rVq)).

Figura 4.6: Eliminacién de la implicacién con IMPL_FREE

NNF (IMPL_FREE ¢) = NNF (—(=p A ¢)) V NNF (p A (=1 V q))
= NNF (—(=p) V —q) VNNF (p A (=7 V q))
= (NNF (==p)) V (NNF (—q)) V NNF (p A (=1 V q))

= (pV (NNF (—q))) VNNF (p A (=7 V q))
= (pV —q) VNNF (p A (-1 Vq))

= (pV —q) V ((NNF p) A (NNF (=1 V q)))
=V —-q) V(pA NNF (=rVq)))

= (pV —q) V (p A ((NNF (=r)) V (NNF ¢)))
=(pV—q)V(pA(-rV (NNF g)))
=V V(pA(rVa).

Figura 4.7: La aplicacién de NNF para obtener la forna normal bajo negacién.

46 EL MUNDO DE TARSKI

Para evaluar la expresividad de la légica proposicional usaremos el Mundo de
Tarski [5]. Se trata de un programa que permite representar medios ambientes bi-
dimensionales poblados de figuras geométricas de diferentes tipos y tamarios. La
idea es proponer proposiciones, o conjuntos de ellas, y ver si son falsas o verdaderas
en un mundo dado. La ventana principal del programa se muestra en la Figura 4.8.

Como pueden observar, la aplicacién tiene dos paneles: El superior, con el titulo
momentdneo de Untitled World se usa para crear mundos como los descritos; y el
inferior, con el titulo momentdneo de Untitled Sentences, se usa para escribir enun-
ciados en légica proposicional (aunque como veremos, también lo podemos hacer
en primer orden), con ayuda del teclado virtual. Este sugiere que las proposiciones
que podemos formar se refieren al tipo, tamafio y posicion relativa de las figuras en
el mundo: Tet, Cube, Dodec, Small, Medium, Large, etc. Por ejemplo, la proposicién
1 enuncia que la figura a es un tetraedro y la figura b es un cubo y la figura c es un
dodecaedro. Observen que, independientemente de su sintaxis, por ejemplo Tet(a),
se trata de proposiciones: “a es un tetraedro”.

El teclado virtual también sugiere los operadores 16gicos que podemos usar. Por
el momento, usaremos la conjuncién (A), la disyuncién (V), la negacién (—), la
implicacién (— ), la equivalencia (+») y la contradiccién (). También se sugiere
que las figuras en el mundo pueden etiquetarse como a4,b,¢,d, ¢, f. También conta-

64

Mundo de Tarski

Proposiciones

Operadores l6gicos

Etiquetas



4.7 LECTURAS Y EJERCICIOS SUGERIDOS \

@ AEN GO - o O arb( d Oe OFf ‘E|f'|'\H

| @ untitled World |

afvl=f=]=]2 QUIGSEE Pets | Set | Arith Verify | Add Before

Tet Small LeftOf SameCol | Smaller |
albjc|[dfe|f

Cube Medium RightOf | SameRow | Larger | | Verify All | Add After
viaj=|=]C|? Dodec Large FrontOf Between
3 izl SameShape | SameSize | BackOf Adjoins Game Delete

‘ @ Untitled Sentences

-

. Tet(a)  Cube(b) A Dodec(c)

-
~

. Tet(a) - (Cube(b) - Dodec(c))

-
w

. Tet(a) — Cube(b)

-
>

. Tet(b) — Cube(b)

Evaluating in Untitled World

Figura 4.8: Ventana principal del Mundo de Tarski.

mos con paréntesis. El resto de los elementos del teclado, no los usaremos hasta el
préximo capitulo.

Tanto el mundo como los enunciados, pueden guardarse en archivos separados
para su posterior evaluacién. De hecho, la aplicacién se instala con una serie de
mundos y enunciados que se usardn en los ejercicios propuestos.

4.7 LECTURAS Y EJERCICIOS SUGERIDOS

Este capitulo se basa en las técnicas utilizadas por Huth y Ryan [64] para introdu-
cir la légica proposicional (secciones 1.1 a la 1.4). Como he mencionado, dados los
objetivos de este curso; pero sobre todo, dada la duracién del mismo, las formas
normales de la légica proposicional y los problemas de satisfacciéon no han sido
abordados aqui. Esta decisién nos permitird avanzar hacia la légica de primer or-
den para abordar temas estrechamente relacionados con estos dos puntos. Para los
impacientes, recomiendo las secciones 1.5 y 1.6 del texto en cuestién. Otra referencia
al respecto serfa el capitulo 7 del libro de Russell y Norvig [107]. Ben-Ari [7] ofrece
un texto complementario al de Huth, el material presentado aqui se corresponderia
con los capitulos 3 y 2 de éste texto. Los capitulos 4,5 y 6 cubren el material que no
hemos abordado en nuestro curso. Una presentacién mds concisa, y por tanto mds
técnica, de los temas tratados puede encontrarse en el capitulo 1 del libro de Dalen
[34]. Por dltimo, estos temas siempre pueden complementarse con la lectura de los
fundamentos l6gicos de la IA, de Genesereth y Nilsson [50].

Ejercicios sugeridos

Ejercicio 4.1. Implemente el algoritmo CNF. Para ello es necesario completar las definicio-
nes con el procedimiento para eliminar la impllcacion.
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