Problema 14. Caletlese el volumen do la piramide,
cuyos vértices se encuentran en los puntos 4 (1; 2; —1),
2@; 1;5), C(—1; 2; 1), D {1; 2; 3).

A El volumen de la pirdmide ARCD es seis veces moenor
que el volumen del paralelepipedo con las aristas [ARB],
[AC] y [AD]. Por lo tanto

V=3 |(4B; AC; AD)).

— —
Calculemos el producte mixto de los veclores AB, AC

—
¥ AD segin la fé6rmula (1) del § 24:
—1 —1 6
— it
(AB; AC; AD)=—| —2 0 2=4
0 0 4
Por consiguiente, V ——-% (unidades chbicas). &
De este modo, el volumen ¥V de la pirdmide con los
vértices en los puntos
A @y 21), B (2 ¥ 22). C (25 ygs 23)s D (245 ¥as %)
puede ser caleulado por la férmula
Ta—&y Yp— Yy Z2—2
V:'ﬁ* Tg— Ty Ys— Y1 Z3—3%
To—&y Ha—¥y Z3—2

—1

—1
—2 0|__8'

Problemas para el capitulo 1
{.1. Por los vectores dadoz @ y & constriiyanse los siguienles
veetores:
a} b—a; by —b—a; ¢) 2a—5b; d) -%-a—zb; e) -—-%wa.

1.2. En la figura 66 la circunferencia cstd dividida en tres, cua-
tro ¢ seis arcos congruentes. Iillese en cada caso la suma de los vec-
tores represeniados en las figuras.

1.3. Héllese la sumu a + b -+ ¢ para los vectores @, b, ¢ repre-
sentados en la figura 67.

1.4. Dos fuerzas F, y F, aclian sobre wn punto material. Héllege

2
2 gllignit“d de su resultente, si | Fy | = 8H, | Fy } = 6H y (Fy; Fy) =

1.5. Tricese cualquier pentigono ABCDE y hillese la suma de
— — — —
los vectores 4B, BC, CD, DE, EA.
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1.8, Tres fucrzas dirigidas a tres vérlices sucesivos estin apli-
cadas al cenlro de un hexdgono regular. Héllese la magnitud de la
resulla_nle. si Ia magnitud de cada una de las fuerzas dadas es igual

ati N
| NP
¢ b
a} b) c) d)

TT

e)

Fig. 06

4.7. Hillese la resultante de lres fuerzas aplicadas al punto M,
o —
si se sabe que cstas fuerzas se representan por los vectores MA, MB,

JEE, donde los puntos 4, B, € son los vértices de un tridngulo equi-
14tero inscrite en wna circunferencia con el centro O (lig. 68).

B C & C B _C 8 o3
a
B 4 b a b
a a ¢ €
¢
! ] &
A DA D A
B a) P B) c) d) 2
Fig. 67

1.8. Demuéstrese que de las medianas de cualquier tridngulo

se puede constrnir un tridngulo.
1.9. Se da un tetracdro ABCS. Héllese la suma de los vectores:

a) AB + BC 4 C5; b) AC + C8 -+ S4 + AB.
1.10. S¢ da una pirdmide cuadrangular regular ABCDS (S es
¢l vérlice, O es la base de la aliura). Demuéstrese que la sumna de los
— —
vel:torti_{ﬁ, D§, BC, gﬁ, AD es igual a la suma de los vectores 48,
e —
AD, AB, DA.
i



1.41. Sea que @ = kb (a 5= 0). iPara qué valores de k: a) |a | =
=jdti D lal=1blc)lal<<ibl?

1.13. Determinense los valores de &, para los cuales la longitud
del vector ka (@ == 0): sg es igual a la longitud del veclor a; b) es mayor
de | 3a |, ¢} ¢s menor de | Se |.

1.13. Determinese ¢l nimero, por el cual hay que multiplicar
¢l vector no nulo @, para obtener tal vector &, que:a) | | = Sya 1t b;
b)y lbj=1y atb

Tig. 68

1.14. En una recta se toman sucesivamente tres puntos M, N y P;
el punto 4 es el punto medio del segmento MN, y el punto B, el punto

niedio del segmento NP. Exprésese el vector AB por medio del vee-

-
tor PM.
1.15. En una recta se toman tres puntos 4, B, ¢ de manera, que

— —- . — vy
€4 = 3CB. Expréscse ¢l vector AB por medio del vector CB.

1.16. En el rectingulo ABCD cstin trazadas las diagonales:
— — - e e . -
DB = a; AC = b. Preséntense los vectores BC, CB, BD, AD 4 CD
en forma de una combinacién lineal de Jos vectores @ y b.

P —

1.17. En el paralclogramo ABCD: AB = a, AD =5, O cs el
punto de interseccion de las diagonales. Desarréllense los vectores
gy Tl —

BD, OB, AC y CO cn vectores e y b,

1.18. En el trapecio isésceles A BCD la magnitud del dngulo BAD
ey igual a 60°, |AB|=|8BC|=|CD| =2 Los puntos M y N
son los puntos medios de los lades BC y DC. Desarrollense los vectores

——
—3= — — —r —_
4B, CD, BC, AM, AN y MN, en vestores m = f:f_jyn———@_
|AB|  14D]

1.19. En una circunferencia con el centro O se dan los puntos

4 y B. Las tangentes a Ja circunferencia en estos puntos se intersecan

en el punto €. Desarrdllese el vector OC en vectores OA ¥ Gﬁ, si:

AN AN
a) AQB, = 60° b) AOB = 90°,
1.20 Se da el cubo ABCDA _gi',ClD,. Hallese el desarrollo en

vecloves ¢ = A_!i b= Aﬁﬁ, ¢ = Ady, de log vectores: a) A_El; b) JEJ;
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—_—— — = — e
(éj ID1CI= d) BJJ’;: o) EE‘: N ¢,C: g) B,D; W) B0, donde O es el conlro
el cubo.
1.31. Se da el tridngulo ABC. Tomando por huse los vec-to_rss
—_— —

4_: AB, e, = AC, hillense las coordenadas de los veetores A M, BN,
CP en esta base. Los puntos M, N, P son los puntos medios de los
lados BC, AC, AB del I.rlangu]o

1.22. Se da el hc‘cagnnn regular ABCDEF. Tomando por basc

los vectores e, = AF B A(, héllense las coordenadas de los vee-

8, N CI
M L
1
1
A, 'I D,
TF
I
]
I
|8
/J— ----- 3 c
P
,I ﬂ
A Q 2]
Pig. 09 Fig. 70

P — — —_— i e —a
tores siguicnles: ay AB; b) BC; c) CD; d) D_IS; o) EF; [) AD; g\ AE;
—i — e
h)y FC; i) DB; j) BE.
1.23. En el plano sc da un hexdgono regular. Desarréllense cn
versores i y j todos lns veclores representados en la figura G, si

| OF | = 4.
1.24. En el cubo ABCDA,B,C,D, (fig. 70) los puntes M, N,
P, (_)+R S, T " son los puntos Lu.mhos de las aristas. Los vectores L =
= BA, f= Bc. k= Bb’1 se toman por base. Desarréllense en la
e — —— —
h_:_a»se i, ;, k los ucloma stgmentes: a) DT; b) AB; ¢) NP; d) PQ; o)
QSs; ) B,D g) HM h) RA.

.25, En un sistecma cartesiano rcct'm lar de coordenadas se
dan los puntos A [3_3—1 2) y B (—1; 2; 2). Hallense las coordena-
das de los vectores AB y BA, sus lo_:zgitudes y coordenadas del vector
unitario, dirigido como el vector BA.

.26, Se da el vector @ = 2i — 3f -+ 4k. Haillese ¢l vector b,

sija| = | b|, la abscisa del vector b ¢s igual a la ordenada del vee-
tor @ y la ordenada del vector & es igual a cero.
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1.27. Calciilense las longitudes de lag diagenales de un paralelo-
gramo construido sobye los vectores a =i+ 7 y b = k — 2§

1.28, ITallese la proyeccién del veclor & sobre ln dirececién del
veetor B, v la proyeceion del vector & sobre la direccién del vector a,

) P
si |a]l=2, |b]=1, (& b) = 120°.
.29, Héllese ol producto escalar de los veetores e y &, si |a | =

o
— 4,1 b = 0y (a b)esigual ar a) 45°; b) 0% €) 135%; d) 90%; e) 180°.

1.30. Tl angulo entre los vectores @ y b es igual a 120°. Sabiendo
que | @ | = 5, | b} = 4, caleiilense: a) a-b; b) a%; ¢) (& — 28) (e + 2b);
d) (@ — b e) (Ta + b)%

1.31. Calctlense:

o) G 8 s @i —k) + k- G+ 20

b i-G+j+B+jC+itR+E ]+

‘:,.32. Caleillese ab +bc+ca, siat+bte=0yla|l=
= |=|e|=1.

1.33. Se dan los veclores @ = (4; —2: D)7y b ="(1; 2: 3). Cal-
chlense: a) @-B; b) b2 ) (& — b)% d) (3a — b)-(2a - 3b).

1.34. So da o} vector @ = (3; —4). Hallense 1as coordenadas de
los vectores unitarios perpendiculares al vector a.

1.35. Se da el vector ¢ = (4; —7). Hallense las coordenadas de
cualquier vector perpendicular al vector e. ¢Cudntas soluciones tiene
el problema? ]

1.36. Se da el vector @ = (1; 2; —3). Se sabe que la abscisa del
vector & perpendicular o éste es igual a 3, y la_ordenada cs igual a 6;
so roquiere hallar la z-coordenada del vecior b

1.37. Se da el veclor @ = (3; —4). Se sabe que la ahscisa del
vector b perpendicular a éste es igual a 8; determincse la ordenada
del vector b

1.38. Se da el veetor @ = (5; 3). Se sabe que la ordenada del
vector b perpendicular a dste es igual a 10; delerminese la absciga
del vector b.

1.89. Hallese ¢l valor ¢ con el cual los siguientes veclores son
perpendiculares enire si:

a) @ = ai 4 3f + 4k y b = 4i 4 af — Tk}

by a= (a; —3; 2) ¥y b= (1; 2; —a)

cda= (0; —2; 7) v b= (e, 14, 4).

1.40. 1 liense los valores de & ¥ B con los cuales los veectores
a = (3; —1; @) y b= (2; B; 1) son perpendiculares entre g1, si
I —

b|=3.

1.41. En el plano zOy hallese el vector b perpendicular al vector
@ —3i—A4j+ 5k, si |b]=|al.

1.42. Se dan dos vectores: @ = (3; —1; 5) vy b= (1; 2; —3).
Hillese el vector @ que es perpendicular al eje Oz y satisfaga las condi-
ciones za =9, b= —4

1.42. Hallese el vector b, colineal al vector &, gue satisfaga a la
condicién dada:

ada=2+j—k ba=3;

b) @ = (—1; 2; 2), b-a = —2.

1.44. Mallese ¢l vector b, cuya longitud es igual a 50, que cs
colineal al vector @ y forma un dngulo agudo con el ¢je dado:

a) @ = 2i — 3j — 6k, cie Ox;

b) & = (6; ~—8; —7,5), eje Oa.
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1.45. Se dan tres vectores: @ = (2; —1; 3), & = {1; —3; 2),
e = (3; 2; —4). Millese el veclor x que satisfaga las condiciones
za= —5, xb=— —11, xe=20.

1.46. Hillese el coseno del dngulo enirve ¢l veelor e = (8; —4)
y el cje Ou.

1.47. 1lallense los cosenos de los dngulos enlre el veclor a =
= (3; —4; 12) y los ejes de coordenadas.

~1.48, Hallese el dngulo entre las disgonales de un paralelogramo
construido sobre log vectores a = 2i 47 vy b = —jF + 2k.

— —

1.49. Determinese el dngulo entre el veetor @ = AR -- €D y ol
eje do lns abscisas, st A (—21 3), B (0; 8), € (5; 3) y D (10; §).

1.50. Determinese el dngulo enire los vectores: a) ¢ y 7 4- k; b)
jei—ke)ky2f— 3k :

1.51. Delerminense las magnitudes de los déngulos en el tridn-
gulo con los vértices 4 (5; 0; 0), B (1, 1; 1) y C (31 —1: 2).

1.52. Se dan tres vértices succsivos del paralelogramo: A (—3; —2;
0), B (3; —3; 1) ¥ C (5; 0; 2). Hallensc el cuarto vértice £ y ¢l sngulo

— —
enlre los vectores AC y BD.

1.53. Se dael tridngule con los vértices en los punins 4 (3; —2; 1),
B (3; 0; 2) ¥y € (47 2; 5). Caletlese el angulo entre la mediana [#D]
y el lado [AC].

1.54. Sc da el cuadringulo con los wvértices en los puntos
420 =3 1), B{1; 4, 0), C(—4; 1; 1) vy D (—5; —5; 3). Hallese
el angulo entre las diagonales {AC) y [BD]. o

1.55. Se da un tridngulo con los viértices en los puntos 4 (—1: 4; 1),
B (3; 45 —2) ¥ € (5 2; —1). Caledlese el coseno del dngule del
vértice B.

t.56. Se dan los vectores @ = (—2; 1; 1), b= (1; 5; O, ¢ =
= (2} 2; —1). Calchlense: a) pr,a; b) pr,b; c) pr, , € d) prg (b + ¢);
e) pr, (2b + ¢).

1.57, Determinese, si es derecha o izquierds la terna de 108 vee-
tores a, b, e, si:

ala=—i—j,b=fc=1k

bDa=i—j b=jfc¢c=i+]

ca={—b=i+4+f c=k
(i, 7, % forman la terna derecha).

1.58. Hallese el vector [a; & y represénlese, si:

a} a = 2i, b= 3j;

b) @a = 3i — 2k, b = 4Lk;

c)a=1i+4+ 74k b= 2i —3j+ 4k.

1.59. HMallese ¢l Area del paralelogramo construido sobre los
veetores @ — (3; 4) vy b = (4; ..,g)_

1.60. Se dan los vectores a = (1; —2; 3), b= (2; 2; —1),
e = (0; 1, —2), d= (2; —1; 0). Calculense: aj} [e; bl; b [a; cl;
c) 1b; el; d) la; dl; el [(a+B); ]; T} (@ — B); e); g) [{a -+ b); (d — alf;
h} ile + 2d); cl; 1} [(2a — 3b); (e -+ d); §) [?! — b); (Be + 2d)].

1.61. Hillese el drea del tridogulo eon los vértices en los puntos
A(0; 2, 6), B (4 0;0) y C(8 —2; 0).

1.62. Se dan los vértices dei paralelogramo: A (1; —2), B{—2; 2),
C (4; 10} ¥ D (7; 6). Calciilese su drea y altura.

1.63. La Tluerza F = 2i — 3fj 4 4k estd aplicada al ponto
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M (1; 5; —2). Héllese la magnilud del momento de fuerza F respecto
al origen de coordenadas.

1.64. Los wvectores ry, ry, Py que forman la terna derecha son
purgendicularcs entre sf. Sabiendo que |/ | =7, |ry | =5, | ry| =
= 6, caleilese (re; ra; ra)-

1.65. Demuestrese que (1 4 rg; ry + ras rs + r)) = 2 {r13 g} rah

1.66. Demuéstrese que los vectores ry, ry, ry gue salisfacen la
condicidn [ry; vyl + [re; 741 + [rs; #,] = 0, son coplanares.

1.67. Calcilese el volumen del paralelepipedo construidoe sobre
Jos vectores r; =a + b + ¢, r',,:a—b—ﬁc vy ra=a—b —e¢.

1.68. Muéstrese que el volumen de un paralelepipedo construido
sobre las diagonalez de las caras del paralelepipedo dade, gue tienen
un vértice comin, es igual al volumen duplicade del paralelepipedo
dado.

1.69. Determinese el producto mixtio éa; b; ¢) de los vectores
a=(0; 3; —1), b= (5; 0; 0), e= (T; —2; 4).

1.70. Determincse si son coplanares los veetores a = (8; 5; -13),
b= (—4; 2; 8), ¢ = {4; 7; —4); si son coplanares, qué terna forma-
ran, derecha o izquierda.

1.71. Determinese si son coplanares los vectores ¢ = (—2; —1; —
—3), b= (—1; 4; 6), o= (1, 5; 9.

1.72. Hillese el volumen del aﬂara]alepipﬂdu construido sobre
los veclores a = (1; 2; 3), b = (l_ {51 4), o= {2 5; 2).

1.73. El centro de gravedad de una barra homogénea se encucen-
tra en el punto M (2; —4), uno de sus extremos, en el punto 4 (—1; 1)
Determinense las eoordenadas del olro extremo de la barra.

1.74. Se da el tridngulo con los vértices en los puntos 4 (2; —5),
B (1; —2) y C (4; 7). Hallese ¢f punto de interseccidn de la hisectriz
del /B con el lado AC.

1.75. Demudstrese, que si en la pirdmide triangular regular
SABC unimos el vértice A con ¢l punto M de interseccion de las me-
dianas de la cara opuesta. entonces (AM)y L (BCY.

1.76. En ¢l triangulo A BC los punlos 4,, 8,, €, son log punlas
medios de los lados BC, AC, AB. Demuésirese gue los punios de
interseceion de las medianas de los tridngulos ABC y A,8,C, coin-
ciden.

1.77. Demuéatrese que los puntos medios de las bases del trape-
cio ¥ el punta de interseccion de las prolongaciones de sus lados late-
rales pertemecen a una misma recta.

1.78. Los puntos M y ¥ son los puntos medios de los lados AR
vy €D del cuadvédngulo A BCD. Demuéslrese, que los puntos medios de
lus diagonales de los enadrangulos A MND y BMNC son vérlices e
un paralelogramo o estén situados en upa misma Tecta.

1.79. Calcilese el trabajo efectuade por la resultante de dos furer-
wms Fy, (5, —1; 3) v Fy (—3; —2; 4), cuundo un punto maleriat se
%mplaza 1r;*.c!ilinearmnle de la posicion B (10; 8, —2) a la posicion

(3 43 1).

1.80. La {uerza ¥ = 3i 4 k csld aplicada al punto A (23 1; 4.
Héllense el momento y 1a magnilud del momento de esta fuerza respee-
to al punto O ('2; —1: &,

1.81. Dos fuerzas F; ¥ F, estdn aplicadas a un punto material,

A
ademas, | Fy | -F | 5| = 4N § (F); Fp) = 120°, Mallese el valor
roanimao de la mapgutud de la resultanle de estas fuerzas.
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1.82. Determinese si se cncuentran en un mismo plano los cuntro
puntos siguicntes:

a) My (B 2; —2). M, (0 =3; 1), M, (07 45 8), M, 0, 4,

by My (33 55 1), M, (2, 43 7). My (8 55 3 My th 4 B

1.84. Los vértices de wna piramide se encuentran en los punlos
A@ 4 —1), BB 0,0, € (2 —1: 3y D g, =7 0y Hablese
la altura de la pirdmide bajada desde el vértice D.

1.84. En el plane se dan ¢l cuadringnlo ABCD y el punto M.
Demuéstrese, que los puntos simétricos al punto M respeetn a los
puntos medios de Jos lados del enadringule dade, son vértices de un
puralelogramo.

1.85. Demuéstrese gue las alturas de un (ridugaly arbitrario se
intersecan en un solo punto.

L.86. Demuéstrese, que para que las diagonales de un cuadrdugulo
scan perpendiculures entre s1, ¢s necesario ¥ suliciente que las semas
de los cuadrados de las longitudes de sus Jados opuestos sean iguales.

1.87. Un ciclista se mueve con una veloeidad de 45 km/h en diree-
cién porte y le purece, que ¢l viento {que sepla con una velocidad de
@ km/h de cierto sitio del nordesler esta dirigido bajo un angulo de
15% respecto a la linea de su movimienin. Hallese Ja direccion real
del viento.

1.88. ILn el lade A5 del tridngnlo ABC se da el punto £, por el
cual estan trazadas las rectas paratelas a sus medianns AM, y BM,.
listas rectos cortan los lados respectivos del tridngulo en log puntos
A, ¥ B,. Demuéstrese que ¢f punto medio del segmento 4,45, ¢l punto
Py el punto de interseceidn de las medianas del trianguto dado estin
situadus en una misma recta.
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