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Introducción Notación del Cálculo-λ β -reducción y α-conversión Indexación para variables ligadas Reducciones

Referente histórico

I El Cálculo-λ , publicado por Alonzo Church en 1932, es
uno de los modelos matemáticos que se desarrollaron
como respuesta inmediata a los problemas de Hilbert, a
principios del siglo XX.

I El problema en cuestión es si existe un método mecánico
general para obtener el valor de verdad de cualquier
conjetura lógica, y está ı́ntimamente relacionado con la
cuestión de lo que es algorı́tmicamente computable.

I Lo uso también para resolver negativamente el problema
del paro.
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Trabajos similares

I Los trabajos de Schoenfinkel y los combinadores de Curry
(una forma especial de Cálculo-λ ),

I Los números de Göedel, el sistema de producción de
Post, las funciones recursivas de Kleene, los algoritmos de
Markov;

I y el más prominente: la máquina de Turing.
I La tesis de Church-Turing: los problemas intuitivamente o

efectivamente computables son exactamente aquellos que
pueden computarse en un máquina de Turing (y por lo
tanto, en los demás modelos también).
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Ideas principales del Cálculo-λ (1)

I Es el modelo más cercano a los algoritmos y su evaluación
tal y como fueron formalizados en la clase anterior.

I Se le puede considerar como el paradigma de todos los
lenguajes de programación tal y como los conocemos
actualmente.

I Es primordialmente, una teorı́a de las funciones
computables relacionada con propiedades fundamentales
de los operadores, sus aplicaciones a operandos y con la
construcción sistemática de operadores más complejos
(algoritmos) a partir de componentes simples.
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Ideas principales del Cálculo-λ (2)

I Su núcleo tiene que ver con poco más que la definición de
variables, alcance de variables, y la substitución ordenada
de variables por expresiones.

I Se trata de un lenguaje cerrado en el sentido de que su
semántica puede definirse en base a equivalencia entre
expresiones (o términos) del cálculo mismo.
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Abstracción funcional

I Una función f de n variables v1, . . . ,vn se denotan en el
Cálculo-λcomo:

f = λv1 . . .vn.e0

I El sı́mbolo f denota el nombre de la función y puede ser
referenciado en cualquier parte. No es necesario
especificarlo.

I La expresión del lado derecho de la ecuación define una
abstracción de las variables v1, . . . ,vn en el cuerpo de la
función e0.
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Variables libres, primera aproximación

I Una definición precisa de lo que ocurrencia libre de
variables significa, deberemos posponerla para más
adelante.

I Por ahora basta comentar que una variable u es libre en la
expresión e0 si ésta no contiene ninguna abstracción de u
(la variable no está en la lista λ . . . ).
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Aplicación de funciones

I Una aplicación llamada f sobre r expresiones argumento
e1, . . . ,er tiene la forma:

(f e1 . . . er ) = (λv1 . . .vn.e0 e1 . . .er )

donde r no es necesariamente igual a n. Por ejemplo:

(λxy .+ x y) 1 = λy .+ 1 y

I El caso especial de la aplicación de una abstracción a las
variables abstraı́das, nos da como resultado el cuerpo de
la abstracción:

(λv1 . . .vn.e0 v1 . . .vn) = e0
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Funciones Curryficadas

I Para mantener el aparato formal simple y conciso, el
Cálculo-λ considera, sin perdida de generalidad,
unicamente abstracciones de una variable (funciones de
un argumento).

I Esto se debe al descubrimiento de Schoenfinkel y Curry
que permite representar abstracciones n-arias, como
n-folds anidados de abstracciones unarias ¿recuerdan el
extraño nombre de funciones Curryficadas?

f = λv1 . . .vn.e0 ≡ λv1.λv2 . . . .λvn.e0
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Sintáxis y Funciones Curryficadas

I Usando la notación currificada, la aplicación de f a r
operandos toma la forma de un r -fold de aplicaciones
anidadas:

(f e1 . . .er )≡ (. . .((f e1) e2) . . .er )

I Lo anterior reduce la construcción de expresiones (o
términos) del Cálculo-λ a la siguiente regla sintáctica:

e =s v | c | (e0 e1) | λv .e0

I Las expresiones que se forman a partir de la aplicación
sistemática de estas reglas se conocen como fórmulas
bien formadas (fbf) del Cálculo-λ .

I Cualquier otra expresión no es válida en el Cálculo-λ .
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Aplicaciones revisitadas

I Una aplicación (e0 e1) representa el resultado de aplicar
e0 a e1.

I Se dice que e0 es la expresión en la posición del operador;
y que e1 es la expresión en la posición del operando de la
aplicación.

I Es común que e0 y e1 se identifiquen como la función y el
argumento de la aplicación, lo cual no es totalmente
correcto, puesto que la sintaxis del Cálculo-λ permite que
cualquier expresión válida esté en cualquiera de las dos
posiciones y sólo las abstracciones y las operaciones
primitivas +,−,∗, . . . son funciones verdaderas.
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Aplicaciones de abstracciones

I Estamos interesados particularmente en aplicaciones de
la forma (λv .e0 e1) que tienen una abstracción en la
posición del operador y una expresión válida en la posición
del operando.

I De hecho, basta considerar únicamente el Cálculo-λ puro,
cuyo conjunto de constantes está vacı́o. Sin operadores
primitivos, las abstracciones son las únicas funciones en
juego.
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Reglas de transformación

I La belleza del Cálculo-λ puro reside en que sólo
necesitamos preocuparnos por una sola regla de
transformación:

λv .e0 e1→β e0[v ← e1]

I La regla se conoce como β -reducción o β -contracción y se
dice que simplifica o reduce el β -redex (λv .e0 e1) a su
reductum o contractum e0[v ← e1].
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Conflictos entre nombres de variables

I Desafortunadamente esta regla no es tan simple como
parece a primera vista. Existen problemas con respecto a
las variables ligadas en las abstracciones y la existencia
de variables libres con los mismos nombres, en cuyo caso,
las substituciones no pueden llevarse a cabo sin una
acción correctiva. Por ejemplo en:

(λu.λv .u w)→ λv .w y (λu.λv .u v)→ λv .v



Introducción Notación del Cálculo-λ β -reducción y α-conversión Indexación para variables ligadas Reducciones

Variable libre

I Con V denotando el conjunto de variables, definimos el
conjunto de variables libres FV de una expresión e
recorriendo las tres formas sintácticas del Cálculo-λ puro y
especificando lo que son las variables libres por casos:

FV (e) =

 {v} Si e =s v ∈ V
FV (e0)∪FV (e1) Si e =s (e0 e1)
FV (e0)\{v} Si e =s λv .e0
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Variable acotada

I Es posible ofrecer una definición complementaria del
conjunto de variables acotadas en la expresión e:

BV (e) =

 /0 Si e =s v ∈ V
BV (e0)∪BV (e1) Si e =s (e0 e1)
BV (e0)∪{v} Si e =s λv .e0

I Una variable v está libre en una expresión e, si y sólo si
v ∈ FV (e); y que una variable v está acotada en una
expresión e, si y sólo si v ∈ BV (e).
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Alcance del abstractor

I En una abstracción λv .e, llamamos al cuerpo e el alcance
del abstractor λv , lo que significa que todas las
ocurrencias libres de v en e están acotadas por λv . Por
ejemplo, en la expresión:

(λu.(λv .(λz.(z (v u)) v) u) w)

la variable w está libre, puesto que no existe abstractor
para ella. La variable u está acotada en la abstracción
λu.(. . .), pero libre en su cuerpo, que es el alcance del
abstractor λu.
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Abstracciones cerradas y abiertas

I Una abstracción cuyo conjunto de variables libres
está vacı́o, se dice cerrado o que es un combinador;

I En otro caso se dice que la abstracción es abierta.
I De gran relevancia para la implementación de lenguajes

de programación basados en el Cálculo-λ , son los
llamados super combinadores, que son abstracciones
cerradas cuyos cuerpos pueden contener recursivamente
sólo expresiones cerradas (o super combinadores). Por ej.

I = λx .x
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Substituciones

I Como se lleva a cabo la substitución en la β -reducción

(λv .eb ea)→β eb[v ← ea]

eb[v ← ea] =



ea Si eb =s v ∈ V
u Si eb =s u ∈ V ∧v 6=s u
(e0[v ← ea] e1[v ← ea]) Si eb =s (e0 e1)
λv .e0 Si eb =s λv .e0
λu.e0[v ← ea] Si eb =s λu.e0 ∧

u 6∈ FV (ea)∨v 6∈ FV (eb)
λw .e0[u← w ][v ← ea] Si eb =s λu.e0 ∧

u ∈ FV (ea)∧v ∈ FV (eb) ∧
w ∈ V ∧w 6∈ FV (ea)∪FV (eb)
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Renombrado de variables: α-conversión

I La transformación que renombra:

λu.e0→α λw .e0[u← w ]

se conoce como α-conversión. Su realización se basa en
la aplicación de una función de α-conversión a la
abstracción cuyas variables ligadas necesitamos cambiar:

(λv .λw .(v w) λu.e0)

I Esta transformación procede con la aplicación de las
reglas definidas anteriormente en dos pasos: primero
mapea a λw .(λu.e0 w) y después a λw .e0[u← w ].
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Ejemplo de β -reducciones
58 4 The λ-Calculus
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(z z)

(w z)[ w ← z ]

(λw.(w z) w)

(λw.(w z) v)[ v ← z ]

(λv.(λw.(w z) v) z)

(λv.(λw.(w u)[ u ← z ] v) z)

(λv.(λw.(z u)[ z ← w ][ u ← z ] v) z)

(λv.(λz.(z u)[ u ← z ] v[ u ← z ] ) z)

(λv.(λz.(z u) v)[ u ← z ] z)

(λv.(λz.(z u) v)[ u ← z ] u[ u ← z ])

(λv.(λz.(z u) v) u)[ u ← z ]

(λu.(λv.(λz.(z u) v) u) z)

Fig. 4.2. A sequence of β-reductions

sequence, the last of the substitution rules is applied to the fifth expression
from the top to rename to w the bound variable z of the abstraction λz.(z u)
in order to get around a name clash with the free variable z that must be
substituted for u. But this is just what we did not wish to do since now a
variable has entered the game that was not known in the original expression
but has been brought in from nowhere (e.g., by the system that performs
the computation), thus changing the appearance (but not the meaning) of
the abstraction λz.(z u) to λw.(w u). However, in this particular case we
are lucky: if we just look at the original and final expression, and ignore the

Contents Index
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Problemas

I La historia es diferente para λ -expresiones que reducen
abstracciones, como:

(λu.(λv .λz.((z u) v) z) v))

I Encontramos dos conflictos entre nombres, el primero al
substituir el argumento externo v bajo λv ; y el segundo al
substituir el argumento interno z bajo λz. Si renombramos
v por x y luego z por y , obtenemos la abstracción
λy .((y v) z) como resultado.

I Si invertimos el orden en el que usamos x e y ,
obtendrı́amos la abstracción λx .((x v) z).
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Estructura de ligado

I La elección de los nombres de las variables ligadas no es
importante. Su única función es relacionar a los
abstractores con posiciones sintácticas en el cuerpo de la
abstracción. substituidos. A esta relación se le conoce
como estructura de ligado. Por ejemplo:

λu.λv .λw .(((w v) u)(x u))≡ λx1.λx2.λx3.(((x3 x2) x1)(x x1))
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Estructura de substitución

I La posición de un abstractor en una secuencia de
abstractores también identifica, en el caso de aplicaciones
anidadas, el nivel de anidamiento en que el argumento
será tomado. A esto se le llama estructura de substitución.

60 4 The λ-Calculus
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" " "
( ( ( λu.λv.λw.( ( ( w v ) u ) ( x u ) ) x ) λz.z ) λx.λy.x )

binding structure

structure
substitution

Fig. 4.3. Substitution and binding structures of an abstraction application

We also give in Fig. 4.4 the sequence of β-reductions that evaluates these
nested applications, because we will need it for comparison later on. This
sequence performs, from innermost to outermost, the β-reductions that sub-
stitute in the abstraction body x for u, λz.z for v, and λx.λy.x for w, and
then proceeds to evaluate the instantiated body, returning as the result the
application (x x) of the free variable x to itself.

"

"

"

"

"

"

(((λu.λv.λw.(((w v) u) (x u)) x) λz.z) λx.λy.x)

((λv.λw.(((w v) x) (x x)) λz.z) λx.λy.x)

(λw.(((w λz.z) x) (x x)) λx.λy.x)

(((λx.λy.x λz.z) x) (x x))

((λy.λz.z x) (x x))

(λz.z (x x))

(x x)

Fig. 4.4. Reduction sequence for the application in Fig. 4.3

We will now take the renaming of variables one step beyond naming them
all x and distinguishing them by subscripts. We give them all the same names,
say z, and define the binding structure by so-called unbinding operators (or pro-
tection keys) that we put in front of the variable occurrences in the abstrac-

Contents Index
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Otro ejemplo

60 4 The λ-Calculus

!! ! !

" " "
( ( ( λu.λv.λw.( ( ( w v ) u ) ( x u ) ) x ) λz.z ) λx.λy.x )

binding structure

structure
substitution

Fig. 4.3. Substitution and binding structures of an abstraction application

We also give in Fig. 4.4 the sequence of β-reductions that evaluates these
nested applications, because we will need it for comparison later on. This
sequence performs, from innermost to outermost, the β-reductions that sub-
stitute in the abstraction body x for u, λz.z for v, and λx.λy.x for w, and
then proceeds to evaluate the instantiated body, returning as the result the
application (x x) of the free variable x to itself.

"

"

"

"

"

"

(((λu.λv.λw.(((w v) u) (x u)) x) λz.z) λx.λy.x)

((λv.λw.(((w v) x) (x x)) λz.z) λx.λy.x)

(λw.(((w λz.z) x) (x x)) λx.λy.x)

(((λx.λy.x λz.z) x) (x x))

((λy.λz.z x) (x x))

(λz.z (x x))

(x x)

Fig. 4.4. Reduction sequence for the application in Fig. 4.3

We will now take the renaming of variables one step beyond naming them
all x and distinguishing them by subscripts. We give them all the same names,
say z, and define the binding structure by so-called unbinding operators (or pro-
tection keys) that we put in front of the variable occurrences in the abstrac-

Contents Index
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Un nuevo renombrado de variables

I A todas las variables se les dará el mismo nombre, por
ejemplo z, y la estructura de ligado se definirá por medio
de los llamados operadores de desligue ó llaves
protectoras que se colocan frente a la ocurrencia de las
variables en el cuerpo de la abstracción.

I Si una ocurrencia de la variable z está precedida por n de
estos operadores, denotados como:

//. . ./︸ ︷︷ ︸
n

z

entonces la ocurrencia está protegida contra las n
imbricaciones más internas del abstractor λz
que liga a la variable.
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Ejemplo

I Usando está notación, la abstracción del ejemplo puede
representarse como sigue:

λu.λv .λw .(((w v) u)(x u)) =s λz.λz.λz.(((z /z) //z) (x // z))

I Todas las variables ligadas se llaman ahora z y, por
ejemplo, las ocurrencias de z que remplazan a la variable
original u, están precedidas por dos llaves de protección
//, de forma que los dos abstractores λz más internos, no
le afecten. La variable x no se modifica porque aparece
libre.
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Problemas

I El problema con las llaves de protección es que necesitan
ser modificadas dinámicamente, conforme se aplican las
β -reducciones.

I Cada vez que un abstractor desaparece de la abstracción
original, una llave de protección debe desaparecer.

I Pero también, si una variable libre entra en el alcance de
un abstractor, y esta variable tiene el mismo nombre que la
variable abstraı́da, entonces en concordancia, debemos
introducir una llave de protección más.
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Ejemplo62 4 The λ-Calculus

!

!

!

!

!

!

λz.λz.(((λz.λz.λz.(((z /z) //z) (////z //z)) /z) λz.z) λz.λz./z)

λz.λz.((λz.λz.(((z /z) ///z) (///z ///z)) λz.z) λz.λz./z)

λz.λz.(λz.(((z λz.z) //z) (//z //z)) λz.λz./z)

λz.λz.(((λz.λz./z λz.z) /z) (/z /z))

λz.λz.((λz.λz.z /z) (/z /z))

λz.λz.(λz.z (/z /z))

λz.λz.(/z /z)

Fig. 4.5. The same reduction sequence as in Fig. 4.4, with all bound variables
named z, and with binding distances maintained by means of protection keys

first λz and substitutes /z for all occurrences of variables bound to it in the
abstraction body, which are the two occurrences of //z. Now, substituting the
/z under the two remaining abstractors means that two more protection keys
must be added to it, i.e., the two occurrences of //z must be replaced by ///z
to keep the correct distance relative to the outermost λz, which is in front of
the entire application. Moreover, the variable occurrence ////z that is inside
the abstraction but is bound by the outermost abstractor λz must drop one
protection key since one of the abstractors in between has gone. This leaves
three occurrences of ///z under the remaining abstraction that are bound by
the outermost λz.

The protection keys of these variables are decremented to one by two more
β-reductions, and the result is a self-application of /z that has maintained its
status of being bound to the outermost of the two abstractors that have been
added in front and have never participated in β-reductions.

We can now be a little more specific about the manipulation of these pro-
tection keys by first defining the binding status of a variable that is preceded
by them.

Let / . . . //︸ ︷︷ ︸
i

v =s /(i)v | i ∈ {0, 1, . . .} be a variable occurrence with i-

fold protection inside a λ-expression e, and let j ∈ N0 enumerate, from the
variable occurrence outwards and beginning with j = 0, the abstractors λv

Contents Index
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Estado de ligadura

I Sea
/. . .//︸ ︷︷ ︸

i

v =s /(i) | i ∈ {0,1, . . .}

I la ocurrencia de una variable v con i llaves de protección y
sea que j ∈ No enumere, de la ocurrencia de la variable
hacı́a afuera y comenzando en j = 0, los abstractores λv . .

I Esta ocurrencia es, con respecto al abstractor j-ésimo:

→ libre Si i > j , → acotada Si i = j , → sombreada Si i < j

I El ı́ndice de protección i de la ocurrencia de una variable,
denota lo que se conoce como ı́ndice de ligado ó
distancia de ligado (con respecto al abstractor).
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β -reducción con ı́ndices de protección

I El cuerpo de la abstracción eb:
I Decrementar el número i de llaves de protección, si aún

quedan disponibles,
I Se substituye por ea, si la variable está acotada,
I No se cambia nada, si la variable está sombreada.

I El operando ea:
I Incrementar el número i de llaves de protección en un valor

k si la variable es libre o acotada con respecto al λv más
interno que rodea la aplicación (λv .eb ea); y si la variable
penetra el alcance de k abstractores anidados λv cuando
es substituida en eb,

I Permanece intacta si la variable está sombreada.
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α-conversión con ı́ndices de protección

I Se puede transformar una expresión con variables
acotadas de distinto nombre, en una que tenga solo
variables, digamos z, aplicando la función de α-conversión
λv .λz.(v z) a todas las abstracciones de una variable.

I En el caso del ejemplo, la función se inserta en la
expresión original:

λv .λz.(v z)λu. . . .
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Ejemplo
64 4 The λ-Calculus
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(λv.λz.(v z) λu.(λv.λz.(v z) λv.(λv.λz.(v z) λw.(((w v) u) (x u)))))

(λv.λz.(v z) λu.(λv.λz.(v z) λv.λz.(λw.(((w v) u) (x u)) z)))

(λv.λz.(v z) λu.(λv.λz.(v z) λv.λz.(((z v) u) (x u))))

(λv.λz.(v z) λu.λz.(λv.λz.(((z v) u) (x u)) z))

(λv.λz.(v z) λu.λz.λz.(((z /z) u) (x u)))

λz.(λu.λz.λz.(((z /z) u) (x u)) z)

λz.λz.λz.(((z /z) //z) (x //z))

Fig. 4.6. Systematic α-conversion of λ-bound variables of the abstraction of Fig. 4.4
(the redices that are actually contracted are underlined)

abstractors Λ in combination with binding indices #i instead. Our example
abstraction with which the sequence of α-conversions in Fig. 4.6 terminates
then assumes the equivalent form

Λ.Λ.Λ.(((#0 #1) #2) (x #2)) ,

and β-reduction follows the same rules as defined above, except that it ma-
nipulates these indices rather than numbers of protection keys.

We will refer to this variant of the λ-calculus, which was invented by
Berkling and deBruijn independently, as the Λ-calculus of nameless dummies,
or simply the nameless Λ-calculus. It constitutes a considerable departure,
with regard to representation, from the λ-calculus that uses variables to de-
fine binding structures. Λ-expressions may be less readable to human beings
(at least, it takes some getting used to them) but they are decidedly more suit-
able for interpretation by machines: β-reductions replace fairly complicated
name-handling operations by simple index manipulations, and – as we will
see later on – the indices relate more or less directly to accesses to a runtime
environment.

The syntax of the pure Λ-calculus is essentially the same as that of the
λ-calculus, except that bound variables are replaced by binding indices and
abstractor symbols λv are replaced by Λ:

e =s #i | (e0 e1) | Λ.e0 with i ∈ {0, 1, . . .} .

Contents Index
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Secuencias de reducción

I Dadas dos λ -expresiones e y e′, se dice que e es
β -reducible a e′, denotado por e 7−→β e′, si y sólo si e
puede ser transformado en e′ por una secuencia finita
(posiblemente vacı́a) de β -reducciones y α-conversiones.

I Esto produce una secuencia e0, . . . ,en de λ -expresiones
con e0 =s e y en =s e′ tal que para todos los ı́ndices
i ∈ {0, . . . ,n−1} tenemos que ei →β ei+1 ó ei →α ei+1.
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Equivalencia sintáctica

I Dos λ -expresiones son semánticamente equivalentes,
denotado por e = e′, si y sólo si e puede ser transformada
en e′ por una secuencia finita (posiblemente vacı́a) de
β -reducciones, β -reducciones reversas y α-conversiones.

I Esto es, para todos los ı́ndices i ∈ {0, . . . ,n−1}, debemos
tener ei →β ei+1 ó ei+1→β ei ó ei →α ei+1.



Introducción Notación del Cálculo-λ β -reducción y α-conversión Indexación para variables ligadas Reducciones

Forma Normal

I El objetivo de reducir una λ -expresión e es transformarla
en alguna expresión eNF que no contiene más redices, ó a
la que no se le puedan aplicar más reglas de β -reducción.

I Esta expresión se conoce como la forma normal ó el valor
de la expresión e. Si para llegar de e a eNF necesitamos
una secuencia finita de β -reducciones, entonces eNF es
también la forma normal de las λ -expresiones intermedias.



Introducción Notación del Cálculo-λ β -reducción y α-conversión Indexación para variables ligadas Reducciones

Indeterminismo

I Una λ -expresión compleja que contiene diversos redices,
generalmente lleva a la elección entre diferentes
secuencias alternativas de β -reducciones. Tal que
debemos alcanzar una forma normal

I para eventualmente todas las posibles secuencias, es
decir, tras muchas β -reducciones finitas ejecutadas en
cualquier orden; si tenemos suerte;

I para ninguna de las secuencias posibles, porque no existe
una forma normal. Por ejemplo, ninguna de las secuencias
termina en un número finito de pasos;

I para algunas de las secuencias posibles, pero no para
todas. Esto es, algunas secuencias terminan de manera
finita, pero otras no.
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Estrategias de Evaluación (1)

I Consideremos un ejemplo de la primer clase de expresión:
(λu.(λw .(λw .u) u) w)) donde:

I procediendo de afuera hacı́a adentro:

(λu.(λw .(λw .u) u) w))→β (λw .(λ(w .//w /w)w)→β (λw ./w w)→β w

I procediendo de adentro hacı́a afuera:

(λu.(λw .(λw .u) u) w))→β (λu.(λw .u u) w)→β (λu.u w)→β w

I y aún si comenzásemos por el radice de en enmedio,
llegarı́amos a la forma normal w .
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Estrategias de Evaluación (2)

I Ahora, una expresión simple que no tiene forma normal es
la auto-aplicación:

(λu.(u u) λu.(u u))→β (λu.(u u) λu.(u u))→β . . .

que incesantemente se reproduce a si misma.
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Estrategias de Evaluación (3)

I Observen la siguiente aplicación:

((λw .λv .u λw .w) (λu.(u u) λu.(u u)))

la abstracción λw .λv .u es una función selector que
reproduce su primer argumento, es decir λw .w , pero
elimina el segundo, que en este caso particular es la
misma aplicación.

I De forma que una reducción de afuera hacı́a adentro lleva
a w , pero una de afuera hacı́a adentro no termina.
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Reducción en orden normal

I Esta estrategia debe ser definida por una función de
transformación τN que mapea λ -expresiones a
λ -expresiones como sigue:

τN(e) =


v Si e =s v ∈ V
λv .τN(eb) Si e =s λv .eb
τ ′N(e) Si e =s (λv .eb e2)
τ ′N(τN(e1)e2) Si e =s (e1 e2) y e1 6=s λv .eb

I donde:

τ
′
N(e) =

{
τN(eb[v ← e2]) Si e =s (λv .eb e2)
(e1 τN(e2)) Si e =s (e1 e2) y e1 6=s λv .eb
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Evaluador abstracto

I La función τN define un evaluador abstracto para
expresiones del Cálculo-λ puro, similar al evaluador EVAL
del capı́tulo anterior.

I A diferencia de EVAL, τN solo se propaga recursivamente
a través de las expresiones operador, pero no toca los
operandos hasta que el operador es procesado y no es
una abstracción (el último caso en τ ′N . Si es una
abstracción, entonces el operando es substituido por
ocurrencias libres de la variable ligada (el primer caso de
τ ′N ).
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Llamadas por nombre y por valor

I La reducción en orden normal también se conoce como de
afuera a adentro y de izquierda a derecha.

I Esta estrategia se conoce también como llamada por
nombre y es usada por lenguajes de programación como
Algol y Simula.

I Es posible definir una estrategias como la usada por EVAL,
conocida como primero operandos o llamada por valor.
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Teorema de Church-Rosser

I Sean e0,e1,e2,e3 λ -expresiones. Entonces e0 7−→β e1 y
e0 7−→β e2 implican que existe una expresión e3 tal que
e1 7−→β e3 y e2 7−→β e3.

I La prueba está más allá del contenido de este curso, pero
observen que si e3 es una forma normal, entonces esta
forma es única.
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