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Introduccion

Referente histoérico

» El Calculo-4, publicado por Alonzo Church en 1932, es
uno de los modelos matematicos que se desarrollaron
como respuesta inmediata a los problemas de Hilbert, a
principios del siglo XX.

» El problema en cuestién es si existe un método mecanico
general para obtener el valor de verdad de cualquier
conjetura légica, y esta intimamente relacionado con la
cuestion de lo que es algoritmicamente computable.

» Lo uso también para resolver negativamente el problema

del paro. (v
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Introduccion

Trabajos similares

» Los trabajos de Schoenfinkel y los combinadores de Curry
(una forma especial de Célculo-A),

» Los numeros de Goéedel, el sistema de produccién de
Post, las funciones recursivas de Kleene, los algoritmos de
Markov;

» y el mas prominente: la maquina de Turing.

» Latesis de Church-Turing: los problemas intuitivamente o
efectivamente computables son exactamente aquellos que
pueden computarse en un maquina de Turing (y por lo
tanto, en los demas modelos también).

\V/
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Introduccion

|deas principales del Calculo-A (1)

» Es el modelo mas cercano a los algoritmos y su evaluacion
tal y como fueron formalizados en la clase anterior.

» Se le puede considerar como el paradigma de todos los
lenguajes de programacion tal y como los conocemos
actualmente.

» Es primordialmente, una teoria de las funciones
computables relacionada con propiedades fundamentales
de los operadores, sus aplicaciones a operandos y con la
construccion sistematica de operadores mas complejos

(algoritmos) a partir de componentes simples. ‘
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Introduccion

Ideas principales del Célculo-A (2)

» Su nucleo tiene que ver con poco mas que la definicion de
variables, alcance de variables, y la substitucion ordenada
de variables por expresiones.

» Se trata de un lenguaje cerrado en el sentido de que su
semantica puede definirse en base a equivalencia entre

expresiones (o términos) del calculo mismo.
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Notacion del Calculo-A

Abstraccion funcional

» Una funcién f de n variables v4,..., Vv, se denotan en el

Calculo-Acomo:
f:lV1 ...Vn.€o

» El simbolo f denota el nombre de la funcién y puede ser
referenciado en cualquier parte. No es necesario
especificarlo.

» La expresion del lado derecho de la ecuacion define una
abstraccion de las variables v,..., v, en el cuerpo de la

funcion eg.
]
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Notacion del Calculo-A

Variables libres, primera aproximacion

» Una definicién precisa de lo que ocurrencia libre de
variables significa, deberemos posponerla para mas
adelante.

» Por ahora basta comentar que una variable u es libre en la
expresion eg si ésta no contiene ninguna abstraccion de u

(la variable no estaenlalistal...).
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Notacion del Calculo-A

Aplicacion de funciones

» Una aplicacion llamada f sobre r expresiones argumento
ei,...,er tiene la forma:

(fer...e)=(Avy...vn.eg €1...€)
donde r no es necesariamente igual a n. Por ejemplo:
(Axy.+ xy)1 =Ay.+ 1y

» El caso especial de la aplicacion de una abstraccion a las
variables abstraidas, nos da como resultado el cuerpo de

la abstraccion:
(lv1...vn.e0 V1...Vn):eo *
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Notacion del Calculo-A

Funciones Curryficadas

» Para mantener el aparato formal simple y conciso, el
Calculo-A considera, sin perdida de generalidad,
unicamente abstracciones de una variable (funciones de
un argumento).

» Esto se debe al descubrimiento de Schoenfinkel y Curry

que permite representar abstracciones n-arias, como
n-folds anidados de abstracciones unarias ¢ recuerdan el

extrano nombre de funciones Curryficadas?
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Notacion del Calculo-A

Sintaxis y Funciones Curryficadas

» Usando la notacién currificada, la aplicacion de f a r
operandos toma la forma de un r-fold de aplicaciones
anidadas:

(fey...er)=(...((feq) €2)...€)

» Lo anterior reduce la construccién de expresiones (0
términos) del Calculo-A a la siguiente regla sintactica:

e=sv|c|(eer)|Av.e

» Las expresiones que se forman a partir de la aplicacién
sistematica de estas reglas se conocen como formulas

bien formadas (fbf) del Calculo-A.
» Cualquier otra expresion no es valida en el Céalculo-A. (v
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Notacion del Calculo-A

Aplicaciones revisitadas

» Una aplicacién (eg e1) representa el resultado de aplicar
€ a ey.

» Se dice que gy es la expresidn en la posicion del operador;
y que e; es la expresion en la posicion del operando de la
aplicacion.

» Es comin que ey y e; se identifiquen como la funcion y el
argumento de la aplicacion, lo cual no es totalmente
correcto, puesto que la sintaxis del Calculo-A permite que
cualquier expresion valida esté en cualquiera de las dos

posiciones y solo las abstracciones y las operaciones
primitivas +, —, *,... son funciones verdaderas. *
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Notacion del Calculo-A

Aplicaciones de abstracciones

» Estamos interesados particularmente en aplicaciones de
la forma (Av.ey e1) que tienen una abstraccién en la
posicion del operador y una expresién valida en la posicién
del operando.

» De hecho, basta considerar Unicamente el Calculo-4 puro,
cuyo conjunto de constantes esta vacio. Sin operadores
primitivos, las abstracciones son las Unicas funciones en

juego.
P
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B-reduccién y a-conversion

Reglas de transformacion

» La belleza del Calculo-A puro reside en que sélo
necesitamos preocuparnos por una sola regla de
transformacion:

lv.eo €1 —p eo[V<— 61]

» La regla se conoce como [-reduccion o B-contraccion y se

dice que simplifica o reduce el B-redex (Av.ey €1) a su

reductum o contractum ep[v « €4].
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B-reduccién y a-conversion

Conflictos entre nombres de variables

» Desafortunadamente esta regla no es tan simple como
parece a primera vista. Existen problemas con respecto a
las variables ligadas en las abstracciones y la existencia
de variables libres con los mismos nombres, en cuyo caso,
las substituciones no pueden llevarse a cabo sin una
accion correctiva. Por ejemplo en:

(AuAdviuw)—Av.w y  (AuAv.uv)—Avy

¥
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B-reduccién y a-conversion

Variable libre

» Con V denotando el conjunto de variables, definimos el
conjunto de variables libres FV de una expresién e
recorriendo las tres formas sintacticas del Calculo-A puro 'y
especificando lo que son las variables libres por casos:

{v} Sie=sveV
FV(e) = { FV(es)UFV(eq) Sie=s (e 1)
FV(ep)\{v} Sie=sAv.e

¥
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B-reduccién y a-conversion

Variable acotada

» Es posible ofrecer una definicion complementaria del
conjunto de variables acotadas en la expresion e:

0 Sie=gveV
BV(e) = BV(ep)UBV(ey) Sie=s(ep 1)
BV(ey)u{v} Sie=sAv.e

» Una variable v esta libre en una expresion e, siy sélo si

v € FV(e); y que una variable v esta acotada en una
expresion e, siy solo si v e BV(e).



B-reduccién y a-conversion

Alcance del abstractor

» En una abstraccion Av.e, llamamos al cuerpo e el alcance
del abstractor Av, lo que significa que todas las
ocurrencias libres de v en e estan acotadas por Av. Por
ejemplo, en la expresion:

(Au(Av.(Az(z (v u)) v) u) w)

la variable w esta libre, puesto que no existe abstractor
para ella. La variable u esta acotada en la abstraccion
Au.(...), pero libre en su cuerpo, que es el alcance del

abstractor Au.
!V|/ ’
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B-reduccién y a-conversion

Abstracciones cerradas y abiertas

» Una abstraccién cuyo conjunto de variables libres
esta vacio, se dice cerrado o que es un combinador;
» En otro caso se dice que la abstraccion es abierta.

» De gran relevancia para la implementacion de lenguajes
de programacion basados en el Calculo-A, son los
llamados super combinadores, que son abstracciones
cerradas cuyos cuerpos pueden contener recursivamente
solo expresiones cerradas (0 super combinadores). Por ej.

¥
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B-reduccién y a-conversion

Substituciones

» Como se lleva a cabo la substitucion en la -reduccion

(Av.ep €a) —p ep[V €4

€a Siep=sveV
u Siep=suc VAV#su
(eolv—ea er[v—es])  Siep=s(eoer)
Av.ey Siep=sAv.g
eplv—es = Au.eglv — eg) Siep=sAu.eg A
ug FV(ea) Vv ¢ FV(ep)
Aw.gp[u — w][v — ey] Siep=sAu.ep A
ue FV(ea)AveFV(ep) A

weVAwEFV(es) UFV(ep)

¥
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B-reduccién y a-conversion

Renombrado de variables: a-conversion

» La transformacion que renombra:
Au.ey —g Aw.go[u — w|

se conoce como a-conversion. Su realizacion se basa en
la aplicacion de una funcion de a-conversion ala
abstraccion cuyas variables ligadas necesitamos cambiar:

(AvAw.(v w) Au.ep)

» Esta transformacién procede con la aplicacion de las
reglas definidas anteriormente en dos pasos: primero

mapea a Aw.(Au.ey w) y después a Aw.ep[u — w]. *
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B-reduccién y a-conversion

Ejemplo de B-reducciones

(. (v (Az.(= w) ) u) 2)
(v.(Az(z ) v) w) = 2]
(v.(Az(z ) o) u = 2 ] uu—z])
0.2z w) o) u — 2] 2)
vz ) w e 2] vlu—z2]) 2)
vz ) 2 wl[ue 2] v) 2)
(.. (w ) — 2] 0) 2)
(.. (w 2) v) 2)

|

Q. (w ) v)[ v — 2]

<Aw.<ulv 2w ‘
(w z>[%~z1 M

(z2)
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B-reduccién y a-conversion

Problemas

» La historia es diferente para A-expresiones que reducen
abstracciones, como:

(Au.(Av.rz.((z u) v) 2) v))

» Encontramos dos conflictos entre nombres, el primero al
substituir el argumento externo v bajo Av;y el segundo al
substituir el argumento interno z bajo Az. Si renombramos
v por x y luego z por y, obtenemos la abstraccion
Ay.((y v) z) como resultado.

» Siinvertimos el orden en el que usamos x e y,

obtendriamos la abstraccion Ax.((x v) z). A.’
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Indexacion para variables ligadas

Estructura de ligado

» La eleccion de los nombres de las variables ligadas no es
importante. Su Unica funcién es relacionar a los
abstractores con posiciones sintacticas en el cuerpo de la
abstraccion. substituidos. A esta relacion se le conoce
como estructura de ligado. Por ejemplo:

AUuAvAw.(((w v) u)(x u)) = Axy.Axo.Ax3.(((X3 X2) X1)(X X1))

¥
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Estructura de

substitucion

Indexacion para variables ligadas

» La posicion de un abstractor en una secuencia de
abstractores también identifica, en el caso de aplicaciones
anidadas, el nivel de anidamiento en que el argumento
sera tomado. A esto se le llama estructura de substitucion.

substitution

structure

I

(((Aurvdw(((wv)u)(zu))z) Az.z) Az y.x)

] ]

binding structure ‘
\V/
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Indexacion para variables ligadas

Otro ejemplo

(Auw v dw.((wv) u) (z u)) ) Az.2) Az Ay.x)

|

(M Adw.(((wv) ) (z z)) Az.z) Az Ay.x)

|

Aw.(((w Az.2) z) (z z)) Az Ay.x)

l

(AzAy.z Az.2) z) (z z))

|

((A\yAz.z z) (z x))

l

(Az.2 (z 7))
| )

(z z)
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Indexacion para variables ligadas

Un nuevo renombrado de variables

» A todas las variables se les dara el mismo nombre, por
ejemplo z, y la estructura de ligado se definira por medio
de los llamados operadores de desligue 6 llaves
protectoras que se colocan frente a la ocurrencia de las
variables en el cuerpo de la abstraccion.

» Si una ocurrencia de la variable z esta precedida por n de
estos operadores, denotados como:

/)...] z
n

imbricaciones mas internas del abstractor Az

entonces la ocurrencia esta protegida contra las n '
que liga a la variable. M
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Indexacion para variables ligadas

» Usando esta notacion, la abstraccion del ejemplo puede
representarse como sigue:

AUAVAW.(((w V) u)(x u)=sAz.AzAz.(((z /2) //2) (x /] 2))

» Todas las variables ligadas se llaman ahora z y, por
ejemplo, las ocurrencias de z que remplazan a la variable
original u, estan precedidas por dos llaves de proteccién
//, de forma que los dos abstractores Az mas internos, no
le afecten. La variable x no se modifica porque aparece

libre.
]
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Indexacion para variables ligadas

Problemas

» El problema con las llaves de proteccion es que necesitan
ser modificadas dinamicamente, conforme se aplican las
B-reducciones.

» Cada vez que un abstractor desaparece de la abstraccion
original, una llave de proteccion debe desaparecer.

» Pero también, si una variable libre entra en el alcance de
un abstractor, y esta variable tiene el mismo nombre que la
variable abstraida, entonces en concordancia, debemos

introducir una llave de proteccion mas.
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Indexacion para variables ligadas
Ejemplo

Az z.(Az A 2.(((z /2) []]2) (/]]z ]]]z)) Az.z) Az.Xz./2)

Az Az (Az.(((z Az.2) //2) (/]2 ]]2)) Az.Mz./z)

Az Az.((Azhz2./z Az.2) [2) (/= [2))

Az z.((Az 2.2 /2) (/2 /2))

|
Azz.(Azz (/7 /2))
e (]

)\z)\z(/z /z) Universi dad Veracruzana



Indexacion para variables ligadas

Estado de ligadura

» Sea
u v=s/(i)|ie{0,1,. ..}
I
la ocurrencia de una variable v con i llaves de proteccién y
sea que j € N, enumere, de la ocurrencia de la variable
hacia afuera y comenzando en j = 0, los abstractores Av. .
Esta ocurrencia es, con respecto al abstractor j-ésimo:

v

v

— libre Sii>j, — acotadaSii=j, — sombreadaSii< j

v

El indice de proteccion i de la ocurrencia de una variable,
denota lo que se conoce como indice de ligado 6
distancia de ligado (con respecto al abstractor). M
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Indexacion para variables ligadas

B-reduccién con indices de proteccion

» El cuerpo de la abstraccién ey,:
» Decrementar el nimero i de llaves de proteccion, si ain

quedan disponibles,
» Se substituye por e, si la variable esta acotada,
» No se cambia nada, si la variable esta sombreada.

» El operando e;:
» Incrementar el nimero i de llaves de proteccién en un valor
k si la variable es libre o acotada con respecto al Av mas
interno que rodea la aplicacién (Av.ep, e4); y si la variable
penetra el alcance de k abstractores anidados A v cuando

es substituida en ey,
» Permanece intacta si la variable estd sombreada. *
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Indexacion para variables ligadas

o-conversion con indices de proteccion

» Se puede transformar una expresion con variables
acotadas de distinto nombre, en una que tenga solo
variables, digamos z, aplicando la funcién de a-conversién
Av.Az.(v z) atodas las abstracciones de una variable.

» En el caso del ejemplo, la funcién se inserta en la
expresion original:

Av.dz.(v 2)Au....

¥
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Indexacion para variables ligadas

(AvAz.(v 2) Au.(Av.Az.(v 2) Av.(AvAz.(v 2) dw.((w v) u) (z w)))))

(AvAz.(v 2) du.(Av Az (v 2) dvdz.Qw.((w v) u) (x uw)) 2)))

(AvAz. (v 2) Au.(Av.Az. (v 2) v Az (((z v) u) (z w))))

(A Az (v 2) Audz. (Ao z.(((z v) u) (z w)) 2))

(AvAz. (v 2) Az z.(((z /2) u) (z w)))

l
| (]

ez e (= /2) //2) (@ /)2)
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Reducciones

Secuencias de reduccidn

» Dadas dos A-expresiones ey €, se dice que e es
B-reducible a €', denotado por e —p €, siy solo si e
puede ser transformado en € por una secuencia finita
(posiblemente vacia) de B-reducciones y a-conversiones.

» Esto produce una secuencia ey, ..., e, de A-expresiones
con eg =g ey e, = € tal que para todos los indices
i€{0,...,n—1} tenemos que €; —p €1 06 —q€ii-

¥
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Reducciones

Equivalencia sintactica

» Dos A-expresiones son semanticamente equivalentes,
denotado por e = €/, si y sélo si e puede ser transformada
en € por una secuencia finita (posiblemente vacia) de
B-reducciones, B-reducciones reversas y a-conversiones.

» Esto es, para todos los indices i € {0,...,n— 1}, debemos

tener g; —B €it1 o} €it1 —p € 6 € —uq €jt1.-
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Reducciones

Forma Normal

» El objetivo de reducir una A-expresion e es transformarla
en alguna expresion eV que no contiene mas redices, 6 a
la que no se le puedan aplicar mas reglas de f-reduccion.

» Esta expresion se conoce como la forma normal 6 el valor
de la expresion e. Si para llegar de e a eV necesitamos
una secuencia finita de B-reducciones, entonces ef es
también la forma normal de las A-expresiones intermedias.

¥
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Introduccion Notacion del Calculo-A B-reduccién y a-conversion Indexacion para variables ligadas Reducciones

Indeterminismo

» Una A-expresién compleja que contiene diversos redices,
generalmente lleva a la eleccién entre diferentes
secuencias alternativas de -reducciones. Tal que
debemos alcanzar una forma normal

» para eventualmente todas las posibles secuencias, es
decir, tras muchas f-reducciones finitas ejecutadas en
cualquier orden; si tenemos suerte;

» para ninguna de las secuencias posibles, porque no existe
una forma normal. Por ejemplo, ninguna de las secuencias
termina en un namero finito de pasos;

» para algunas de las secuencias posibles, pero no para

todas. Esto es, algunas secuencias terminan de manera
finita, pero otras no. v
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Reducciones

Estrategias de Evaluacion (1)

» Consideremos un ejemplo de la primer clase de expresién:
(Au.(Aw.(Aw.u) u) w)) donde:
» procediendo de afuera hacia adentro:

(Au.(Aw.(Aw.u) u) w)) —g (Aw.(A(w.//w /w)w) —p (AwW./w W) —g W
» procediendo de adentro hacia afuera:

(Au(Aw.(Aw.u) u) w)) —g (Au.(Aw.u u) w) —g (Au.Uw) =g w

¥
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» y aln si comenzasemos por el radice de en enmedio,
llegariamos a la forma normal w.



Reducciones

Estrategias de Evaluacién (2)

» Ahora, una expresion simple que no tiene forma normal es
la auto-aplicacion:

(Au(uu) Au.(u ) —p (Au.(uu) Au.(uu)) —g...

que incesantemente se reproduce a si misma.

¥
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Reducciones

Estrategias de Evaluacién (3)

» Observen la siguiente aplicacion:

(AwAvu Aw.w) (Au.(u u) Au.(u u)))

la abstraccién Aw.Av.u es una funcion selector que
reproduce su primer argumento, es decir Aw.w, pero
elimina el segundo, que en este caso particular es la
misma aplicacion.
» De forma que una reduccion de afuera hacia adentro lleva
a w, pero una de afuera hacia adentro no termina.
)
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Reducciones

Reduccién en orden normal

» Esta estrategia debe ser definida por una funcion de
transformacion Ty que mapea A-expresiones a
A-expresiones como sigue:

v Sie=gveV
_ Av.rN(eb) Si e =3 lv.eb
w(e) = T\ (e) Sie=s(Av.ep &)

nv(Tn(er)er) Sie=s(e1 e)ye #sAv.ep

» donde:

Tn(Ep[V — €7]) Sie=s(Av.ep &)

(€)= { (e1 Tn(e2)) Sie=s(e1 e2)yer#sAv.ep ‘
\V/
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Reducciones

Evaluador abstracto

» La funcion 1y define un evaluador abstracto para
expresiones del Calculo-A puro, similar al evaluador EVAL
del capitulo anterior.

» A diferencia de EVAL, 1y solo se propaga recursivamente
a través de las expresiones operador, pero no toca los
operandos hasta que el operador es procesado y no es
una abstraccion (el Gltimo caso en 7. Si es una
abstraccion, entonces el operando es substituido por
ocurrencias libres de la variable ligada (el primer caso de

™)
¥
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Reducciones

Llamadas por nombre y por valor

» La reduccion en orden normal también se conoce como de
afuera a adentro y de izquierda a derecha.

» Esta estrategia se conoce también como llamada por
nombre y es usada por lenguajes de programaciéon como
Algol y Simula.

» Es posible definir una estrategias como la usada por EVAL,
conocida como primero operandos o llamada por valor.

¥
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Reducciones

Teorema de Church-Rosser

» Sean ey, &1, 62,63 A-expresiones. Entonces ey —p €1y
€o —p €2 implican que existe una expresion es tal que
€1 ——p €3y E2+——p €3.

» La prueba esta mas alla del contenido de este curso, pero
observen que si ez es una forma normal, entonces esta

forma es Unica.
V/
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Reducciones
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