Capitulo 9
El Calculo-A

Resumen El Célculo-A es el modelo mds cercano a los algoritmos y su evalua-
cion tal y como fueron formalizados en el capitulo anterior. Se le puede considerar
como el paradigma de todos los lenguajes de programacién tal y como los cono-
cemos actualmente. Es primordialmente, una teoria de las funciones computables
que tiene que ver con propiedades fundamentales de los operadores, sus aplicacio-
nes a operandos y con la construccion sistematica de operadores mas complejos
(algoritmos) a partir de componentes simples. Su nicleo tiene que ver con poco mas
que la definicién de variables, alcance de variables, y la substitucion ordenada de
variables por expresiones. Se trata de un lenguaje cerrado en el sentido de que su
semantica puede definirse en base a equivalencia entre expresiones (o términos) del
calculo mismo.

9.1. Introduccion

El Cdlculo-A, publicado por Alonzo Churh en 1932, es uno de los modelos ma-
tematicos que se desarrollaron como respuesta inmediata a los problemas de Hilbert,
a principios del siglo XX. El problema en cuestion es si existe un método mecanico
general para obtener el valor de verdad de cualquier conjetura légica, y estd intima-
mente relacionado con la cuestion de lo que es algoritmicamente computable.

Otros modelos al respecto incluyen los trabajos de Schoenfinkel y los combina-
dores de Curry (una forma especial de Célculo-A), los nimeros de Goedel, el sis-
tema de produccién de Post, las funciones recursivas de Kleene, los algoritmos de
Markov; y el mas prominente con respecto a las computaciones mecdnicas que pue-
de llevar a cabo una méquina digital, la mdquina de Turing. Aunque no se tenga una
idea muy clara de lo que es la computabilidad, una nueva reconfortante es que to-
dos estos modelos son equivalentes. Lo cual nos lleva a la tesis de Church-Turing:
los problemas intuitivamente o efectivamente computables son exactamente aque-
llos que pueden computarse en un maquina de Turing (y por lo tanto, en los demds
modelos también).
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116 9 El Célculo-A

El Célculo-A es el modelo més cercano a los algoritmos y su evaluacion tal y
como fueron formalizados en el capitulo anterior. Se le puede considerar como el
paradigma de todos los lenguajes de programacién tal y como los conocemos actual-
mente. Es primordialmente, una teoria de las funciones computables que tiene que
ver con propiedades fundamentales de los operadores, sus aplicaciones a operan-
dos y con la construccion sistemdtica de operadores mds complejos (algoritmos) a
partir de componentes simples. Su niicleo tiene que ver con poco mds que la defi-
nicién de variables, alcance de variables, y la substitucién ordenada de variables
por expresiones. Se trata de un lenguaje cerrado en el sentido de que su semantica
puede definirse en base a equivalencia entre expresiones (o términos) del célculo
mismo.

9.2. Notacion del Calculo-A

Una funcién f de n variables vy, ..., v, se denotan en el Cdlculo-Acomo:
f=Avi...vy.e

Sustituyendo A por Lambda e introduciendo in en lugar del punto, obtendriamos
la notacién empleada en las abstracciones de AL en el capitulo anterior. El simbolo
fenellado izquierdo de la ecuacién denota el nombre o identificador de la funcién
y puede ser referenciado en cualquier parte. La expresion del lado derecho de la
ecuacion define una abstraccion de las variables vy, ..., v, en el cuerpo de la fun-
cién ep. Una definicion precisa de lo que ocurrencia libre de variables significa,
deberemos posponerla para mas adelante. Por ahora basta comentar que una varia-
ble u es libre en la expresion eg si ésta no contiene ninguna abstraccién de u (la
variable no estdienlalista A...).

Una aplicacion llamada f sobre r expresiones argumento e, ..., e, tiene la for-
ma:

(fer...er) =(Avi...vpepeq...e)

donde r no es necesariamente igual a n.
El caso especial de la aplicacién de una abstraccién a las variables abstraidas,
nos da como resultado el cuerpo de la abstraccion:

(lvl .. Vp.€0 v1...v,,) = €0

Para mantener el aparato formal simple y conciso, el Cdlculo-A considera, sin
perdida de generalidad, solamente abstracciones de una variable. Esto se debe al
descubrimiento de Schoenfinkel y Curry que permite representar abstracciones n-
arias, como n-folds anidados de abstracciones unarias (;recuerdan el extrano nom-
bre de funciones Currificadas? Pudo haber sido peor), es decir:

f = lvl LVpe = )«Vl.ﬂ\Q .. .lvn.eo



9.3 B-reduccién y o-conversion 117

Usando la notacién currificada, la aplicacién de f a r operandos toma la forma de
un r-fold de aplicaciones anidadas:

(fer...e))=(..((fer) e2)...er)

Lo anterior reduce la construccién de expresiones (o términos) del Célculo-A a la
siguiente regla sintictica:

=sv|c|(eyer)]| Aveg

Una expresion-A es una variable, denotada por v; o una constante, denotada por c; o
la aplicacion de una expresion e( a una expresion eg; o la abstraccion de una variable
v de una expresion ey, respectivamente. Las expresiones que se forman a partir de
la aplicacion sistematica de estas reglas se conocen como férmulas bien formadas
(fbf) del Calculo-A. Cualquier otra expresion no es valida en el Célculo-A.

Una aplicacion (eq e} ) representa el resultado de aplicar e a e;. Se dice que ¢ es
la expresion en la posicion del operador; y que e; es la expresion en la posicion del
operando de la aplicacion. Es comiin que ¢g y e; se identifiquen como la funcién
y el argumento de la aplicacidn, lo cual no es totalmente correcto, puesto que la
sintaxis del Célculo-A permite que cualquier expresién valida esté en cualquiera de
las dos posiciones y sélo las abstracciones y las operaciones primitivas +, —, %, ...
son funciones verdaderas.

Estamos interesados particularmente en aplicaciones de la forma (Av.eq e1) que
tienen una abstraccién en la posicion del operador y una expresion vélida en la po-
sici6én del operando. Estas son las expresiones relacionadas con la historia completa
sobre el papel de las variables, particularmente su alcance y substitucion, en la eva-
luacién de expresiones algoritmicas. De hecho, en ese contexto, basta considerar
tnicamente el Calculo-A puro, cuyo conjunto de constantes estd vacio. Sin ope-
radores primitivos, las abstracciones son las unicas funciones en juego. A pesar de
esta simplificacion, tenemos un modelo formal completo que provee los fundamen-
tos necesarios para razonar acerca de la computabilidad algoritmica. Si se desea,
podemos incluso representar nimeros, valores de verdad, listas, entre otras cosas,
como A-abstracciones; aunque estas abstracciones lucen extrafias, sin parecido con
su habitual representacion.

9.3. [B-reduccion y a-conversion

La belleza del Célculo-A puro reside en que s6lo necesitamos preocuparnos por
una sola regla de transformacidn, puesto que sélo contamos con las aplicaciones
de abstracciones en tal sistema. Como vimos en el capitulo anterior, segunda sec-
cion, esta regla remplaza tales abstracciones por el cuerpo de la abstraccién con las
ocurrencias libres de las variables A-ligadas, substituidas por la expresion corres-
pondiente con el respectivo operando (o argumento). La regla se denota como:



118 9 El Célculo-A
Av.eg e —p eo[v — e1]

La regla se conoce como B-reduccion o -contraccion y se dice que simplifica
o reduce el B-redex (Av.¢g e}) a su reductum o contractum ¢y[v — e;].

Desafortunadamente esta regla no es tan simple como parece a primera vista.
Como sabemos, existen problemas con respecto a las variables ligadas en las abs-
tracciones y la existencia de variables libres con los mismos nombres, en cuyo caso,
las substituciones no pueden llevarse a cabo sin una accion correctiva en una de
las variables con el mismo nombre. Esto concierne al estatus de ligadura de las
variables, que debe permanecer invariante contra las -reducciones para garantizar
la determinacion de los resultados, independiente de la eleccion del nombre de las
variables.

Si las substituciones se llevaran a cabo de manera naif, es decir, con los operandos
literalmente como son, por ejemplo en:

(Aurvauw) — Avw y  (AudAvauv) — Avy

obtendriamos como contractum la abstraccién Av.w en el primer caso, y Av.v en el
segundo caso. Es evidente que la eleccidn de la variable en la posicion del operando
resulta en dos funciones totalmente diferentes. En el primer caso obtendriamos una
funcion constante, que independientemente del operando al que se aplique, siempre
regresa w. Sin embargo, en el segundo caso obtenemos la funcién identidad que
siempre reproduce la expresién operando:

(Avwa) —-w y (Avva)—a

El problema aparece en el segundo caso donde la variable libre v es substituida
de manera naif bajo el alcance del abstracto Av y por lo tanto deviene ligada a él
parasitariamente; mientras que en el primer caso substituimos la variable w que no
es afectada por el abstractor Av y por lo tanto preserva su estado de ligadura de
variable libre.

Podriamos decidir aceptar estas ligaduras parasitas, que de hecho son causa-
das por conflicto entre nombres, como se discuti6 en el capitulo anterior; y po-
siblemente sacar ventaja de ellas. Desafortunadamente, tales ligaduras destruyen
dos propiedades muy dtiles e importantes del Cdlculo-A que, como veremos mads
adelante, garantizan un comportamiento ordenado con respecto a las estrategias de
evaluacidn, y por tanto no deben abandonarse facilmente.

Para prevenir los conflictos entre nombres, podemos optar por una estrategia se-
gura y demandar que todas las variables dentro de una A-expresién tengan nombres
diferentes. Sin embargo, tal estrategia no parece realista debido a razones précti-
cas. Al incrementarse el nimero de variables en algoritmos complejos, serd incre-
mentalmente mas complicado inventar nombres de variables que reflejen su uso o
convencién. Construir nombres Unicos automaticamente, por ejemplo, por enume-
racién, puede ser una opcién siempre y cuando los nombres nuevos recuerden a los
originales de alguna manera.
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Aqui exploraremos una solucién que requiere de una definicion precisa de lo que
significa una variable libre y una acotada, asi como el alcance de una variable. Con
V denotando el conjunto de variables, definimos el conjunto de variables libres
FV de una expresion e recorriendo las tres formas sintdcticas del Célculo-A puro y
especificando lo que son las variables libres por casos:

{v} Sie=sveV
FV(e) = FV(eg)UFV(e;) Sie=,(eper)
FV(eo)\ {v} Sie=;Av.ey

Esta definicion recursiva nos dice que el conjunto contiene solo la variable v si v
es la expresion e entera; o si estd en la unién de las variables libres de un operador
y su operando, si e es una aplicacion; o las variables que aparecen en el cuerpo de
una abstraccidn, pero no estin ligadas en ella.

Es posible ofrecer una definicién complementaria del conjunto de variables
acotadas en la expresion e:

0 Sie=;veV
BV(e) = ¢ BV(eg)UBV(e;) Sie=;(eper)
BV (eg)U{v} Sie=; Av.eg

Con la ayuda de estas definiciones podemos expresar que una variable v esta libre
en una expresion e, siy s6lo si v € FV(e); y que una variable v estd acotada en una
expresion e, si y s6lo si v € BV (e). En una abstraccién Av.e, llamamos al cuerpo e
el alcance del abstractor Av, lo que significa que todas las ocurrencias libres de v en
e estdn acotadas por Av. Por ejemplo, en la expresion:

(Au.(Av.(Az.(z (vu)) v) u) w)

la variable w esta libre, puesto que no existe abstractor para ella. La variable u
estd acotada en la abstraccion Au.(...), pero libre en su cuerpo, que es el alcance
del abstractor Au. Una misma variable puede estar libre o acotada de pendiendo del
alcance considerado.

Una abstraccién cuyo conjunto de variables libres esta vacio, se dice cerrado
o que es un combinador; en otro caso se dice que la abstraccién es abierta. De
gran relevancia para la implementacién de lenguajes de programacion basados en el
Cilculo-A, son los llamados super combinadores, que son abstracciones cerradas
cuyos cuerpos pueden contener recursivamente solo expresiones cerradas (o super
combinadores).

Ahora estamos listos para definir de manera precisa, como la substituciéon en la
B-reduccién

(Av.ep eq) —p ep[v + e4]
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se lleva a cabo: el lado derecho de esta regla de transformacién debe prescribir la
substitucién de todas las ocurrencias libres de la variable v en la expresion e, por la
expresion e,. Su definicion es la siguiente:

e, Siep,=3veV

u Siep=,ucVAv#£su

(eo[lveq) e1[veq)) Siep,=;(eoer)

Av.egy Sie, =5 Av.eg

ep[v —ey) = { Au.eg[v — e4) Siep,=; Au.eg A

ug FV(e,) Vv FV(ep)

Aw.eplu — w][v «— e4] Siep, =g Au.eg A
ucFV(eq) A\veEFV(ep) A
weVAwEZFV(e,) UFV(ep)

Los tltimos tres casos son muy interesantes, prescriben que debe hacerse cuando
la expresion ep, en la que las substituciones de las ocurrencias libres de v serdn
llevadas a cabo, es una abstraccion. Si esta abstraccion liga a v, entonces no cambia
puesto que no hay ocurrencias libres de v en ella. Si liga a otra variable u, entonces
v puede sustituirse de manera naif por e, si no hay ocurrencias libres de u en e, 0 si
tenemos el caso trivial de que v no ocurre en e,.

El caso complementario donde la abstraccién liga a u, con v ocurriendo libre-
mente en el cuerpo de la abstraccion eg y u ocurriendo libre en e,, causa conflicto
entre nombres: cuando e, fuera substituida de manera naif en ¢g, las ocurrencias
libres de u en e, seria ligadas parasitariamente por el abstractor Au y cambiaria su
estado de ligadura.

Existen dos formas de salir de este dilema. Podemos cambiar la variable libre v
en e,, por decir a w, o cambiar la variable ligada u a w en la abstraccién. En ambos
casos w debe ser una variable nueva que no haya sido usada en el -redex original.
La solucion tradicional es la tltima, que se define en el dltimo caso de la definicion.
Es mds conveniente porque renombrar variables solo concierne a las variables que
ocurren en el alcance de la aplicacion.

La transformacioén que renombra:

Au.eg — o Aw.eple — w]

se conoce como ¢-conversion. Su realizacion se basa en la aplicacion de una fun-
cion de a-conversion a la abstraccion cuyas variables ligadas necesitamos cambiar:

(Av.Aw. (v w) Au.eg)

Esta transformacion procede con la aplicacion de las reglas definidas anterior-
mente en dos pasos: primero a Aw.(Au.ep w) y después a Aw.ep[u — w]. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo 13 Una secuencia de B-reducciones:
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(Au.(Av.(Az.(z u) v) u) 2)

(Av.(Az.(z u) v) w)[u — z]

M. (Az.(zu)v)[u—z]u[u— z])

Av.(Az.(zu) v)[u — 2] 2)

M.Az.(zu)[u—z]v[u—=z])2)

M. (Aw.(zu)[z—w][u—z]v) 2)

(Av.(Aw.(w u)[u — 2] v) 2)

(M. Aw.(w z) v) 2)

Aw.(w z) v)[v — 2]

(w2)[w— 2]

(2 2)

En el ejemplo remplazamos la variable libre w por z para evitar un conflicto
entre nombres cuando los -radices son sistematicamente reducidos de afuera hacia
adentro. En esta secuencia, la dltima regla de substitucién es aplicada en la quinta
expresion de abajo hacia arriba para renombrar las variable ligada z en la abstraccion
Az.(zu)) como w para evitar el conflicto entre nombres con la variable z que debe ser
substituida por u. Pero esto es justo lo que queriamos evitar, que una variable nueva
que no estaba en la expresion original apareciera., cambiando la apariencia pero no
el significado de la abstraccion Az.(z u) a Aw.(w u). En este caso tuvimos suerte,
si s6lo miramos las expresiones inicial y final, ignorando los pasos intermedios,
el renombrado de variables pasa desapercibido puesto que la forma normal es una
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aplicacion de la variable original z a s misma, tal que preserva su estado de ligadura
como variable libre en toda la secuencia de pasos de reduccion.
La historia es diferente para A-expresiones que reducen abstracciones, como:

(Au.(Av.Adz.((zu) v) 2) v))

Al ejecutar las B-reducciones, de adentro hacia afuera, encontramos dos con-
flictos entre nombres, el primero al substituir el argumento externo v bajo Av; y el
segundo al substituir el argumento interno z bajo Az. Si renombramos v por x y lue-
g0 z por y, obtenemos la abstraccién Ay.((y v) z) como resultado. Sin embargo, si
invertimos el orden en el que usamos x e y, obtendriamos la abstraccion Ax.((x v) z)
que es igual a la anterior, excepto que el nombre de la variable ligada ha cambiado.

Aunque la eleccion del nombre para las variables ligadas es totalmente irrelevan-
te, ejecutar muchas f-reducciones que requieren cambio de nombre en un contexto
mayor debe ser confuso y alienante con respecto a la expresion original, mas alla de
la expresion resultante.

Para evitar este problema de renombrar variables debemos recurrir a una idea mas
inteligente para representar el estado de ligadura de las variables, asi como para
lograr que la aplicacién de las B-reducciones preserve el nombre de las variables
introducidas en la expresion inicial, bajo toda circunstancia.

9.4. Un esquema de indexacion para variables ligadas

Al especificar una abstraccion, la eleccion de los nombres de las variables ligadas
no es importante. Su tnica funcién es relacionar a los abstractores con posiciones
sinticticas en el cuerpo de la abstraccién. Funcionan como recepticulos donde los
argumentos necesitan ser substituidos. A esta relacién se le conoce como estructura
de ligado.

Ejemplo 14 Las dos abstracciones que se muestran a continuacion son sintdctica-
mente equivalentes modulo o-conversion de los nombres de las variables:

Au v AIw.((wv) u)(xu)) = Ax1. Ax2. Ax3.(((x3 x2) x1)(x x1))

En casos como el anterior, cuando aplicamos las abstracciones a los mismos argu-
mentos, obtenemos en ambos casos el mismo resultado, puesto que dos expresiones
que son sinticticamente equivalentes, también lo son semdnticamente.

La posicion de un abstractor en una secuencia de abstractores también identifica,
en el caso de aplicaciones anidadas, el nivel de anidamiento en que el argumento
serd tomado. A esto se le 1lama estructura de substitucion. La estructura resultante,
por una parte asocia abstractores con la ocurrencia de variables en el cuerpo de
la abstraccidn; y por la otra con las posiciones de los operandos en aplicaciones
anidadas. Esto se ilustra en la Figura 9.1.
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substitution
‘ ‘ structure

l

(((Auwrvdw(((wv)u)(zu))z) Az.z) Az y.x)

4[ ‘ ‘ binding structure

Figura 9.1 Estructuras de substitucién y ligado.

La Figura 9.2 muestra la secuencia de -reducciones que evalian esas aplicacio-
nes anidadas. Necesitaremos esa secuencia para efectos de comparaciéon mas ade-
lante. La secuencia se obtiene aplicando las S-reducciones de adentro hacia afuera:
X por u, Az.z por vy Ax.Ay.x por w; y entonces se procede a evaluar el cuerpo ins-
tanciado, regresando el resultado de la aplicacién (x x) de la variable x libre a si
misma.

(A Av A w.((w v) w) (x w)) ) Az.2) Az Ay.x)

(AW Aw.(((wv) z) (x x)) Az.2) Az Ay.x)

Aw.(((w Az.2) 2) (xz z)) Az y.x)

(AzAy.z Az.2) x) (z x))

(A\yAz.z z) (z x))

(z )

Figura 9.2 Reduccién de la expresion ejemplo

Ahora procederemos a llevar el renombrado de variables un paso mds adelante,
llamandolas a todas x y distinguiéndolas por sus subindices. A todas las variables
se les dard el mismo nombre, por ejemplo z, y la estructura de ligado se definird por
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medio de los llamados operadores de desligue 6 llaves protectoras que se colocan
frente a la ocurrencia de las variables en el cuerpo de la abstraccion. Estas llaves
protectoras complementan a los abstractores, en un sentido amplio, deshacen liga-
duras: Si una ocurrencia de la variable z estd precedida por n de estos operadores,
denotados como:

o
——
n
entonces la ocurrencia estd protegida contra las n imbricaciones mas internas del
abstractor Az que liga a la variable. Usando estd notacién, la abstraccion del ejemplo
puede representarse como sigue:

Au v Aw. ((wv) u)(xu)) =5 Az.Az.A2.(((z /2) //2) (x /] 2))

Todas las variables ligadas se llaman ahora z y, por ejemplo, las ocurrencias de z
que remplazan a la variable original u, estan precedidas por dos llaves de proteccién
//, de forma que los dos abstractores Az mds internos, no le afecten. La variable x
no se modifica porque aparece libre en la expresion.

El problema con las llaves de proteccion es que necesitan ser modificadas dindmi-
camente, conforme se aplican las $-reducciones. Cada que un abstractor desaparece
de la abstraccién original, una llave de proteccién debe desaparecer también. Pero
también, si una variable libre entra en el alcance de un abstractor, y esta variable tie-
ne el mismo nombre que la variable abstraida, entonces en concordancia, debemos
introducir una llave de proteccién mds. Ejemplificaremos esto aplicando nuestra
abstraccién ejemplo a tres abstracciones cuyas variables también se llaman z. Para
hacer el ejemplo mas interesante agregaremos dos abstractores al frente de la abs-
traccidn, de forma que el mds externo liga ahora a lo que era la variable libre x (que
ahora aparece como z con cuatro llaves protectoras, que se corresponden con los
tres abstractores que ya existian y el abstractor interno de los dos que agregamos).
La fB-reduccidn de esta aplicacién se muestra en la Figura 9.3. Esta reduccién se
lleva a cabo en el mismo niimero de pasos que la anterior, y produce las mismas
expresiones intermedias, solo que con diferente representacion.

La primera de las B-reducciones en la secuencia, incluye todo lo que debemos
saber acerca del procesamiento de las llaves protectoras durante la ejecucién de las
reducciones. El -redex bajo consideracién estd subrayado en la Figura 9.3 y su
argumento es /z. Al hacer esto, elimina el primer Az y substituye /z por todas las
ocurrencias de variables ligadas en el cuerpo de la abstraccion (las dos ocurrencias
de //z). Ahora, al substituir /z bajo el alcance de los dos abstractores restantes, de-
bemos afiadirle dos llaves protectoras, esto es, las dos ocurrencias de //z deben ser
substituidas por ///z. para mantener la distancia correcta con el Az més externo.
Pero atn hay mds, la ocurrencia de la variable ////z que estd dentro de la abstrac-
cién se verd afectada por el Az que ha desparecido, de forma que se le debe quitar
una llave protectora, lo que da lugar a tres ocurrencias de ///z ligadas al abstractor
m4s externo.

Ahora podemos ser mas especificos sobre la manipulacion de las llaves protecto-
ras y para ello debemos definir el estado de ligadura de las variables que preceden.
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Az z.(Az.(((z Az.2) [/2) (/]2 ]]2)) Az Az./z)

Az Az.((Az.hz./2 Az.2) /2) (/2 /7))

Az Az ((Az.Az.2 /2) (/= [2))

Az z.(Az.z (/2 [2))

Az Az.(/z [z)

Figura 9.3 Reduccién con variables de nombre tinico y llaves protectoras.

Sea
/. )/ v=s/@{)|ie{0,1,...}
H',_/

la ocurrencia de una variable v con i llaves de proteccién dentro de la A-expresién e,
y sea que j € N, enumere, de la ocurrencia de la variable hacia afuera y comenzando
en j =0, los abstractores Av. que la rodean. Entonces, en relacion con el abstractor
Jj-€simo, esta ocurrencia de la variable se dice:

— libre Sii > j, —acotadaSii=j, — sombreadaSii< j

El indice de proteccidn i de la ocurrencia de una variable, denota lo que se conoce
como indice de ligado 6 distancia de ligado (con respecto al abstractor). Con estos
atributos de las ligaduras, podemos definir informalmente la regla de -reduccién
en estos términos:

Dado un redex (Av.e;, e,), su f-reduccién regresa una expresion e), que se obtiene
de ¢, y una ocurrencia de /v en:

= El cuerpo de la abstraccién ep:

e Decrementar el nimero i de llaves de proteccion, si atin quedan disponibles,
e Se substituye por e, si la variable estd acotada,
e No se cambia nada, si la variable estd sombreada.

= El operando e,:
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e Incrementar el nimero i de llaves de proteccién en un valor k si la variable
es libre o acotada con respecto al Av mds interno que rodea la aplicacién
(Av.ep e4); y si la variable penetra el alcance de k abstractores anidados Av
cuando es substituida en ey,

e Permanece intacta si la variable estd sombreada.

Se puede transformar una expresion con variables acotadas de distinto nombre,
en una que tenga solo variables, digamos z, aplicando la funcién de ¢-conversion
Av.Az.(v z) a todas las abstracciones de una variable. En el caso del ejemplo, la
funcidn se inserta en la expresion original:

Avdz.(vZ)Au....

Aplicando estas o-conversiones de adentro hacia afuera y usando la regla de
B-reduccion definida informalmente antes, se obtiene la secuencia de reducciones
que se muestra en la Figura 9.4. Esta secuencia termina con una abstraccién en la
que todas las ocurrencias de las variables ligadas se sustituyeron por z y el niimero
adecuado de llaves de proteccién ha sido introducido. La variable x no cambia por
que no hay abstractor asociado a ella en toda la expresion.

(AvAz.(v 2) Au.(Av.Az.(v 2) 2. (Av.Az.(v 2) 2w.((w v) u) (z w)))))

(AvAz.(v z) Au.(Av.Az.(v 2) 2w z.Aw.(((w v) w) (z w)) 2)))

(Av.Az.(v 2) Au.(Av.Az.(v 2) 2wz (((z v) u) (z w))))

(Av.Az.(v 2) Audz.(AvAz.(((z v) w) (z u)) 2))

(AvAz.(v 2) AuArzAz.(((z /2) u) (z w)))

ez Az (= /2) //2) (@ //2))

Figura 9.4 Reduccién a nombres tnicos y llaves de proteccion adecuadas.

Evidentemente, si seguimos en esta linea de procesamiento de variables acota-
das y su estructura de ligadura, el siguiente paso es un Cdlculo-A sin nombres de
variables ([12], pp. 63-68) donde los abstractores estdn asociados a indices y la
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seméantica de la B-reduccidn se basa en la manipulacién de esos fndices, tal y como
lo definimos aqui informalmente. Por cuestiones de tiempo, se deja al lector revisar
el material asociado al Célculo-A sin nombres. La ventaja de este enfoque sobre el
Cidlculo-A con variables nombradas es que, aunque para los humanos la reduccién
de las expresiones sea menos clara, su reduccion automatica es mucho mas sencilla
de implementar.

9.5. Secuencias de reduccion

Revisemos algunas de las propiedades de las secuencias de S-reducciones. Dadas
dos A-expresiones e y ¢/, se dice que e es B-reducible a ¢/, denotado por e —g ¢/,
si y sélo si e puede ser transformado en ¢’ por una secuencia finita (posiblemente
vacia) de -reducciones y a-conversiones. Esto produce una secuencia e, . .., e, de
A-expresiones con ey =, e y e, =, €’ tal que para todos los indices i € {0,...,n—1}
tenemos que e; —g €41 0ei —qg it

Con base en tales secuencias podemos definir que dos A-expresiones son semanti-
camente equivalentes, denotado por e = ¢/, si y s6lo si e puede ser transformada en
¢’ por una secuencia finita (posiblemente vacia) de S-reducciones, -reducciones
reversas y a-conversiones. Esto es, para todos los indices i € {0,...,n— 1}, debe-
mos tener e; —B €itl et —PB € 6e —qeirl-

El objetivo de reducir una A-expresién e es transformarla en alguna expresién
e que no contiene mis redices, 6 a la que no se le puedan aplicar mas reglas de
B-reduccion. Esta expresion se conoce como la forma normal 6 el valor de la expre-
sién e. Si para llegar de e a ¢ necesitamos una secuencia finita de B-reducciones,
entonces ¢V es también la forma normal de las A-expresiones intermedias.

Una A-expresion compleja que contiene diversos redices, generalmente lleva a la
eleccion entre diferentes secuencias alternativas de -reducciones. El problema con
estas elecciones es que, iniciando de una expresion inicial, debemos alcanzar una
forma normal

= para eventualmente todas las posibles secuencias, es decir, tras muchas [-
reducciones finitas ejecutadas en cualquier orden; si tenemos suerte;

= para ninguna de las secuencias posibles, porque no existe una forma normal. Por
ejemplo, ninguna de las secuencias termina en un nimero finito de pasos;

= para algunas de las secuencias posibles, pero no para todas. Esto es, algunas
secuencias terminan de manera finita, pero otras no.

El ultimo caso es muy interesante porque demanda una estrategia que asegure
que las reducciones seran aplicadas en un orden que lleve a una forma normal, si es
que ésta existe.

Consideremos un ejemplo de la primer clase de expresion: (Au.(Aw.(Aw.u) u) w))
donde:

» procediendo de afuera hacia adentro:
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(Au(Aw.(Aw.ue) u) w)) —p (Aw(A(w.//w [w)w) —p (Aw./ww) —p w
= procediendo de adentro hacia afuera:
(Au.(Aw.(Aw.u) u) w)) —pg (Au.(Aw.uu) w) —pg (Auuw) —gw

= y adn si comenzdsemos por el radice de en enmedio, llegariamos a la forma
normal w.

Ahora, una expresion simple que no tiene forma normal es la auto-aplicacién:
(Au(uu) Au(uu)) —pg (Au.(uu) Au.(uu)) —g ...

que incesantemente se reproduce a si misma.

Esta auto-aplicacién servird para definir una expresién simple cuya reduccion,
dependiendo del orden en que los redices son contraidos, puede terminar o no. Ob-
serven la siguiente aplicacion:

(AwAvau Aww)  (Au.(wu) Au.(uu)))

identificamos de manera inmediata que la abstraccién Aw.Av.u es una funcion se-
lector que reproduce su primer argumento, es decir Aww, pero elimina el segundo,
que en este caso particular es la misma aplicaciéon. De forma que una reduccién de
afuera hacia adentro lleva a w, pero una de afuera hacia adentro no termina.

El problema con este tipo de secuencias que no terminan aunque una forma nor-
mal exista, es que tratan de reducir sub-expresiones cuya forma normal no contri-
buye a llegar a la forma normal de la expresién completa. En el mejor de los casos,
esto atenta contra la eficiencia al ejecutar computaciones superfluas; en el peor de
los casos puede llevarnos a casos de no terminacion. Es por ello que necesitamos
imperativamente garantizar la terminacién con formas normales si estas existen.

La estrategia que garantiza ésto se llama reduccion en orden normal. La idea
es aplicar las abstracciones a operandos no evaluados y forzar su reduccién si y sélo
si hay formas normales diferentes a abstracciones, por ejemplo, variables o aplica-
ciones que no pueden fB-reducirse, en la posicién del operador de las aplicaciones.

Esta estrategia debe ser definida por una funcion de transformacion 7y que
mapea A-expresiones a A-expresiones como sigue:

% Sie=;veV
n(e) = Av.ay(ep) Sie=; Av.ep
MY 14(e) Sie=; (Av.ep e3)

Tv(tv(er)er) Sie=;(e1e2)yer #5Avep

donde:
Zh(e) = tv(ep[v—ea]) Sie=; (Aveper)
N (er tv(er)) Sie=; (e e2)y e #s Avep

La funcién 7y define un evaluador abstracto para expresiones del Célculo-A
puro, similar al evaluador EVAL del capitulo anterior. A diferencia de EVAL, Ty solo
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se propaga recursivamente a través de las expresiones operador, pero no toca los
operandos hasta que el operador es procesado y no es una abstraccion (el dltimo caso
en Ty. Si es una abstraccién, entonces el operando es substituido por ocurrencias
libres de la variable ligada (el primer caso de 1y).

La reduccién en orden normal también se conoce como de afuera a adentro
y de izquierda a derecha. Esta estrategia se conoce también como llamada por
nombre y es usada por lenguajes de programacién como Algol y Simula. Es posible
definir una estrategias como la usada por EVAL, conocida como primero operandos
o llamada por valor. Intenten definir una funcién 74 que implemente la llamada por
valor.

La propiedad més importante de las secuencias de f-reducciones es capturada
por el conocido Teorema de Church-Rosser. Este teorema expresa esencialmente
que independientemente del orden en que las B-reducciones son llevadas a cabo
sobre una A-expresion, existe siempre una A-expresion en la cual dos diferentes
secuencias de f-reducciones pueden volverse a encontrar. Esto se puede formalizar
como sigue:

Sean ¢, e1,e3,e3 A-expresiones. Entonces ¢ ——peryey——pger implican que
existe una expresion e3 tal que e; ——g e3 y €2 — e3. La prueba estd mas allé del
contenido de este curso, pero observen que si e3 es una forma normal, entonces esta
forma es tnica.

Ademds de las formas normales, que son la meta dltima del proceso de f3-
reduccién en el cdlculo-A puro, hay dos variantes intermedias de forma normal.
Para distinguirlas diremos que una A-expresién es una:

= forma normal completa, si no contiene f-redices. El cdlculo-A que computa
formas normales completas, se conoce como normalizador completo, o simple-
mente normalizador;

= forma normal débil (cabeza), si es una abstraccién de alto nivel (contiene re-
dices en su cuerpo) 6 una aplicacién de alto nivel de una abstraccién n-aria a
un conjunto de operandos con aridad menor a n, que estdn en forma débil. El
cdlculo-A que computa solo formas débiles se conoce como normalizador débil;

y
= forma normal de cabeza, si es una forma especial de abstraccion de alto nivel

Aup... Aup.(...(uier)...em)

= donde i€ {0,...,n— 1}, cuya forma no puede cambiar més hacia la izquierda de
la variable u; ya que solo es posible llevar a cabo S-reducciones en las expresio-
nes operando ey,...,ey,. El cdlculo-A que computa formas normales de cabeza
se dice normalizador de cabezas.

Las tres formas estdn relacionadas de la siguiente manera: toda forma normal
es también una forma normal de cabeza, y toda forma normal de cabeza es tam-
bién una forma normal débil, pero no a la inversa, es decir, forman una jerarquia.
La normalizacién completa y la de cabeza, requieren de normalizadores completos
puesto que necesitardn substituciones y reducciones bajo los abstractores, lo cual
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puede ocasionar conflictos entre nombres. Las substituciones naif, son suficientes
para la normalizacién débil puesto que solo se permiten reducciones de alto nivel

que evitan los conflictos entre nombres.



